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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Понятия алгоритма и вычислимой функции являются 
одними из центральных понятий современной математики. 
Их роль в математике середины XX в. можно, пожалуй, 
сравнить с ролью понятия множества в математике конца 
XIX в. Настоящие «Лекции» посвящены изложению основ 
теории вычислимых функций (проводимому на базе при¬ 
нятого в настоящее время отождествления их — для 
случая функций с натуральными аргументами и значе¬ 
ниями — с частично-рекурсивными функциями), а также 
некоторым приложениям этой теории. 

До последнего времени автору были известны лишь две 
книги, излагающие теорию вычислимых функций,— моно¬ 
графии Р. Петер [1951] *) и С. К. Клини [1952] **) (обе 
эти книги переведены на русский язык). Книга Р. Петер 
содержит большое число детально разобранных примеров, 
описывающих различные способы задания вычислимых 
функций так называемыми «рекурсиями»; при этом в ней 
рассматриваются лишь обще-рекурсивные функции (зато 
некоторые специальные виды обще-рекурсивных функ¬ 
ций — прежде всего примитивно-рекурсивные функции — 
рассматриваются с особенной подробностью). Самое важ¬ 
ное понятие теории вычислимых функций — понятие 

*) Четырехзначное число в квадратных скобках отсылает чита¬ 
теля к списку литературы в конце книги; оно является также датой 
опубликования соответствующего произведения. 

**) Теория вычислимых функций излагается также в книге 
М. Дэйвиса (М. Баѵіз, СошриІаЬіІіІу апсі ипзоІѵаЪШІу, Ѵогк — 
Тогопіо — Ьожіоп, 1958 г., 210 стр.), которая, однако, не была 
доступна автору при написании настоящих «Лекций» (этим, в част¬ 
ности, объясняется полное отсутствие в «Лекциях» каких-либо 
ссылок на книгу М. Дэйвиса). 
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частично-рекурсивной функции — в книге Р. Петер лишь 
упоминается. Весьма фундаментальная книга С. К. Клини 
посвящена, как и показывает ее название, основаниям 
математики. Вычислимые (рекурсивные) функции зани¬ 
мают в ней хотя и большое, но все же отчасти подчинен¬ 
ное место. Им посвящена часть третья книги, которая не 
является совершенно независимой от предыдущих частей 
и предполагает известное знакомство с вводимым в части 
второй понятием формального вывода. В книге С. К. Клини 
приводится обширный и содержательный материал, посвя¬ 
щенный приложениям теории вычислимых функций к мате¬ 
матической логике и основаниям математики (подобный 
материал, кстати, совершенно отсутствует в настоящих 
«Лекциях»). Изложение самой теории вычислимых функ¬ 
ций в значительной мере нацелено у С. К. Клини на эти 
приложения, что не могло не наложить определенный 
отпечаток на характер изложения. В частности, на 
теорию вычислимых функций оказалось в какой-то сте¬ 
пени экстраполированным ограничение финитными мето¬ 
дами (оправданное в ряде вопросов оснований матема¬ 
тики). 

Автор полагает, однако, что теория вычислимых функ¬ 
ций не требует непременно ни «финитных», ни каких- 
либо других специфических методов, а может существо¬ 
вать как содержательная математическая теория, подоб¬ 
ная, например, топологии или теории меры. Хотя теория 
вычислимых функций и родилась в недрах математической 
логики и оснований математики и находит в этих дисци¬ 
плинах фундаментальные приложения, она, эта теория, 
может быть развита без принудительного связывания 
с указанными дисциплинами*). Отождествление класса 
вычислимых функций с классом частично-рекурсивных 
функций и найденное С. К. Клини [1943] очень простое 


*) Вошедшее в традицию (применяемое и в настоящей квите) 
использование при изложении теории вычислимых функций простей¬ 
ших терминов математической логики (и даже, вероятно, просто 
логики) — таких, как «предикат», «квантор» и т. п.,— является, 
по существу, лишь вопросом языка; оно весьма удобно, так как 
способствует упрощению и укорочению изложении теории вычисли¬ 
мых функций (как, вероятно, и любой другой математической 
теории). 
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определение последнего *) позволяет разрабатывать и изла¬ 
гать теорию вычислимых функций независимо не только 
от понятия формального вывода, но и — как это ни пара¬ 
доксально — от понятия алгоритма (хотя, конечно, цен¬ 
ность вычислимых функций состоит именно в их связи 
с алгоритмами). Вот почему автору, воспитанному на 
традициях московской математической школы, предста¬ 
влялась целесообразной и привлекательной попытка дать 
изложение теории вычислимых функций на ставшей уже 
стандартной теоретико-множественной основе (тем более, 
что многие методы и результаты теории вычислимых функ¬ 
ций оказались схожими с методами и результатами дескрип¬ 
тивной теории множеств). 

Попытка дать такое изложение была предпринята 
автором в его курсе «Рекурсивные функции», прочитанном 
на Механико-математическом факультете Московского уни¬ 
верситета в 1954/55 учебном году по инициативе Алексея 
Андреевича Ляпунова**). Переработанные записи этого 
курса и составили большую часть настоящих «Лек¬ 
ций» ***). 

Теоретико-множественным подходом к теории вычисли¬ 
мых функций автор в значительной степени обязан своему 
учителю Андрею Николаевичу Колмогорову и Петру Сер¬ 
геевичу Новикову; этому подходу автор учился, общаясь 
с ними, слушая их лекции и участвуя в их семинарах. 
А. Н. Колмогоров и П. С. Новиков оказали и более 


*) Это определение и принимается в наших «Лекциях». В упомя¬ 
нутой книге С. К. Клини [1952] в качестве исходного принимается 
другое определение, основанное на понятии формального вывода. 

**) Этому курсу предшествовала некоторая «репетиция» в виде 
цикла докладов, прочитанного автором весной 1954 г. на семинаре 
А. А. Ляпунова. 

***) А именно, они составили §§ 1—9 и первые два пункта § 10. 
Остальная часть книги также в значительной степени написана 
по материалам курсов и семинаров автора на Механико-математн- 
ческом факультете. Так, в § 14 излагается основное содержание 
курса «Вычислимые функции и машины Тьюринга», прочитанного 
в 1957/58 учебном году. Материал § 12 содержался в курсе «Избран¬ 
ные приложении теории алгоритмов», прочитанном в 1958/59 учеб¬ 
ном году, а материал п. 3 § 10 и пп. 1 и 2 § 13 был рассказан в том же 
учебном году на семинаре по теории алгоритмов. Содержание _пп. 1—2 
§11 и п. 3 § 13 наложено в диссертации автора [1955] и частично 
в его заметках [1953, 1955а, 1956]. 
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непосредственное влияние на содержание курса «Рекур¬ 
сивные функции», а следовательно, и на содержание этой 
книги. Именно А. Н. Колмогоров предложил автору зани¬ 
маться вычислимыми функциями, а впоследствии пригла¬ 
сил соруководить семинаром по рекурсивной арифметике 
(Механико-математический факультет, 1953/54 уч. г.); на 
этом семинаре и выработались концепции, легшие в основу 
курса «Рекурсивные функции». На лекциях П. С. Нови¬ 
кова по математической логике (Механико-математический 
факультет, 1951/52 уч. г.) автор узнал много ранее "неизве¬ 
стных ему фактов (они составили содержание первых двух 
пунктов § 10). На этих же лекциях, а также на лекциях 
П. С. Новикова по дескриптивной теории множеств (Меха¬ 
нико-математический факультет, 1949/50 уч. г.) автор 
учился той «геометричности» изложения, которую по¬ 
пытался использовать в своем курсе и этой книге. 


Книга разделена на четырнадцать параграфов; каждый 
параграф, кроме первого, разбит на пункты. 

§§ 1—3 носят вводный характер. В § 1 кратко обсу¬ 
ждаются понятие вычислимости и сопутствующие ему поня¬ 
тия перечислимости и разрешимости (все эти понятия 
являются интуитивными, что обуславливает «нестрогий» 
характер изложения, отличающий § 1 по стилю от всех 
других параграфов; формально говоря, этот параграф 
может быть опущен без ущерба для понимания подавляю¬ 
щей части дальнейшего). В §§ 2 и 3 приводятся некоторые 
простейшие понятия и термины теории множеств и функ¬ 
ций и математической логики, удобные для того, чтобы 
па их основе вести дальнейшее изложение; впрочем, 
пн. 1—3 § 3 могут рассматриваться и как имеющие само¬ 
стоятельное значение в качестве элементарного введения 
в логику высказываний и предикатов. (Читатель, знакомый 
в основном с содержанием §§ 2 и 3, может после § 1 сразу 
перейти к § 4, возвращаяй. к пропущенным параграфам 
в случае необходимости.) 

В §§ 4—9 систематически излагаются основы теории 
частично-рекурсивных функций и рекурсивно-перечисли¬ 
мых множеств. Материал этих параграфов может считаться 
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достаточно хорошо известным; подавляющую часть его 
можно найти в прямом или косвенном виде в упомянутых 
монографиях Р. Петер и С. К. Клини. (Поэтому отсутст¬ 
вие — за редкими исключениями — при теоремах этих 
параграфов каких-либо ссылок не должно означать, что 
автор приписывает эти теоремы себе.) 

§ 10 содержит несколько менее известные понятия 
и результаты, разработанные в основном Э. Л. Постом 
и П. С. Новиковым. Эти понятия и результаты иллюстри¬ 
руют глубокую аналогию между теорией вычислимых 
функций и перечислимых множеств и дескриптивной тео¬ 
рией множеств. 

В § И вводится понятие нумерации. На основе этого 
понятия изучаются операции над частично-рекурсивными 
функциями и рекурсивно-перечислимыми множествами и 
различные способы задания этих функций и множеств их 
«именами»— номерами в некоторых нумерациях. Материал 
этого параграфа рассматривается автором в значитель¬ 
ной степени как оригинальный. 

В §§ 12—14 делается попытка приложить развитую 
в предыдущих параграфах теорию к некоторым разделам 
математики и логики: в § 12 — к теории действительных 
чисел, в § 13 — к теории определений и в § 14 — к теории 
вычислительных машин. Излагаемое в § 12 понятие вычис¬ 
лимого действительного числа известно, пожалуй, столь же 
давно, как и понятие вычислимой функции; однако рас¬ 
смотрение — на основе понятия нумерации — различных 
систем обозначений вычислимых действительных чисел 
(п. 4) представляется автору новым. В § 13 разрабаты¬ 
вается довольно очевидная идея использовать понятие 
вычислимой функции для конструктивизации негативных 
определений. Автор не встречал в литературе многих 
определений и теорем § 14; тем не менее § 14 может пре¬ 
тендовать разве что на методическую новизну, поскольку 
его результаты слишком очевидны для всякого, кто 
имеет достаточный опыт обращения с рекурсивными 
функциями и машинами Тьюринга. 

Поскольку § 14 может представлять специфический 
интерес для определенной категории читателей, уместно 
сообщить, что он не зависит по существу от §§ 8—13, 
так что к его чтению можно приступить сразу после § 7. 
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Более подробные сведения о содержании того или иного 
параграфа можно найти из помещенного перед каждым 
параграфом (кроме § 1) краткого обзора его содержания. 


В книге принята следующая система нумерации и ссы¬ 
лок. Рисунки нумеруются сплошь в пределах всей книги; 
теоремы и таблицы — в пределах каждого параграфа; 
леммы, примеры и формулы — в пределах каждого пункта. 
В ссылке на теоремы другого параграфа обязательно 
указывается номер этого другого параграфа. В ссылках 
на теоремы того же параграфа номер параграфа опу¬ 
скается. Аналогичным образом делаются ссылки на леммы, 
примеры и т. п. 

Например, если в п. 3 § 15 написано: «См. тео¬ 
ремы 1, 2, 3 из § 4 и примеры 5, 6 из и. 2 и 7 из 
п. 8 § 9», то это означает: «См. теорему 1 из § 15, тео¬ 
рему 2 из § 15, теорему 3 из § 4, пример 5 из п. 3 § 15, 
пример 6 из п. 2 § 15 и пример 7 из п. 8 § 9». 

У читателя предполагается знакомство с простейшими 
понятиями и фактами, а также символикой теории мно¬ 
жеств и функций (в объеме, например, главы первой 
книги П. С. Александрова [1948] или главы I книги 
А. Н. Колмогорова и С. В. Фомина [1954]). Для полного 
понимания § 12 требуется некоторое знакомство с элемен¬ 
тами математического анализа. 

Читателя не должны удивлять многочисленные пере¬ 
формулировки, часто совершенно тривиальные. Автор 
считал полезными такие переформулировки, Так как они 
помогают лучше уяснить суть дела и, кроме того, служат 
удобным источником ссылок. 

Следует также отметить, что терминология в области 
теории вычислимых функций в ряде случаев — а в области 
приложений теории вычислимых функций почти во всех 
случаях — еще не устоялась и потому многие используе¬ 
мые ниже термины (особенно в §§ 11—14) надо рассматри¬ 
вать просто как рабочие варианты. 
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При написании настоящей книги очень большую помощь 
оказал автору Юрий Александрович ШихановиЧ; без его 
помощи эта книга, вероятно, не была бы написана. В основу 
книги легли записи некоторых курсов и докладов автора, 
сделанные Ю. А. Шихановичем и значительно им же 
обработанные; многие окончательные формулировки и 
композиционные решения ' явились результатом совмест¬ 
ного с ним обсуждения. В качестве редактора данной 
книги Ю. А. своею требовательностью и настойчивостью 
значительно способствовал ее улучшению. Автор приносит 
Юрию Александровичу свою глубокую благодарность. 


31 января 1960 года 


В. Успенский 
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Вычислимая функция — это такая функция, для кото¬ 
рой существует вычисляющий ее значения алгоритм. 
В этой фразе, конечно, много неясностей. Частично они 
будут разъяснены на протяжении этого параграфа. Пока 
что заметим лишь, что понятие вычислимой функции све¬ 
дено этой фразой к двум основным понятиям — понятию 
функции и понятию алгоритма. 

Понятие функции мы предполагаем известным чита¬ 
телю. Напомним,-что, говоря о функции, говорят обычно 
о законе, согласно которому некоторым объектам (назы¬ 
ваемым значениями аргумента) ставятся в соответствие 
некоторые другие объекты (называемые значениями функ¬ 
ции). Никаких ограничений на характер закона соответ¬ 
ствия при этом не накладывается. Этот закон может быть 
каким угодно, в том числе и таким, который не дает реаль¬ 
ной возможности находить по значению аргумента соот¬ 
ветствующее значение функции. Введем, например, сле¬ 
дующую функцию /: 

1, если в десятичном разложении числа л 
имеется п нулей подряд; 

О в противном случае. 

Так описанную функцию / мы считаем заданной, хотя 
(насколько известно автору) современное состояние наших 
знаний не дает способа вычислять значения этой функции 
Для любых п. Быть может, такой способ существует, и мы 
просто еще не нашли его; быть может, такого способа и не 
существует вовсе. (Забегая несколько вперед, отметим, 
что для вычислимых функций подобный способ всегда 
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существует — это и выделяет вычислимые функции среди 
всех функций.) 

С понятием алгоритма читатель, несомненно, сталки¬ 
вался достаточно часто (хотя, бытъ может, и не отдавал 
себе в этом отчета). Математика переполнена примерами 
алгоритмов не в меньшей степени, чем примерами функ¬ 
ций. Однако само слово «алгоритм» не приобрело, по-види¬ 
мому, такой же привычности и такой же «терминологич¬ 
ности», как слово «функция» (вне теории алгоритмов оно 
устойчиво встречается, пожалуй, лишь в словосочетании 
«алгоритм Эвклида»). Что же понимают под термином 
«алгоритм» или, как его часто пишут и произносят, «алго¬ 
рифм» в математике? «В математике принято понимать под 
«алгорифмом» точное предписание, определяющее вычис¬ 
лительный процесс, ведущий от варьируемых исходных 
данных к искомому результату» (А. А. Марков [1954], 
стр. 3). Это, разумеется, не определение в обычном для 
математики смысле этого слова, а скорее описание. Общему 
понятию алгоритма вряд ли возможно дать точное мате¬ 
матическое определение. Это понятие, вероятно, не сво¬ 
дится к более простым понятиям *), его целесообразно, 
по-видимому, считать неопределяемым (такое положение 
обуславливает, конечно, известную расплывчатость поня¬ 
тия алгоритма, его интуитивный характер).. Понятие 
алгоритма абстрагируется непосредственно из опыта и 
может быть усвоено лишь на примерах. Классическим 
примером алгоритма является знаменитый алгоритм 
Эвклида для нахождения наибольшего общего делителя 
двух положительных целых чисел. Этот пример — отнюдь 
не самый простой и широко известен лишь потому, что 
здесь явно употреблено слово «алгоритм». Гораздо проще, 
например, алгоритм сложения чисел столбиком и другие 
алгоритмы арифметических действий, которым учат 
в начальной школе (заметим, что в средневековой Европе 
алгоритмом как раз и называлась современная школьная 
арифметика, т. е. десятичная позиционная система счисле¬ 
ния и искусство счета в ней). «Уметь складывать» или 

*) Это обстоятельство не должно слишком сильно смущать 
читателя: ведь аналогичным образом, по существу, обстоит дело 
со всеми первоначальными математическими понятиями (такими, 
как «множество», «соответствие», «натуральное число» и т. п.). 



4} ВВЕДЕНИЕ' 17 

«уметь умножать» и означает знать некоторые алгоритмы. 
Уже эти простые примеры показывают, что алгоритмы 
встречаются в математике (и «теоретической», и «бытовой») 
на каждом шагу и что умение решать задачу «в общем виде» 
всегда означает, по существу, владение некоторым алго¬ 
ритмом. За более интересными и неожиданными примерами 
алгоритмов мы отсылаем читателя к популярной книге 
Б. А. Трахтенброта [1957]. 

Для каждого алгоритма существует некоторая сово¬ 
купность возможных исходных данных — объектов, к 
которым имеет смысл применять рассматриваемый 
алгоритм. Так, для алгоритма Эвклида такой совокуп¬ 
ностью служит совокупность всех пар положительных 
целых чисел. Если процесс применения алгоритма к какому- 
либо объекту заканчивается с выдачей результата, то 
говорят, что он применйм к этому объекту. Алгоритм вовсе 
не обязан быть применимым к любому объекту из соот¬ 
ветствующей совокупности возможных исходных данных. 
Более того, применяя алгоритм к какому-либо объекту 
из совокупности возможных исходных данных, мы, вообще 
говоря, не знаем наперед, получим ли мы результат, т. е. 
окажется ли алгоритм применимым к взятому объекту. 
(Здесь уместно отметить, что можно построить такой алго¬ 
ритм, для которого не существует никакого алгоритма, 
который распознавал бы по произвольному возможному 
исходному данному первого алгоритма, применим к нему 
первый алгоритм или нет.) Таким образом, для каждого 
алгоритма в множестве всех возможных исходных данных 
этого алгоритма выделяется область применимости алго¬ 
ритма. 

Каждый алгоритм задает функцию, определенную на 
его области применимости и ставящую в соответствие 
каждому элементу этой области результат применения 
к нему алгоритма. Вычислимой и называется всякая функ¬ 
ция, которая может быть задана — в только что разъяс¬ 
ненном смысле — каким-либо алгоритмом. Мы уточнили, 
таким образом, то сведение* понятия вычислимой функции 
к понятию алгоритма, которое содержится в первой фразе 
настоящего параграфа. Чтобы получить окончательное 
уточнение понятия вычислимой функции, достаточно, 
очевидно, уточнить понятие алгоритма. г 

^ В. А. Успенский 
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Существует целый ряд уточнений понятия алгоритма *). 
Каждое из этих уточнений описывает, по существу, неко¬ 
торый конкретный класс алгоритмов, претендующий на 
достаточную полноту в том смысле, что любой вообще 
алгоритм может быть заменен алгоритмом из этого кон¬ 
кретного класса, приводящим к тем же результатам 
(предполагается, что исходные данные и результаты заме¬ 
няемого алгоритма входят в:число допускаемых, данным 
уточнением исходных данных и результатов). Эта «пол¬ 
нота», разумеется, не может быть математически доказана, 
а представляет собой —. для каждого уточнения — есте¬ 
ственнонаучный факт, или гипотезу. Впрочем, все извест¬ 
ные уточнения понятия алгоритма оказываются экви¬ 
валентными друг другу в некотором разумном смысле 
.(эта эквивалентность уже может быть точно определена 
и доказана). 

Все существующие уточнения понятия «алгоритм» 
исходят из следующих общих представлений (или легко 
могут быть к ним сведены). 

Алгоритмический процесс — процесс применения алго¬ 
ритма к какому-либо объекту — расчленяется на отдель¬ 
ные, достаточно элементарные шаги. Каждый шаг состоит 
в смене одного состояния процесса другим (исходное дан¬ 
ное и служит начальным состоянием). Переход от какого- 
либо состояния к непосредственно следующему происходит 
на основе так называемых правил непосредственной перера¬ 
ботки, предполагаемых достаточно элементарными. Неко¬ 
торые состояния опознаются как заключительн ы е (на 
основе достаточно элементарных правил окончания), и из 
них извлекается окончательный результат (также на 
основе достаточно элементарных правил). При применении 
алгоритма к какому-либо объекту возможны три пути 
протекания алгоритмического процесса: 1) каждое состоя¬ 
ние сменяется следующим, и процесс никогда не остана¬ 
вливается; 2) на некотором шаге возникает состояние, 
К которому не применимы ни правила непосредственной 
переработки, ни иравцла окончания, и происходит без- 


*) Краткий обзор основных уточнений понятий алгоритма и 
вычислимой функции можно найти в $ 1 статьи А. И. Колмогорова 
и В. А. Успенского [1958]. 
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^-результатная остановка; 3) на некотором шаге возникает 
состояние, опознаваемое как заключительное, и происхо¬ 
дит результативная остановка, сопровождающаяся Полу¬ 
чением окончательного результата. Алгоритм, следова¬ 
тельно, применим лишь к тем объектам, для которых 
алгоритмический процесс развивается по третьему пути. 

Не все объекты, встречающиеся в математике, могут 
служить исходными данными, результатами или проме¬ 
жуточными данными алгоритма. Бессмысленно, например, 
говорить об алгоритме, применяемом, как к исходному 
данному, к какому-либо бесконечному множеству. Уча¬ 
ствовать в алгоритмических процессах могут лишь так 
называемые конструктивные объекты — натуральные и 
рациональные числа, полиномы с натуральными или 
рациональными коэффициентами, матрицы с натураль¬ 
ными или рациональными элементами, слова в некотором 
алфавите *) нт. д. Грубо говоря, конструктивный объект — 
это такой объект, который может быть построен весь 
целиком и предъявлен нам для рассмотрения. При та¬ 
ком понимании широко применяется так называемая 
абстракция потенциальной осущест¬ 
вимости, состоящая, по А. А. Маркову •{[1954], 
стр.. 15), «в отвлечении от реальных границ наших кон¬ 
структивных возможностей, обусловленных ограничен¬ 
ностью нашей жизни в пространстве и во времени», и поз¬ 
воляющая рассуждать о сколь угодно больших натураль¬ 
ных числах, сколь угодно длинных словах и, вообще, 
сколь угодно больших и сложных (но конечных!) кон¬ 
структивных объектах. Дать понятию конструктивного 
объекта формальное определение едва ли возможно. Это 
понятие, подобно понятию алгоритма, целесообразно, 
по-видимому, считать первичным. 

Поскольку возможными исходными данными и резуль¬ 
татами алгоритма могут быть лишь конструктивные 
объекты, то лишь конструктивные объекты могут быть 
аргументами и значениями вычислимой функции. Сфор- 

*) Всякий конечный набор знаков называется алфавитом, 
входящие в него знаки — буквами этого алфавита, а конечная после¬ 
довательность написанных друг за другом букв какого-либо алфа¬ 
вита называется еловом в атом алфавите; подробнее см. главу I 
монографии А. А. Маркова 11954]. 


2* 
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мулированное на стр. 17 определение вычислимой функ¬ 
ции мы можем теперь переформулировать следую¬ 
щим образом. Пусть даны две совокупности конструк¬ 
тивных объектов: X. и У. Функция /, для которой все 
значения аргумента принадлежат к X, а все значения 
функции — к У, называется вычислимой, если- сущест¬ 
вует алгоритм, область применимости которого совпадает 
с областью определения функции /, и для любого х из 
этой области результат применения алгоритма к х совпа¬ 
дает с /(ж). Подчеркнем, что мы вовсе не требуем, чтобы 
вычислимая функция была всюду определена (на всем X). 
Более того: мы не требуем, чтобы мы умели различать, 
какие значения аргумента принадлежат к области опре¬ 
деления функции, а какие — нет. Мы требуем лишь, 
чтобы существовал алгоритм вычисления ее значений, 
который, будучи применен к значению аргумента, при¬ 
надлежащему к области определения функции, через 
какое-то число шагов, заранее, вообще говоря, не извест¬ 
ное и ничем не ограниченное, вычислит нам значение 
функции. Если же на исследуемом значении аргумента 
функция не определена, то мыничего от алгоритма вычисле¬ 
ния значений функции, примененного к этому значению 
аргумента, не требуем, кроме того, чтобы он не приводил 
к заведомо неверному' в этом случае результату. Быть 
может, процесс применения алгоритма в этом случае 
остановится, не дав результата. Тогда мы узнаем, что 
функция была не определена на исследуемом значении 
аргумента. Но, быть может, алгоритм будет работать 
бесконечно и мы никогда не узнаем, то ли мы еще не про¬ 
делали достаточного числа шагов работы алгоритма для 
вычисления искомого значения функции, то ли функция 
на исследуемом значении аргумента не определена. 

На основе понятия вычислимой функции определяется 
в свою очередь ряд важных понятий, прежде всего — 
понятия разрешимого множества и перечислимого мно¬ 
жества. 

Множество (расположенное в некоторой объемлющей 
совокупности конструктивных объектов) называется раз¬ 
решимым (относительно этой совокупности), если суще¬ 
ствует. алгоритм, распознающий принадлежность произ¬ 
вольного элемента объемлющей совокупности к этому 
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множеству. Иными словами, множество раарѳшимо тогда 
и только тогда, когда его характеристическая функция 
(т. ѳ. функция, определенная на объемлющей совокуп¬ 
ности и принимающая значение 1 для объектов, принадле¬ 
жащих рассматриваемому множеству, и 0 для остальных 
объектов) вычислима. 

Множество называется перечислимым , если оно есть 
множество значений какой-нибудь вычислимой функции, 
определенной на всем натуральном ряду (так что элементы 
перечислимого множества неизбежно являются конструк¬ 
тивными объектами). Коль скоро перечислимое множество 
есть множество значений вычислимой функции /, опреде¬ 
ленной на натуральном ряду, то функция / позволяет 
последовательно, один за другим (быть может, с повторе¬ 
ниями), получать или, как говорят, порождать элементы 
этого множества. Таким образом, каждое перечислимое 
множество является эффективно порождаемым в том 
смысле, что для него существует эффективный (т. е. под¬ 
чиняющийся точным и общепонятным правилам) процесс, 
порождающий его элементы. Процесс порождения эле¬ 
ментов посредством последовательного вычисления значе¬ 
ний определенной на натуральном ряду вычислимой 
функции есть, конечно, весьма специальный вид аффектив¬ 
ного порождающего процесса. Мыслимы' более общие 
и более сложные процессы (например, эффективным 
порождающим процессом является формальный вывод 
следствий из данных посылок). Можно думать поэтому, 
что понятие эффективно порождаемого множества шире 
понятия перечислимого множества. Однако при разумном 
уточнении понятия «эффективный порождающий процесс» 
оказывается, что всякое непустое эффективно порождае¬ 
мое множество перечислимо. Поскольку пустое мно¬ 
жество, очевидно, эффективно порождаемо (можно указать 
процесс, который ничего не породит), то, чтобы не нару¬ 
шать равнообъемности понятий эффективной порождае¬ 
мое™ и перечислимостй, пустое множество 
также относят к числу перечислимых. 

Графиком функции у=/(ж) называют совокупность 
таких пар <а, Ь>, для которых /(а)=Ь. Посредством 
интуитивных рассмотрений можно обосновать следующее 
утверждение, формальный аналог которого будет доказан 
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в § 6 (теорема 3): функция тогда и только тогда вычислима. 
Когда ее график есть перечислимое множество. Вследствие 
этого мы получаем возможность определить понятие 
вычислимой функции через понятие перечислимого мно¬ 
жества, назвав вычислимыми функции, обладающие пере¬ 
числимыми графиками. Поскольку понятие перечислимого 
множества может быть определено независимо от понятия 
алгоритма — через уточненное понятие эффективного 
порождающего процесса, то мы получаем новую возмож¬ 
ность для уточнения понятия вычислимой функции (воз¬ 
можность, не зависящую от каких бы то ни было уточне¬ 
ний понятия алгоритма). Небезынтересно отметить, что 
именно па этом пути и были получены первые уточнения 
понятия вычислимой функции*). 

Возможеп и третий путь уточнения понятия вычисли¬ 
мой функции, который мы и изберем в этих «Лекциях». 

Заметим прежде всего, что можно ограничиться функ¬ 
циями, аргументы и значения которых суть натуральные 
числа. Дело в том, что для любой из естественно возни¬ 
кающих совокупностей конструктивных объектов — таких, 
как совокупность всех матриц с натуральными элементами 
или совокупность всех слов в заданном алфавите и т. п.— 
можно указать алгоритм взаимно-однозначной нумерации 
этой совокупности, т. е. алгоритм, который каждому 
натуральному числу ставит в соответствие некоторый 
объект из этой совокупности, причем разным числам — 
разные объекты (из существования такого алгоритма 
можно вывести существование и обратного алгоритма, 
дающего по объекту совокупности его номер, т. е. число, 

*) Эти первые уточнепия были предложены — для случая 
всюду определенных функций с натуральными аргументами и зна¬ 
чениями— А. Чёрчем [1936]. Ранее К. Гёдель [1934] определил 
обще-рекурсивную фупкцию, как всюду определенную функцию, эле¬ 
менты графика которой порождаются некоторым процессом спе¬ 
циального вида. В своей статье [1936] А. Чёрч ввел другой вид 
порождающего процесса, установил (с указанием, что этот результат 
получен также С. К. Клини), что определяемые этим процессом 
всюду определенные фупкции — названные им тогда Х-определи- 
мыми — совпадают с обще-рекурсивными, и предложил отождест¬ 
вить понятие вычислимой всюду определенной функции с натураль¬ 
ными аргументами и значепиями с понятием обще-рекурсивной 
(или /.-определимой) фупкции. (Впоследствии термин «/.-определи¬ 
мая» стал применяться не только к всюду определенным функциям. 
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которому этот объект поставлен в соответствие). Тогда 
вычислимой фупкции, перерабатывающей объекты в 
объекты, будет соответствовать вычислимая функция, пере¬ 
рабатывающая номера этих объектов в номера же, причем 
по последней функции легко восстановить первую. (По тем 
же причинам для уточнения понятий перечислимого и раз¬ 
решимого множества достаточно рассматривать лишь мно¬ 
жества натуральных чисел.) В настоящей книге мы и огра¬ 
ничимся функциями с натуральными аргументами и зна¬ 
чениями. 

Выбранный нами «третий» путь уточнения понятия 
вычислимой функции будет состоять в следующем. Мы 
опишем (независимо от понятий алгоритма и эффективного 
порождающего процесса) некоторые классы функций и 
множеств, которые и объявим потом уточпепиями понятий 
вычислимой функции, перечислимого множества и разре¬ 
шимого множества. Именно, мы определим так называемые 
частично-рекурсивные функции, рекурсивно-перечисли¬ 
мые множества и обще-рекурсивные множества и отождест¬ 
вим первые с вычислимыми функциями, обладающими 
натуральными аргументами и значепиями, вторые — с 
перечислимыми множествами натуральных чисел, третьи— 
с разрешимыми множествами натуральных чисел. В одну 
сторону такое отождествление будет интуитивно очевидно 
(именно, будет интуитивно очевидно, что всякая частично¬ 
рекурсивная фупкция вычислима, всякое рекурсивно- 
перечислимое множество перечислимо и всякое обще¬ 
рекурсивное множество разрешимо), в другую — будет 
представлять собой подтверждаемую опытом естественно¬ 
научную гипотезу. 

Термин «вычислимая функция» может употребляться, 
таким образом, в двух смысловых оттенках: во-первых, 
для обозначения некоторого точного понятия, воз¬ 
никающего на основе того или иного уточнения, во-вторых, 
для обозначения несколько расплывчатого 
понятия, возникающего на основе интуитивных предста¬ 
влений. В тех случаях, когда мы будем иметь в виду второй 
из указанных оттенков и будем хотеть это подчеркнуть, 
мы будем говорить о функциях, вычислимых в интуитивном 
смысле, или, короче, об интуитивно-вычислимых функциях. 



§ 2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ 
МНОЖЕСТВ И ФУНКЦИЙ 

Как уже отмечалось в «Предисловии», у читатели пред¬ 
полагается знакомство с простейшими понятиями теории 
множеств и функций. В этом параграфе приводятся неко¬ 
торые дополнительные, хотя и весьма элементарные, све¬ 
дения о множествах и функциях, постоянно используе¬ 
мые в дальнейшем. Без свободного владения материалом 
настоящего параграфа чтение последующих параграфов 
будет затруднительным. 

1. МНОЖЕСТВА 

При рассмотрении какого-либо множества часто при¬ 
ходится иметь дело не только с его элементами, взятыми 
в отдельности, но и с упорядоченными нарами его эле¬ 
ментов. При этом допускается, что первый н второй члены 
пары совпадают. Так, 

и/ 2 , 1 / 2 ), ( 10 , 11) , <11, 10 ) 

суть примеры различных упорядоченных нар, составлен¬ 
ных из действительных чисел. 

Подобно этому, часто приходится вводить в рассмотре¬ 
ние упорядоченные тройки, упорядоченные четверки,..., 
упорядочепные п-ки, ... элементов данпого множества 
(по-прежнему допуская совпадение отдельных членов). 
Так, 

(8, 8, 8, 8, 8), (1, 2, 3, 4, 5), 

( 6 , 6 , 10 , 1 , 10 ), < 10 , 1 , 10 , 6 , 6 ) 

суть примеры различных упорядоченных пятерок, соста¬ 
вленных из элементов натурального ряда. 
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Понятия упорядоченной нары, упорядоченной тройки 
п вообще упорядоченной п-ки (для любого натурального п) 
вряд ли могут быть определены через более простые 
понятия. Обобщая эти понятия, мы приходим к понятию 
упорядоченного набора элементов данного множества. 
Упорядоченный набор элементов какого-либо множества 
называется в разных областях математики по-разному: 
в комбинаторике — размещением с повторениями, в 
алгебре — вектором, в теории вероятностей — выборкой 
при выборе с возвращением, в абстрактной теории мно¬ 
жеств — кортежем. Мы будем употреблять этот послед¬ 
ний термин. Кортеж, составленный из элементов множе¬ 
ства А/, называется короче кортежем над М. Кортеж 
над А/, составленный из элементов х 1 ,х 2 ,...,:с,, взятых 
именно в этом порядке, будем обозначать 

(^ 1 , • 1 

и говорить, что і-тая координата, или компонента, этого 
кортежа есть х ѵ 

Длиной кортежа ..., и\) называется число в 

его координат. Наряду с кортежами длины 2, 3, 4 и т. д. 
мы будем говорить о кортежах {х) длины 1 и о пустом 
кортеже ( }. Пустой кортеж будем обозначать через Л *) 

н припишем ему длину 0. Кортежи длипы 2 — упорядо¬ 
ченные пары — мы часто будем называть просто парами, 
кортежи длины 3 — упорядоченные тройки — нросто|трой- 
ками и т. д. 

Из множества А/ образуются степени множества А/: 
множество А/ 2 кортежей (над М) длины 2, множество М 3 
кортежей длины 3 и вообще множество М 8 кортежей 
длины 6-. Мы будем также говорить о первой степепи М 1 
множества А/, понимая под А/ 1 множество кортежей 
длины 1, и о пулевой степени М° множества А/, называя 
так множество, состоящее из одного элемента — пустого 
кортежа А. Следовательно, М° = {Л}. 

Множество всевозможцых кортежей над М обозначим 
через М°°. Значит, по определению А/“ = М 3 = 

зел’ 

= А/ 0 у А/ 1 и Л/ 2 у М 3 у .... Через Л' мы здесь обозначили, 

*) Мы применяем, таким образом, для обозначения пустого 
кортежа тот же символ, которым обычно — в том числе и в данной 
книге — обозначается пустое множество. 
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как это видно, множество 0, 1, 2, 3, ... Это обозначение 
мы фиксируем и сохраним до конца книги. Множество 
7Ѵ = {0, 1,2,3,...} будет играть в дальнейшем основную роль. 
По принятому в теории вычислимых функций обыкновению 
мы будем элементы множества N называть натуральными 
числами (а само множество N — натуральным рядом), 
относя, таким образом, 0 к натуральным числам. Слово 
«натуральные», мы, впрочем, будем чаще всего опускать, 
понимая всюду, где противное не оговорено, под числами 
именно элементы множества N. 

Пусть мы имеем два множества М х и М 2 . Внешним произ¬ 
ведением [М х , М 2 ] множеств М х и М 2 называется мно¬ 
жество, состоящее из всевозможных пар (ж, у), где 
х^М х , у$М 2 . Аналогично определяется внешнее произ¬ 
ведение трех, четырех и т. д. сомножителей. Например, 
[М ѵ М 2 , А/ 3 ]—множество, состоящее из всевозможных 
троек (ж, у , т), где х$М х , у^М 2 , г$М 3 . Согласно этому 
определению, А/ 2 = [А/, АЛ, М 3 = [А/, М, М] и т. д. 
Отметим, что [ [М х , Л/Д, М 3 ] Ф \.М Х , [М 2 , М 3 ] ] 
и, вообще говоря, \М Х , М 2 ]ф [М 2 , АІД — внешнее произ¬ 
ведение не ассоциативпо и не коммутативно. В частности, 
[А/ 2 , АЛ = [[Л/, АЛ,А/] Ф [М,[М, АЛ] - [М, А/ 2 ]. 

Заметим, что внешнее произведение множеств А М к 
и 5 с А/ 8 не является подмножеством множества М к * 3 . 
Действительно, элементы внешпего произведения мно¬ 
жеств А и В суть не кортежи над М длины а пары; 
первый член каждой такой пары — кортеж длины к, 
второй член — кортеж длины 5. 

Однако нам нужна операция, позволяющая от подмно¬ 
жеств множеств М к и АР переходить к подмножествам 
множества М к * 3 . Такой операцией является геометриче¬ 
ское произведение. Геометрическим произведением двух 
кортежей {х ѵ ..., х к ) и (у х , ..., у 3 ) назовем кортеж 
(ж х , ..., х к , у 1 , ..., у 3 ). Геометрическим произведением 
М х ХМ 2 двух множеств М г и М 2 кортежей назовем сово¬ 
купность всевозможных попарных геометрических произ¬ 
ведений кортежей из М х на кортежи из М 2 . Теперь уже 
если М х с^М к , М 2 САЛ, то М х хМ 2 ^М к * 3 (для к=і и 
5=1 см. рис. 1). Геометрическое произведение не комму¬ 
тативно, но ассоциативно: вообще говоря, М х хМ 2 Ф М 2 Х 
X М и но (М х X М 2 ) X М Ъ =М Х X (М 2 X М а ). 
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Говоря о множестве М 3 (при каком-нибудь фиксиро¬ 
ванном в), удобно применять геометрический язык, полу¬ 
ченный по аналогии с языком, применяемым к обычному 
двумерному или трехмерному пространству. Множество М 3 
мы будем называть пространством , его элементы — 
точками ; о подмножестве Ес~М 3 мы будем говорить как 
о множестве, лежащем или расположенном в М 3 или, 
короче, множестве в М 3 . Множества, расположенные в М 3 , 
мы будем называть я-мерными ; двумерные множества мы 
будем называть также плоскими, 
одномерные — линейными. Эле¬ 
мент х множества М мы часто 
будем отождествлять с точкой 
(. х) пространства М 1 . Далее, 
прямой, параллельной і - й оси, 
будем называть множество всех 
таких элементов из М 3 , у ко¬ 
торых все координаты, кроме 
г-й, фиксированы, а г-я коорди¬ 
ната пробегает все множество М. 

Множество Ь в М ѣ называется 
униформным вдоль г-й оси, если 
каждая прямая, параллельная 
г-й оси, пересекает его не более чем в одной точке, 
т. е.—другими словами — в Ь не должно быть таких 
двух точек, у которых все координаты, кроме г-й, 
одинаковы, а г-е координаты различны. В частности, пустое 
множество тривиальным образом униформно вдоль лю¬ 
бой оси. 

Цилиндром в М 3 , восставленным из множества Ь, лежа- 
щеговМ 3 ' 9 , вдоль осей с номерами і г , г 2 , ..., г' ч (1 < г 1 <г 2 <... 
...<г д <$), называется множество всех таких кортежей 
а = х в ) из М 3 , для которых кортеж (у г , у 2 , ..., у в _ ч ), 

получающийся из кортежа а выбрасыванием координат 
с номерами г\, г 2 , ..., і , лежит в Г,. Цилиндр вдоль крайних 
осей может быть определен более коротко при помощи 
геометрического произведения. Например, цилиндр в М 3 , 
восставленный из множества Ь СМ 1 ’ 1 вдоль осей с 
номерами 1, 2, ..., д, равен просто МХМХ ... ХМХЬ 

<7 сомножителей 

(см. на рис. 2, а цилиндр в ІѴ 2 , восставленный из 
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некоторого іс: А вдоль второй оси, и на рис. 2, б цилиндр 
в А 2 , восставленный из того же множества вдоль первой оси). 

Проекцией кортежа ж 2 , ж 3 ) на оси с номерами 

і ѵ і 2 , ..., і (1 (1 < г\ < і 2 < ... < і ч <$) *) называется кортеж 



Рис. 2. 


(Яці х І2 , ■ Хі ). Проекцию кортежа а на оси с номерами 

г і> і ч будем обозначать пр іл .Очевидно, что если 

а — кортеж над М, то при вся¬ 
ком ц прц . і да ^ д/0; в част¬ 

ности, при < 7=0 проекцией лю¬ 
бого кортежа над М на «пустое 
множество 'осей» является пу¬ 
стой кортеж А аМ°. Проекцией 
множества іс М в на оси с номе¬ 
рами < 2 , *.., Іц (і ^ ^ 1 <С ^ 2 "^ * * * 
...<г' ч <$) *) называется сово- 
х купность проекций на эти оси 
всех элементов множества Ь. 
Проекцию множества Ь на оси 
с номерами і 1? г’ будем обо¬ 
значать іфі!. і Ь. Очевидно,что пр< ь ,..,і о ІсМІ На 

рис. 3 показано множество Ь и его проекция на первую ось. 



*) Точнее было бы, быть может, говорить о проекции на гипер¬ 
плоскость, натянутую на оси с номерами <,, ; 2 , ..., 
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Цилиндр в М 8 , восставленный из множества ІСМ И 
вдоль осей с номерами і 2 , і (1 <і 1 <і 2 <*”<* в <*)» 
есть не что иное, как совокупность всех кортежей из М\ 
проекции которых на остальные в —д осей принадлежат 
множеству Ь. 

2. ФУНКЦИИ 

Пусть мы имеем два множества: X и У. Функцию, 
определенную на каком-либо подмножестве Х х С X, со зна¬ 
чениями из У (т. е. отображение множества Х г в У) будем 
называть функцией типа X —> У или функцией, определен¬ 
ной в множестве X (короче — функцией в X), со значе¬ 
ниями из множества У. Множество Х х называется обла¬ 
стью определения функции; если х^Х^, то говорят, что 
функция определена для х (на х,вх); если х ^ Х г , то говорят, 
что функция пе определена для х (на х, в х). Если Х 1 =Х, 
мы будем называть такую функцию типа X —> У всюду 
определенной и говорить, что функция определена на 
множестве X. Мы разрешаем рассматривать также тот 
случай, когда Хі — пустое множество, т. е. нигде не опре¬ 
деленную функцию , не принимающую фактически ни 
одного значения. 

Функции типа X 3 —> У мы будем часто называть з-мест- 
ными функциями типа X —>У. В частпости, функции типа 
Х° —У мы будем называть нульместными функциями типа 
X —> У. Заметим, что любая всюду определенная нульмест- 
ная функция типа X—>У определена на Х° = {Л}, т. е. 
только для одного элемента — пустого кортежа. Как и в 
общем случае, мы будем говорить о нигде не определенной 
з-местной функции (в частности, о нигде не определенной 
нулъместной функции). Если нульместная функция не 
является всюду определенной, то она является нигде 
не определенной. Между всюду определенными нульмест¬ 
ными функциями типа X —> У и элементами множества У 
существует естественное взаимно-одпозцачное соответст¬ 
вие (а именпо, элементу у ^ У соответствует та нульместная 
функция, значением которой служит у). 

Мы будем всюду различать функцию как соответствие 
и ее значение как элемент множества У, обозначая первую, 
например, через /, а ее значепие в точке х через /(ж). 
Значение функции / на кортеже (х г , ..., х 3 ) (которое 
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следовало бы обозначать через /((ж^ ..., ж 8 ))) мы будем, 
как это принято, обозначать через /(ж 1 , ..., ж 8 ). 

Если а и Ь — два элемента множества X, а / и 
%—две функции в X, то равенство /(а) =§(Ь) счита¬ 
ется верным в следующих и только в следующих двух 
случаях: 

а) когда / определена для а и § определена для Ь и зна¬ 
чение /(а) совпадает со значением §(Ьу, 

б) когда / не определена для а и § не определена для Ъ. 

Если нам понадобится, мы будем справа сверху от сим¬ 
вола, обозначающего функцию, писать в круглых скобках 
число ее аргументов, например / і2> . Чтобы определить 
функцию, надо каким-то способом описать, как значениям 
аргумента ставятся в соответствие значения функции. 
Чаще всего это будет делаться написанием равенства, 
выражающего значения функции через значения аргу¬ 
мента. Причем значение функции, стоящее в таком равен¬ 
стве слева, может выражаться через специальное обозна¬ 
чение функции, например /(ж, у), но может и обозначаться 
просто одной буквой, например 2 . 

Пример' 1. Предложение, определяющее функцию, 
может выглядеть по-разпому. Например: «введем функцию 
8 шп <г> , определяемую равенством: 8 шп(ж, у) = ж+у». Или 
короче: «введем функцию зит^ 2 ); еит (х,у)=х-\-уь. Можно 
даже еще чуть короче: «введем функцию 8 шп(ж, у)=х-\-у». 
Можно и по-другому: «рассмотрим функцию, определяе¬ 
мую равенством: 2 =ж+У>>- Или короче: «рассмотрим 
функцию: 2 =ж+у». 

Пусть мы имеем фупкцию / типа X я —>У. Мы будем гово¬ 
рить, что функция / существенно зависит от і-го аргу¬ 
мента, если существуют такие два элемента из X е , отли¬ 
чающиеся друг от друга і- й координатой и только ею, 
на которых функция / принимает разные значения. Если 
функция / не является существенно зависящей от г-го 
аргумента, мы будем называть і-й аргумент фиктивным. 
Если у функции р> типа X я —> У имеется к фиктивных 
аргументов, она принимает такие же значения, как неко¬ 
торая функция типа Х я ~ к —>У. 

Пример 2. 1) Если функция / с3) определяется 
равенством / (ж, у, 2 ) = х ъ +у— У+ 7 -, а функция § (1> — 
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равенством #(ж) = ж* + 1, то для всех (ж, у , г), у которых 
2 Ф 0, имеет место равенство /(ж, у, г) = #(ж). 

2) Пусть функция § (і> определяется равенством 
§(х)~х. Введем функцию/ (2) : /(ж, у) = ж. Тогда для всех 
(ж, у) / (ж, у) = §(х). Про переход от функции д к функции / 
говорят: функция / получена введением фиктивного аргу¬ 
мента в функцию §. 

Для произвольного множества М введем две серии 
функций типа М"—>М*). 

Первая серия. Возьмем произвольное у^М. Через 
у(*) (5 = 0, 1, 2, 3, ...) обозначим 5-местную функцию типа 
М —> М, тождественно равную элементу у. В частности, 
через обозначается нульместная функция, равная 
элементу у. 

Для в>1: у< 8 > (ж„ ..., х ё ) = у. 

Для в = 0: = у. 

У функции у (8 > все 5 аргументов — фиктивные. Функции 
у( 3 \ определенные для любого у^М и любого натураль¬ 
ного 5, назовем константными функциями. 

Заметим, что любая нульместная функция (если только 
она не является нигде не определенной) — константная. 

В дальнейшем нам будет удобно произвольный элемент 
у С М отождествлять с нульместной функцией у (0 >. Это 
позволит нам, например, вместо фразы «функции типа 
М 3 — >М(«> 1)или элементы множества М» говорить короче 
«функции типа М 3 —>М(8>0)», вместо «подстановки 
функций или чисел» (п. 3) говорить просто о «подстановке 
функций» и т. п. 

Вторая серия. Для любого положительного 5 и любого 
к: 1<&<5 введем функцию 1$: 

Ік (х^, . . ., Ж.) = х к . 

В частности: і[ Х) (ж) = ж, / ) 2) (ж х , ж 2 ) = х г = 1 ( Р (х г ) и т. д. 
У функции Д 8) имеется {в —1) фиктивных аргументов. 
Функции /| 3) назовем функциями выбора аргумента. 

*) Напомним, чтолюбую функцию типа М 3 -> М мы имеем пра¬ 
во называть функцией типа М 00 -*■ М, так как М г с М°°. 
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Для случая М—И введем еще третью серию функций 
типа М со — >М. Именно, для любого положительного .? 
и любого к: введем функцию 

КІ 3) (х ѵ х в ) = х к -ті. 

У функции Х к 3) имеется (5—1) фиктивных аргументов. 
Функции Хь* назовем функциями следования. 

Сделаем еще следующее тривиальное 
Замечание. Из з-местной функции типа X —> У 
при фиксировании і-го аргумента получается ( з-\)-местная 
функция типа X — >У. Рассмотрим, например, некоторую 
двухместную функцию / типа У не на всем X 2 , а на 
прямой у=у 0 , параллельной первой оси, т. е. на мно¬ 
жестве пар ( х , у 0 ). Тогда в силу отображения, устана¬ 
вливаемого функцией /, любому х 6 X соответствует 
/(ж, Уо ) б У> т. е. двухместная функция / индуцирует 
одноместную функцию § : р(х)=](х, у 0 ). 


3. ПОДСТАНОВКА 

Пусть М — произвольное множество. Рассмотрим все¬ 
возможные функции типа М^—^М. Уже при такой общ¬ 
ности можно указать одну (и, пожалуй, только одну) опе¬ 
рацию, при помощи которой можно из одних функций 
образовывать другие. Речь идет об операции подстановки. 
Начнем с частного случая этой операции — с операции 
регулярной подстановки. 

Пусть мы имеем функции / (г) и / ( 2 П \ ..., / ( г п) (г > О, 
п>0). Образуем из них функцию. 

§ ( Ж 1 » • • •) х п) ~ / (/і • • ч х п )> • • • * /г ( Ж 1> • • Ч Ж п))* (1) 

Равенство (1) указывает, что функция § определена 
для всякого (и только для такого) кортежа (х г , ж 2 , ..., х п ), 
для которого, во-первых, определены все функции Д, ..., Д 
и, во-вторых, функция / определена для кортежа, соста¬ 
вленного из получающихся при этом значений функций 
Д, ..., Д. Про так построенную функцию § мы будем 
говорить, что функция § получена регулярной подстановкой 
функций Д, Д, .... Д в функцию /. 
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Пример 1. Пусть мы имеем функции / <2 ’ и /' 5> , /' 1) . 
Регулярной подстановкой функций Д, / 2 в функцию / 
получается функция §: § (х) = / (/ х (ж), / 2 (ж)). Но про 
функции 

ёі г>: *і(*. у) = /(М*), /г(2/)). 

Й?: *«(*) = /(*, 

ёз 3> : 2/. 2 )=/(/і( ж )> к (*)) 

нам тоже хочется говорить, что они получены подста¬ 
новкой функций / 1( / 2 в функцию /. Разумеется, это не 
регулярная подстановка. 

Введем общее понятие подстановки*). Пусть мы имеем 

функции 0), /і 8і) , ./г г) (г > 0, 5,->0) 

11 число Л (л > 0). Будем говорить, что функция § р,П) 
получена подстановкой функций / 2 , ..., / г в функцию /, 
если 


2Г (Жц • • •, ж п ) / (-^і, • • •, -^ 8 )> (2) 

где каждое .4. есть либо некоторое /,. ж^, ..., ж^, ) 

(здесь 1</ { <г; 1<д и <п), либо некоторое х р . (здесь 

Подчеркнем, что числа 8, г, 8 1г ..., з г , п, і, / { , 

Чіи • • •> ничем, кроме написанных неравенств, между 

собой не связаны. Равенство (2) указывает, что функ¬ 
ция § определена для всякого (и только для такого) 
кортежа (ж х , ж 2 , ..., х п ), для которого, во-первых, опре¬ 
делены все Л 1( ..., А е и, во-вторых, функция / опре¬ 
делена на кортеже, составленном из получающихся таким 

образом значений А г . А в (например, если одно из А і 

представляет собой нигде не определенную функцию, 
то функция § не определена ни для какого кортежа). 

Заметим, что случай л = 0 нами не исключен. В этом 
случае либо 5 = 0 и равенство (2) имеет вид: 

* = /. ( 3 ) 


*) Ср, подстрочное примечание переводчика на стр. 38 русскаго 
издания книги Р. Петер [19311. 


В. А. Успенский 
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где $ и / — нульмѳстные функции, либо 5 > 0 и равенство 
(2) имеет вид: 

Я = /(/Ѵ /; 2 > •••> /і,)» ( 4 ) 

где # и /^, /і 2 , .... /і з — нульмѳстные функции. 

Процесс получения равенства (2), определяющего функ¬ 
цию через функции /, / х , ..., / г , может быть наглядно 
описан следующим образом. На некоторые (может быть, 
ни на какое!) из аргументных мест функции / подставим 
некоторые (может быть, ни одну из них (!), может быть, 
на все места одну) из функций / х , / 2 , .... / г . Некоторыми 
(может быть, одной и той же всюду, но не может быть, 
что ни одной) из букв ж х , х 2 , ..., х п заполним произ¬ 
вольным образом все аргументные места функции /, 
на которые мы не подставили функций и все аргу¬ 
ментные места, образовавшиеся от подстановки функ¬ 
ций / х . в функцию /. К полученному выражению при¬ 
равняем §(х г . х п ). 

В примере 1 функции # 2 , $ 3 получены подстанов¬ 
кой функций / х , / 2 в функцию /. 

Пример 2. Пусть мы имеем функции / (2) , / 1( / 2 . 

Про функции 8і к - ёі( х > У> *)“/(*, У)' ёТ- ёч ( х , У) = 
= /(у, х) и ^з 1 ’: § 3 (х) = / (х, х) —мы также имеем право, 
согласно нашему определению, говорить, что они полу¬ 
чены подстановкой функций / х , / 2 в функцию /. 

Таким образом, как ясно из примера 2, частными 
случаями операции подстановки являются операции 
введения фиктивного аргумента, перестановки аргументов 
и идентификации аргументов. Непосредственно ясно, что 
регулярная подстановка также является частным слу¬ 
чаем подстановки. 

Пример 3. 1) Возьмем константную функцию от О 
аргументов ?/ 0) . Подстановкой из нее можно получить 
для любого 6' констаитпую функцию у [3) : 

у <е '(х ѵ ..., х 6 ) = у і0) . 

Это равенство также есть равенство типа (2). 

2) Любую функцию следования можно получить 
подстановкой из функции Х х 1)- . 

%і в) (ж х , ..., ж 8 ) = А^Ч 3 *)- 
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Заметим, что регулярную подстановку в функцию от О 
аргументов сделать нельзя (или, если угодно, в такую 
функцию можно регулярно подставлять лишь «пустой» 
набор функций). Регулярная подстановка гораздо проще, 
упорядоченнее, каноничнее, чем просто операция под¬ 
становки. Тем приятнее, что имеет место 

Теорема 1 (Теорема о подстановке). Пустъ функ¬ 
ция § (П) получается подстановкой функций і[ $1 \ ..., / г г) 
в функцию / <8) . Тогда функция § может бытъ получена 
конечное число раз проделанной регулярной подста¬ 
новкой из исходных функций Д, ..., Д, /, одноместных 
константных функций, функций выбора аргумента и 
нигде не определенной одноместной функіши (более точно: 
существует такая цепочка функций, оканчивающаяся функ¬ 
цией §, что каждая функция в этой цепочке либо нигде 
не определена, либо есть одна из функций Д, ..., Д, /, 
у а \ Д т) , либо получается регулярной подстановкой из 
некоторых предыдущих функций цепочки). При этом, 
если ни одна из функций Д, .. ., Д, / не является нигде 
не определенней нулъместной функцией, то функция $ 
может бытъ получена конечное число раз проделанной 
регулярной подстановкой из исходных функций 
Д, ..., Д, Д одноместных константных функций и функ¬ 
ций выбора аргумента. 

Прежде чем доказывать Теорему о подстановке, покажем 
идею доказательства на примерах. 

Пример 4. 1) Пусть функция § (3 ' получается 
из функции / |3) перестановкой аргументов. Например: 

А г (х ѵ х 2 , х 3 ) = / (х 3 , .гд, х 2 ). Тогда 

§ {Х^, X 2 . Х 3 ) — ] {1 3 (-'^, Х 2 , Х.ф, 1 1 (-Т|, .Т 2 , Я-д), 

IТ (« 1 , Х 2 , х 3 )). 

2) Пусть функция ^ <3> получается из функции / і2) 
введением фиктивного аргумента. Например: § (х г , х 2 , х 3 ) = 
= / («!, х 3 ). Тогда 

$ (х^, х 2 , я 3 ) — / (I і (т-р - 2 о, хф, Т 3 (Яр х 2 , т 3 )). 

3) Пусть константная функция у' 3 ’ получается введе¬ 
нием фиктивных аргументов в константную функцию 
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у ІП) . Тогда та же константная функция у і3) может 
быть получена регулярной подстановкой в функцию 
функции выбора аргумента 

г/' 8 ’ (х ѵ х 2 , х 3 ) = у а) (Г* (а-!, х 2 , х 3 )). 

4) Пусть, наконец, функция § р<2) получается из функ¬ 
ций / (3) , /' 2) , /' 3) подстановкой, согласно равенству % (ж 1 , ж 2 ) = 
= / {х 2 , и (^і, *х). и ( х 2 , Х Ѵ х г))- Сначала регулярной под¬ 
становкой функций 7| 2 ’, І 2 ' в функции / х , / 2 получим две 
вспомогательные функции /?' 2) и /г' 2> : 

/*і (*і. *г) = /і ( 7 І 2) (*і. 3*)| /і 2) (Я!!, я:,)), 

(^ і ? ЯГ 2 ) — /2 (-^2 (^ 1 ) -^1 (^ 1 » ^ 2 )» -^2 0 ^ 1 » ^ 2 ))* 


Очевидно, что к г (ж 1 , х 2 ) = / г (Жц х г ) и /г 2 (ж 1 , х 2 ) = 
= / 2 (ж 2 , Жх, ж 2 ). Функцию § можно теперь получить 
регулярной подстановкой функций к х , к г , 7' 2> в функцию/: 

$(*і. ж г) = / ( 7 г г ’ (*і, ®а). (»п **). *«))• 

Доказательство Теоремы о подстановке. Пусть 

функция # (П) получается из функций . ^г г \ / <8) 

подстановкой, согласно равенству (2). Разберем сперва 
основной случай: п > 0, 5 > 0. Пусть сначала все 

8 і > 0 (/ — 1, 2, ..., г). Если некоторое в равенстве (2) 


есть 


Ь.(х Яп , х Яі2 , . ..,ж д . ^), получим вспомогательную 
функцию к ( р регулярной подстановкой: 


к\ п) (х и . . ., х п ) = 

— 1і- г (^д ( | ( ж и • • • > ж п)> ^д і2 (^и ж п)» ■■■> ( ж і» •••’ ®п))- 


Так проделаем для каждого А ѵ которое имеет вид 
^і.( x ^■, ..., х 9 ). Если некоторое А { в равенстве (2) 

I п ,5 ц 

есть ж Рі , то положим /г| п) ( ж и ■ • • > х п) — 7р" ) .(^и •••,*„). 
Так проделаем для каждого А ѵ которое имеет вид х р .. 

Мы получили * вспомогательных функций /г[ п) , /г, п) , ..., /4 П) . 
Теперь функция § очевидным образом получается рѳгуляр- 
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ной подстановкой функций Н и Н г , ..., в фуннцию /: 

8 ( х і . х п) — 

= / (^1 (*1» • • •» *п)> ^2 (%> • • ■ і ж п)> • • ч (*1> • • • > *„)). 

Пусть теперь некоторое .ѵ ; = 0. Тогда /у либо нигде 
не определена, либо является какой-то константной функ¬ 
цией от 0 аргументов у 10) . Пусть какое-то есть эта /у. 
Во втором из указанных случаев соответствующую вспо¬ 
могательную функцию /?.<") мы получим регулярной под¬ 
становкой уже не в функцию /■ = у т , а в константную 
функцию у ш : 

М П) (*!, = 2/ а> (^[ П) (*Х, •••.*„)). 

В нервом же случае функцию 1, 1) надо подставлять в нигде 
не определенную одноместную функцию. 

Если, далее, п > 0, .9 = 0, то сама функция / либо 
нигде не определена, либо есть какая-то константная 
функция от 0 аргументов у (0) . Во втором из этих случаев 
равенство (2) имеет вид: § {х г , ..., х п ) = у 1Ю и функцию 
мы получим сразу, без всяких вспомогательных функций, 
регулярной подстановкой в константную функцию у іѴ : 

8(х ѵ = •••, * п )). 

В первом же случае § получается регулярной подстанов¬ 
кой в нигде не определенную одноместную функцию. 

В случае п — 0 теорема тривиальна ввиду равенств 

(3). г (4). „ Л 

Замечание 1. Операция подстановки сохраняет 

интуитивную вычислимость: если функция § получена 
подстановкой функций / х ./ г в функцию / и функ¬ 
ции /, / х ./ г интуитивно-вычислимы, то и функция § 

интуитивно-вычислима. В частности, сохраняют интуитив¬ 
ную вычислимость частные случаи операции подстановки: 
регулярная подстановка, введение фиктивного аргумента, 
перестановка аргументов и,идентификация аргументов. 

Замечание 2. Операция подстановки сохраняет 

всюду-определенностъ функций: если функция § получена 

подстановкой функций / х ./ г в фупкцию / и функ¬ 
ции /, / х ./, всюду определены, то и функция § 

всюду определена. 
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Замечание 3. Если какая-то операция над функ¬ 
циями сохраняет принадлежность функций к некоторому 
классу Ж, то говорят, что Ж замкнут относительно дан¬ 
ной операции. Иными словами, Ж замкнут относительно 
данной операции, если при всяком применении этой опе¬ 
рации к функциям из класса ЭД? получающаяся в резуль¬ 
тате функция также принадлежит к классу Ж. Отнесем 
к классу в всякую интуитивно-вычислимую функцию 
типа X 8 —> N при любом 5, а к классу Р в . 0 всякую 
всюду определенную функцию типа А' 5 —^ N при любом в. 
Согласно только что сделанным замечаниям 1 и 2, каждый 
из классов „ и ЗѴ о замкнут относительно операции 
подстановки. 

А. ЧАСТИЧНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

Пусть X и У — два произвольных множества, а / — функ¬ 
ция типа Х-->У. Пусть Х г — область определения функ¬ 
ции / (так что .^СІ), а У 1 — область ее значений (так 
что У 1 С'- У). Функцию /, являющуюся отображением мно¬ 
жества Х\ на множество У 1( мы будем называть также 
'частичным отображением множества X в множество У. 
Очевидно, отображение является частным случаем частич¬ 
ного отображения (при Х х = Х). Любое утверждение о ча¬ 
стичном отображении автоматически верно ’и для ото¬ 
бражения просто. 

Возьмем произвольное подмножество Х 2 множества X. 
Образом множества X., при частичном отображении мно¬ 
жества X в множество У, осуществляемом функцией /, 
называется множество 

Л {г/б У | Существует х^Х 2 такой, что І{х) = у}*). 
Образ множества Х 2 при частичном отображении, осуще¬ 
ствляемом функцией /, будет часто обозначаться через 
/(Х 2 ). Если Х 2 Г)Х 1 = А (X!—область определения функ¬ 
ции /), то / (Х 2 ) = А. Аналогично вводится понятие (пол¬ 
ного) прообраза / _1 (У 2 ) множества У 2 при частичном ото- 


*) Через % {х е М \ ...} обозначается подмножество множест¬ 
ва М, состоящее из всех тех (и только тех) элементов множест¬ 
ва М, которце удовлетворяют условию, написанному после черты. 
Иногда, если множество, из которого берутся элементы, ясно ив 
контекста, мы будем нисать'короче: '6{х\ •••}■ 
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бражѳнии множества X в множество У, осуществляемом 
функцией /. Если У 2 СУ, то —но определению — полный 
прообраз 

/-1 {У 2 ) = ${хЬХ\ Существует у(.У 2 такой, что І(х) — у). 

Если У 2 (~1У 1 = Л (У х —область значений функции /), 
то }- х (У,)^А. 

В наших «Лекциях» мы будем в основном рассматри¬ 
вать функции тина Х г —> N при всевозможных г. Всюду 
далее, где противное не оговорено, мы иод функцией 
понимаем функцию тина Л гг —^ N при каком-либо г. 

Кроме частичных отображений N в X, осуществляемых 
некоторой (одноместной) функцией тина X —> X, и частич¬ 
ных отображений Х г в X, осуществляемых некоторой 
г-местнои функцией тина N —> X, нам часто будет нужно 
говорить о частичных отображениях X в X х (я > 0) и, 
более общо, о частичных отображениях Х г в X 3 ($>0). 
Чтобы получить частичное отображение X в X 3 , надо 
задать некоторую функцию тинаіѴ— >Х 3 . Мы будем полу¬ 
чать частичное отображение X в X 3 так: возьмем 5 одно¬ 
местных функций / х ./ 8 типа X —> Л' и рассмотрим 

множество кортежей (/ х (х), / 2 (ж), / 8 (х)) {х$Х). 

Каждому х^Х, входящему в области определения всех 
функций / { (г' = 1, «), эти 5 функций ставят в соот¬ 

ветствие кортеж {І г {х) > ..., / 8 (х)) ^ X 3 . Тем самым они 
осуществляют частичное отображение X в ІѴ 3 . Мы часто 
будем именно в этом смысле говорить о частичном ото¬ 
бражении X в X х , осуществляемом 5 одноместными функ¬ 
циями тина Х—>Х. Без особых пояснений тогда понятно, 
что 5 г-местных функций Д, ..., / 8 типа Х—+Х осуще¬ 
ствляют частичное отображение Х г в X 3 : каждому 
(х и ..., х г )€.Х г , входящему в области определения всех 
функций (і = і, 5), ставится в соответствие кортеж 

</і(*і, •••> х г ), 1 2 {х г . х г ), ..., і е {х ъ .... х г ))еХ $ . 

Понятия образа и прообраза, данные в начале пункта для 
общего случая, конкретизируются для двух последних 
видов частичных отображений естественным образом. 
Предоставляем проделать это читателю. 

Пусть /— функция типа Х 1 —>Х. Графиком функции / 
называется множество 

№і, ч . х з> 1/Оч, • • •, я 6 ) = у}. 
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График функции / будем обозначать через 0 ( . Если 
/ — функция типа 7Ѵ 8 — » ЛД то ее график лежит в 7Ѵ 8+1 . 
В частности, графиком нульместной функции і/ 0) является 
множество {(?/)} С ^Ѵ 1 - 

Замечание 1. График функции типа 7Ѵ 8 — 
лежит в УѴ 8+1 и является униформным вдоль ($ + 1)-й 
оси множеством. И обратно: любое униформное вдоль 
($ + 1)-й оси множество в N 5 * 1 однозначно определяет 
некоторую функцию типа 7Ѵ 8 — » ЛД графиком которой 
оно является. В частности, пустое множество в /Ѵ в+1 
является графиком нигде не определенной функции типа 

Обобщим понятие графика на случай частичных ото¬ 
бражений N в УѴ 8 и РГ в УѴ 8 . Графиком частичного ото¬ 
бражения N в УѴ 8 (5 > 0), осуществляемого 5 одномест¬ 
ными функциями Д, ..., Д типа N —> ЛД назовем множе¬ 
ство Ш {(ж, Уі . у ь ) € ^Ѵ 8+1 1 Д (ж) = Уі (і = 1.5)}. Обо¬ 

значим этот график через С. Выразим С через графики 
Сд.функций Д.Д. Возьмем график С/, функ¬ 

ции Д. Очевидно, С/. <~УѴ 2 . Восставим в ІѴ 8+1 цилиндр 
из С/, вдоль осей с номерами 2, 3, ..., і, і + 2, ..., $'+ 1. 
Обозначим этот цилиндр через Н-. Так проделаем для 
каждого і: Тогда легко видеть, что 

с=пЧ< (1) 

і=1 

Графиком частичного отображения № в і N 8 (« > 0), 
осуществляемого « г-местными функциями Д, . . ., Д типа 
ЛГ—^ЛД назовэм множество 

#{<яі .ж г , уі .зоел^* 8 ! 

Д (*і . х г) = Уі (і=1 .*)}• 

Обозначим этот график через С. Выразим С через гра¬ 
фики СД, ..., С/, функций Д, Д. Возьмем график 
СД функции Д. Очевидно, СД СУѴ’’* 1 . Восставим в А ,г * $ 
цилиндр из СД вдоль осей с номерами г + 1, г + 2, ..., г -Д 
-г (і— 1), г + (г + 1), ...,г + 5. Обозначим этот цилиндр 
через Так проделаем для каждого і: Тогда 
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легко видеть, что 

( 2 ) 

г=*1 

Пусть /—функция типа N—>N, а ^IсN. Тогда 
(см. рис. 4) 

/(Л/) = нр 2 [(МхЯ)ПС / ], (3) 

Г 1 (М) = и Рі [(ІѴ X М) ПС,]. (4) 

Пусть / — функция типа N ^ —+N. Тогда, если М СіУ, 
го 

/ (М) = др,. +1 [ (М X іУ) Л С,], (5) 

если Л/СгѴ, то 

/-‘(М) = ир 1>2 .[(УѴ Г х М) і Г]С'у]. (6) 

Пусть 5 одноместных функций / х ./, тина N—> N 

осуществляют частичное отображение /V в Л г * (5 > 0). 



Обозначим через С график этого частичного отображения. 
Само частичное отображение обозначим буквой ф*). 
Тогда, если Мс^Ы, то 

Ф (Щ — п Р 2, з. и .і[(МхУѴ 8 )ПС], (7) 

если М сгд г8 , то 

ф - 1 (М) = пр 1 [(УѴхМ)ЛС]. (8) 

Наконец, пусть 5 г-местных функций / 1; ..., /„ типа 


) ф, как легко видеть, это функция типа N -* А' 8 . 
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/V —> А* осуществляют частичное отображение А г в А 3 
(з > 0). Обозначим график этого частичного отображения 
через С, а само частичное отображение через ф*). Тогда, 
если М г А г , то 

Ф (М) = пр г+1> ,. +2 .г+8 [{М х А' 5 )П^1; (9) 

если Л/С А 8 , то 

Ф ' 1 (Л/) = п Р і, 2 . г [(^хМ)Г)С]. (Ю) 

Область определения и область значений при отобра¬ 
жении /: А в А, А г в А, А в А 3 (в > 0) или А г в А 8 
(5 > 0) — во всех этих четырех случаях также легко 
выражаются через график. А именно, в первом случае 
область определения равна пр^, область значений — пр 2 С { . 

Во втором случае область определения равна прі ,2 . г С р 

область значений равна пр г+1 С,. В третьем — область 

определения равна пр^, область значений прг,з. 3+1 С. 

И, наконец, в четвертом, область определения равна 
прі, 2 . тб, область значений равна пр г +і . Г+3 С. 

Разумеется, частичные отображения ІѴ в ІѴ, А 73 в А 
и А в А 3 являются частными случаями частичного ото¬ 
бражения А г в А 3 . В этом пункте мы, для облегчения 
труда читателя, высказывали все утверждения сначала 
для этих частных случаев, восходя от простого к слож¬ 
ному. Впредь мы чаще всего, где это можно и нужно, 
будем формулировать свои утверждения для общего слу¬ 
чая: для частичного отображения А г в А 3 (5 > 0). 

График частичного отображения ф будем обозначать 
через С ф . 

Замечание 2. Пусть ф — частичное отображение 
пространства А г в А 3 (5 > 0). Решим следующие две 
задачи: когда имеют место равенства А 3 \ф ( М ) = 
= Ф (А Г \М) (М с А г ) и. ф-і (А 3 \М) = А’Хф' 1 (М) 

(М С А 3 )? 

Пусть сначала М СТА 3 . Легко видеть, что всег¬ 
да ф" 1 (А 3 \А/) сі А^Хф" 1 (М). Обратное включение 

Ф' 1 (А 8 \Л/) 3 А г \ф _1 (М) имеет место тогда и только 


) ф есть функция типа Л"' -* Л' 8 . 
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тогда, когда ф является отображением (всего простран¬ 
ства ІѴ Г в /V 8 ). Итак, тогда и только тогда, когда ф 
является отображением (а не только частичным отобра¬ 
жением), имеет место равенство 

ф‘ 1 (7Ѵ 8 \М) = ІѴ’ , \ф- 1 (М). (11) 

Пусть теперь Мсі V 7 . Включение ІѴ 8 \ф (М) сі ф (ІУ Г \М) 
имеет место тогда и только тогда, когда ф является 
частичным отображением пространства ІѴ 7 н а Л 78 . Обрат¬ 
ное включение ІѴ 8 \ф(М)2ф(А^ г \М) имеет место тогда 
и только тогда, когда ф (М) П ф (ІѴ Г \Л/) = Л. Итак, тогда 
и только тогда, когда ф является частичным отображением 
пространства Л 77 на N* ($>0) и ф (М)[~]ф (Л 7Г \Л/) = Л, 
имеет место равенство 

7Ѵ 8 \ф (М) = ф (ІѴ'\М). (12) 

о. ФУНКЦИИ БОЛЬШОГО РАЗМАХА 

Всюду определенная функция типа N —> N называется 
функцией большого размаха, если она, во-первых, прини¬ 
мает каждое натуральное значение и, во-вторых, прини¬ 
мает каждое значение бесконечное число раз. 

Следовательно, функция большого размаха осущест¬ 
вляет отображение N на N. 

Замечание 1. Если функции / г , / 2 (типа N —> ІѴ) 
осуществляют отображение N на Л 72 , то каждая из 
функций і і {і = 1, 2) есть функция большого размаха. 

Теорема 2*). Если / х — функция большого размаха, 
то существует такая функция / 2 (типа N —> Л 7 ), что 
функции / 1? / 2 будут осуществлять взаимно-однозначное 
отображение N на Л 72 . (Согласно замечанию 1, функция/ 2 
также будет функцией большого размаха.) 

Доказательство. Построим требуемую функцию / 2 . 
Возьмем произвольное 5 6 N. Функция / х принимает зна¬ 
чение 5 бесконечное число раз. Следовательно, сущест¬ 
вует такая последовательность значений аргумента 

^82» * * * > ^8П> * * * (*.І < К] Д ля * < /)» (!) 


*) Эта теорема содержится по существу в построениях, про- 
нодимых на стр. 233 статьи А. В. Кузнецова [1950]. 
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что Д (І а Л = 5 (/ = О, 1,2, ...). Положим тогда / а (*, 0 ) =» О, 

/а (*.і) = 1. к (*.*) = 2 и т. д. Вообще 

/г (^ву) == /• (2) 

Когда і пробежит последовательность (1), пары 

( /і (^г)і /г (^*і) ) 

пробегут прямую х — $. Так как для любого 5 найдется 
своя последовательность {і а1 }, на которой Д = 5, функ¬ 
ция Д и определенная равенством (2) функция / а осуще¬ 
ствят взаимно-однозначное отображение N на 7Ѵ 2 . 

Произвольное отображение .V на N е не обязано, конеч¬ 
но, быть взаимно-однозначным. Взаимно-однозначное ото¬ 
бражение N на № устанавливает взаимно-однозначное 
соответствие между N и .V е . И обратно, разумеется. 
Взаимно-однозначное соответствие между N и .V 8 уста¬ 
навливает взаимно-однозначное отображение N на IV 3 
и взаимно-однозначное отображение ІѴ 8 на N. 

. Пусть хМ, хМ, ..., хМ — всюду определенные функции 
типа N —** N и хМ—всюду определенная функция типа 
N 8 —*N. Будем говорить, что функции х^, х[ 8 1, ..., хМ, х^ 8] 
осуществляют данное взаимно-однозначное соответствие 
между N и ІѴ 8 , если, во-первых, для любого і С N кортеж 
( хМ (і), ..., хМ (і ) ) есть кортеж, соответствующий 
числу I в силу данного соответствия, и, во-вторых, для 
любого кортежа ( х ѵ . • - , х а )€ № число хр (х ѵ ..., х а ) 
есть число, соответствующее кортежу { х г , ..., х а ) ^ 
в силу данного соответствия*). 

Замечание 2. Если функции хі 8 і, хі*і, ..., хМ, х^і 
осуществляют взаимно-однозначное соответствие между 
N и №, то функции хі®і ( г = 1, 2, ...,$) суть функции 
большого размаха. 

Замечание 3. Если функции хМ, х^, ..., хМ, х^ 
осуществляют взаимно-однозначное соответствие между 

*) Напомним читателю, что число аргументов функции обозна¬ 
чается индексом в круглых скобках, индекс же в квадратных 
скобках, стоящий справа сверху от символа, обозначающего функ¬ 
цию, указывает на что-нибудь другое. Например в данном слу¬ 
чае— на то, что соответствие устанавливаете и между N ъ № 
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N и /V е , то функции хМ, ..., хМ осуществляют (взаимно¬ 
однозначное) отображение N на Л'\ а функция х^і осуще¬ 
ствляет (взаимно-однозначное) отображение /V е ня Л 7 , 
причем эти отображения взаимно-обратны. 

Имеет место следующая совершенно очевидная 

Теорема 3. Для того, чтобы функции ... 

..., хМ, хМ осуществляли некоторое взаимно-однозначное 
соответствие между N и /V 8 , необходимо и достаточно, 
чтобы для всех и всех ( ж 1 , ..х а )€ № выпол¬ 

нялись равенства 

хМ (хМ (а*, .. ., хД) = х { (г = 1, 2, ..., $), (3) 

хі*] (хрі {I), хр (I), ..., хМ («)) = I. (4) 

Впредь через х[ 8] , ..., хМ, х^ мы будем обозначать 
любой набор (всюду определенных) функций, удовлетво¬ 
ряющих равенствам (3) и (4). 


6. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Пусть М — произвольное множество. Каждому под¬ 
множеству Ь множества М может быть поставлена 
в соответствие некоторая всюду определенная функция 
типа М —> {0, 1}. Эта функция называется характеристи¬ 
ческой функцией множества Ь (относительно множества М), 
обозначается через и определяется так: 



1, если х С Ь, 

О, если х С М\і. 


И обратно: каждой всюду определенной функции / типа 
М —> {0, 1} естественным образом ставится в соответствие 
некоторое подмножество Ь множества М такое, что / 
оказывается его характеристической функцией. А именно: 
если положить Ь = Щ {х | /(ж) = 1}, то ! — Таким 
образом, между подмножествами множества М и всюду 
определенными функциями типа М —> (0,1) существует 
взаимно однозначное соответствие. 
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Пример 1. Возьмем в качестве основного множе¬ 
ства N. Пусть Ь х = Ш {ж С N | х > 0}. Тогда 

| 1, если х > 0, 

%ь( х ) — | если 3 = 0, 

Функция будет нам очень полезна в дальнейшем. 

Поэтому дадим ей индивидуальное обозначение. Обозна¬ 
чим % ь через яд. Итак, 

(1, если х > 0, *) 
зд х = { 

( 0 , если х = 0 . 

Пусть Ь 2 = Л г \Ьі = {0}. Характеристической функции мно¬ 
жества Ь 2 также дадим индивидуальное обозначение. 
Обозначим ее через зд. Следовательно, 

— С 1, если ж = 0, 

&РХ — 1 

I 0, если х > 0. 

Вернемся к произвольному множеству М и его подмно¬ 
жествам **). 

Легко видеть, что 

Хм= (1) 

Хл = 0 а ’. • (2) 

= + = Хх»), (3) 

И = Хьі ( ж ) • Хі* И = тіп (Хі* (*). % и (*)), (4) 
Хм\ь ( ж ) = 5 Е%ь ( ж )> (5) 

ХЕ х \Еа ( ж ) = Хь х п(м\Ь 2 ) ( х ) ~ Х Ьі ( ж ) ■ зд ^ (ж). (6) 


*) Мы пишем зд х, а не зд (х) [и—см. ниже— зд х, а не зд (х)], 
следуя той же традиции, согласно которой пишут зіп х, Іоджи т. д. 

**) Иногда рассматривается двойственная к , характеристиче¬ 
ской представляющая функция 2ь множества Ь, определяемая 

равенством: 2х,(ж) = { о' если Характеристическая 


функция Хь и представляющая функция 2^ одного и того же множе¬ 
ства легко выражаются друг через друга: 


2/,(ж) = здХь(ж); ХтЛ х ) = ^1‘ЬІ х )- 
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Пример 2. Основное множество — ЛС 
Пусть Ь г — произвольное конечное множество, напри¬ 
мер, — {о 4 , 0 . 2 , . • о а }. 

Тогда 


[П \ х ~ а і\] • 

і— 1 

В частности, если Ь 2 — {а}, то 

(7) 

х и (*)=■ в® 1 *-■«!■ 

Если І/ 3 = § (ж | х < а}, то 

(8) 

ЗСЕ,(*) = вв[ П і ж - я іі] • 

а і< а 

Следовательно, для Ь 4 = {х \ х < а} 

(9) 

%ь 4 ( х ) = 5 8 (Хь 2 (*) + Хі«(*))- 
Для Ь 5 = % {х | х > а) 

(10) 

Х ь , (*)=■= 88 Хь,(*)- 

Для Ь е — '$ {х | х > а) 

(И) 

Хь,(*) = 88Хі„ И- 

(12) 


Пример 3. Основное множество —Л' 2 . 
Если Ь г - конечное множество, например, 


Х/1 = {(^1, Ь 4 ), (я 2 , & 2 ), •. .1 (я 8 , & 8 }}, 
то 

ХьіС*. У)=~*8 [П (\ х ~ а і\ + \У ~ЛІ)] • ( 13 ) 

і= 1 

Для любой прямой, параллельной одной из осей, напри¬ 
мер для І, 2 = Щ {( х, у)\-х = а}, 

% и ( ж > у)= в7к- в І* 

Для биссектрисы Ь 3 = Ш {( х, у ) \ х = у) 


(14) 
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И вообще: пусть Р (х, у) — многочлен с целыми коэффи¬ 
циентами. Тогда для Ьц — Щ {( х, у)\Р (х, у) = 0] 

Хь 4 (*. У)= Ч\ р {х, У)\- ( 16 ) 

Пример 4. Пусть Ь— конечное множество в А к . 
Например, Ь = {( а п , а і2 , ..., а ік )} (і = 1, 2, ..., 5). Тогда 

8 & 

. .., Х к )=88гЦ 2 \ х і~ а и\- ( 17 ) 

і— 1 І= 1 

7. ПРИМИТИВНАЯ РЕКУРСИЯ 

Фундаментальную роль во всех наших дальнейших 
рассмотрениях будет играть, наряду с операцией под¬ 
становки, еще одна операция, а именно операция при¬ 
митивной рекурсии. 

Рассмотрим сначала простейший случай. Пусть мы 
имеем число к и функцию / <2> . Тогда равенства 


I 8 (°) = *. 

1 * (* + !) = /(*, /?(*)) 


( 1 ) 


однозначно определяют некоторую функцию § а> . 

Например, $(2) = /(1, $(1)), $(1) = /(0, $(0)), §(0) = к. 
Следовательно, (1) = / (0, к), §(2) = /(1, /(0, к)). 

Мы будем говорить, что функция определена через 
функцию / <2) и число к при помощи операции примитив¬ 
ной. рекурсии, или —по схеме примитивной рекурсии, 
или, совсем коротко, примитивной рекурсией, или, нако¬ 
нец, примитивно-рекурсивно. 

Пример 1. Возьмем число 0 и функцию Х[ 2 ’. Напи¬ 
шем схему примитивной рекурсии 


*( 0 ) = 0 , 

8(х + 1) = к?\(х, §(х)) = х + 1. 


( 2 ) 


Равенства (2) примитивно-рекурсивно определяют через 
функцию X' 2 ’ и число 0 некоторую функцию § ,и . Очевидно, 



7] 


ПРИМИТИВНАЯ РЕКУРСИЯ 


49 


что ${х) — х. Следовательно, равенствами (2) примитивно- 
рекурсивно определена функция 7' 1 ’. 

Пример 2. Возьмем число 0 и функцию /‘ 2) . Напи¬ 
шем схему примитивной рекурсии 

{ г (°)-°, (3) 

і ?(а: + 1) = УГ( ж > $(*))• 

Очевидно, что функция §, определяемая этой схемой, 
тождественно равна нулю. Следовательно, равенствами (3) 
примитивно-рекурсивно определена константная функ¬ 
ция 0 (,> . 

Замечание 1'. Если функция § а ' определена при¬ 
митивно-рекурсивно через функцию / <2> и число к и функ¬ 
ция / <2> интуитивно-вычислима, то и функция § интуи¬ 
тивно-вычислима. 

Замечание 2'. Если функция § с1> определена при¬ 
митивно-рекурсивно через функцию / <2> и число к и функ¬ 
ция / <2) всюду определена, то и функция § всюду опредвг 
лена. 

Если функция / <2> не всюду определена, то функ¬ 
ция может быть уже не всюду определена. Рассмо¬ 
трим этот случай подробнее. В силу первого из равенств 
(1), функция § всегда определена в 0. Далее, в силу 
второго из равенств (1), если § определена в х и/опре¬ 
делена для пары {х, §{х)), то § определена в х + 1. 
С другой стороны, если § не определена в х, то § не 
определена и в і + 1 [зто следует из второго из равенств 
(1) и принятого на стр. 30 соглашения о понимании 
равенств вида /(«) = ?(&)]• Поэтому, если § не является 
всюду определенной, то она не определена «начиная 
с некоторого места». Иными словами, возможны два 
случая: 

1° существует такое х°, что § определена для всех 
% < х° и не определена для всех х > х° [при этом, оче¬ 
видно, / определена для, всех пар ( х, § {х)) при х < ж 0 
и не определена для пары (х°, §(ж 0 ))], 

2° такого х° не существует, и функция § всюду 
определена. 

Напишем схему примитивной рекурсии для общего 
случая. Пусть мы имеем две функции /[ п-1 > и /("+ 1 ). 


^ В. А. Успенский 
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Тогда равенства 




1» 

о, 

*і+і> • • •і 

*») = 

= /і ( ж 1> 

• • • 9 

Хі 

-1’ 

*і + 1. 

1 #п)> 

*(*1. •• 

■, *і- 

1» 


ж і+і) 

...,х п ) = 

и 

II 

• • • 9 

Хі 

-1» 

х г , х иі , 


..., х п , 

8(х ѵ 

1 - 

» • 9 

*і-1. х і> 

*і*1. •••. *«)) 


(4) 


однозначно определяют некоторую функцию § (п ). 

Мы будем говорить, что функция § (п > определена 
через функции Д п-1 \ Д п + 1) при помощи операции прими¬ 
тивной рекурсии (по г-му аргументу), пли—по схеме 
примитивной рекурсии (но і-му аргументу), или, короче, 
примитивной рекурсией (но г-му аргументу), или, нако¬ 
нец, примитивно-рекурсивно. Схема (1) представляет 
собой частный случай схемы (4). 

Пример 3. Возьмем функции /(*> и Напишем 

схему примитивной рекурсии по первому аргументу 

( ?(° ,У) = і['Чу) = У’ 

і § (х + 1, у) = Ѵ 3 3> (х, у, § (х, у)) = §(х,у) + 1. 

Равенства (5) примитивно-рекурсивно определяют через 
функции У; 1 ’, функцию §' 2 ’. ^егко видеть, что § (х, у) = 
= х + у. Следовательно, равенствами (5) примитивно-ре¬ 
курсивно определена функция вит (п. 2, прим. 1). 

Замечание 1. Операция примитивной рекурсии 
сохраняет интуитивную вычислимость: если функция 
§' п> получена примитивной рекурсией (по некоторому г-му 
аргументу) из функций /Д -1 ), / ( 2 П+1) и функции Д, Д 
интуитивно-вычислимы, то и функция § интуитивно-вы¬ 
числима. 

Замечание 2. Операция примитивной рекурсии 
сохраняет всюду-определейность. 

Если функция Д не всюду определена, то на соот¬ 
ветствующем кортеже (а значит, и на всех следующих) 
не определена и функция §. Если функция Д не всюду 
определена, то функция § может быть, а может и не 
быть всюду определена. Более точно, предположим, что 
примитивная рекурсия происходит по і-тому аргументу, 
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и фиксируем кортеж а°=(ж?, ..., ж { _ ь ж?+ь . • *п). Если 

Д не определена на этом кортеже, то, каково бы ни 
было ж ; , функция § не определена на кортеже {х\, ... 

..., ж?_ 1 , х и ж® + і, .... ж}}). Если / а определена на корте- 

же а 0 , то § определена на кортеже (ж®. ж“_і, О, 

хі+і, ..., Хп). Тогда (как легко убедиться, повторяя рассуж¬ 
дения, проведенные на стр. 49 для случая п = 1) либо § всю¬ 
ду определена, либо существует такое ж®, что § определена 

на всех кортежах (ж®. ж“_і, ж і( ж® +ь ...,ж^), где 

ж { <ж?, и не определена ни на одном кортеже (ж?, ... 

.... ж?_ ь х іг ж? +1 .Жп), где х { > хі 

Замечание 3. Замечания 1 и 2 могут быть сформу¬ 
лированы следующим образом: каждый из классов 
и ^в.о. введенных в замечании 3 п. 3, замкнут отно¬ 
сительно операции примитивной рекурсии. 


8. ПРИМЕРЫ ВЫЧИСЛИМЫХ ФУНКЦИЙ 

Все константные функции уб») (у € N, 5 С ДО тривиаль¬ 
ным образом интуитивно-вычислимы. Функции выбора 
аргумента 1$ (рассматриваемые на ІѴ 8 ) и функции сле¬ 
дования также интуитивно-вычислимы. 

Функция у = У~х интуитивно-вычислима, но не всюду 
определена *). Функция у — [Уіс] **) интуитивно-вычислима 
и уже всюду определена. 

Функция 2 = ж и интуитивно-вычислима и определена 
всюду, кроме пары (0, 0). 

Функция 2 = ж — у интуитивно-вычислима, но не опре¬ 
делена для всех пар (ж, у), где ж < у. Функция 
асШ (ж, у) = |ж — у\ также интуитивно-вычислима, но уже 
всюду определена. 

Введем еще «урезанную разность». Пусть х — у = 
= х — у, если ж>у, и ж-*-г/ = 0, если ж < у. Функция 
(Ш (ж, у) = ж — у интуитивно-вычислима и всюду опре¬ 
делена. 


*) Еще раз напоминаем, что под функцией мы всюду, где про¬ 
тивное не оговорено, понимаем функцию типа Л? 8 —*■ Л? при каком- 
нибудь «. 

** [х ]—целая часть числа х. 


4* 
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Функции 5шп (х, у) = х + у и ргой (х, у) — у- у также 
интуитивно-вычислимы и всюду определены. 

Простыми теоретико-множественными рассуждениями 
можно показать, что не всякая функция интуитивно¬ 
вычислима. Б самом деле, всех функций (всевозможных 
типов № ІѴ) — несчетное множество. А множество 
интуитивно-вычислимых функций — счетное. Ведь каждой 
интуитивно-вычислимой функции по самому смыслу 
понятия вычислимости может быть поставлен в соот¬ 
ветствие русский текст, объясняющий, как вычислять 
ее значения. Но каждый русский текст есть кортеж 
знаков, взятых из коночного алфавита (русские буквы 
плюс математические символы плюс знаки препинания, 
включая пропуск между словами, и т. д.). А как 
известно, если множество М — конечное, то множество 
М°° — счетное. Следовательно, русских текстов и, тем 
более (ведь не всякий русский текст определяет неко¬ 
торую вычислимую функцию), интуитивно-вычислимых 
функций — счетное множество. 

В § 9 (и. 2, примеры 2, 10, И) будет построен 
индивидуальный пример функции, не вычислимой 
в смысле того определения, которое мы дадим в § 6. 



§ 3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ 

Хотя теория вычислимых функций и не является 
частью математической логики, при разработке этой тео¬ 
рии оказалось весьма удобным и вошло в традицию 
использование простейших понятий математической 
логики. Их изложению и посвящен настоящий параграф. 

1. ВЫСКАЗЫВАНИЯ И ВЫСКАЗЫВАТЕЛЬНЫЕ ФОРМЫ 

В литературе по математической логике термин 
«высказывание» или встречается вовсе без определения *), 
или сопровождается немногословными комментариями, 
суть которых сводится к тому, что высказывания 
являются истинными или ложными**). Мы также но 
собираемся давать определения этому термину, считая, 
что ого значение становится ясным из первых же при¬ 
меров его употребления: например, 

2x2 = 4, 

2x2 = 5 


суть высказывания. 

На самом деле значение термина «высказывание» не выясняется 
до конца из подобных примеров. Так, остается неясным, напри¬ 
мер, различны или пет высказывания 

2x2=4, (1) 

4=2x2, (2) 

дважды два—четыре. (3) 


*) См. русский перевод книги А. Тарского [1941], стр. 31. 

**) См. русский перевод книги Д. Гильберта и В. Аккермана 
[1938], стр. 19. 
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Возможны две точки зрения: можно считать, что мы встречаемся 
здесь с одними темже высказыванием, только по-разному 
записанным, а можно считать, что это разные высказывания, 
имеющие один и тот же смысл. Для нас —в рамках данного 
изложения—безразлична (т. е. в равной степени нас устроит) 
любая из этих точек зрения*). Такое- несколько расплывчатое 
толкование термина «высказывание» вполне пригодно, как нам 
кажется, для понимания дальнейшего. 

Итак, высказывания бывают истинные и ложные, при¬ 
чем каждое высказывание либо истинно, либо ложно. 
Например, 

2x2 = 4 

есть истинное высказывание, а 

2x2 = 5 

есть ложное высказывание. 

2 X 2 = ж 

является высказыванием лишь в том случае, если через х 
обозначено какое-то конкретное число. Если же х — просто 
буква, вместо которой могут подставляться числа (т. е. 
числовая поромонная), то «2х2 = а:» не высказывание, 
а высказывательная форма. 

Высказывателъная форма — зто выражение, содержащее 
одну или несколько переменных и становящееся выска¬ 
зыванием при подстановке чисел, кортежей или, вообще, 
элементов каких-либо множеств вместо своих переменных. 
(Так, форма «2x2 = х » становится высказыванием, если 
вместо х подставить какое-либо число, — истинным вы¬ 
сказыванием, если вместо х подставить 4, и ложным 
в остальных случаях.) Предполагается, что для каждой 
переменной, входящей в высказывательную форму, ука¬ 
зано некоторое множество элементов — область значений 
этой переменной, — которые разрешается подставлять 


*) Можно было бы, следуя, например, А. Чёрчу [1956], раз¬ 
личать предложения и суждения и говорить, что (1), (2), (3) суть 
различные предложения, выражающие одно и тоже сужде¬ 
ние. Мы этого делать не будем; мы будем употреблять термин 
«высказывание» для обозначения как суждений, так и предложе¬ 
ний, не уточняя, что же именно—суждение или предложение— 
имеется в виду в каждом конкретном случае. 
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вместо этой перемепной (в нашем изложении' это будет, 
как правило, натуральный ряд). При этом, вообще говоря, 
пе требуется, чтобы высказыватольная форма была всюду 
определена (т. е. превращалась в.высказывание при под¬ 
становке любых значений, взятых из областей значе¬ 
ний своих переменных). Так, если считать областью зна¬ 
чений переменных х, у натуральный ряд, высказыва- 

тельпая форма «у = 1» не превращается в высказывание, 

а становится бессмысленной при у = 0 и любом х. Вообще, 
если областью значений переменных х г , х я а у являет¬ 
ся множество М и / ость но всюду определенная функ¬ 
ция типа М* —>М, то «і (Жц ..., ж 8 ) — у* — не всюду 
определенная высказывательная форма. Различают одно¬ 
местные, двухместные, трохмостныо и т. д. высказыва- 
толыіыо формы по числу входящих в них переменных. 
Так, 

2х2 = а: 

— одноместная высказывательная форма, а 

I >. т = х 

— трехместная высказывательная форма. Сами высказы¬ 
вания можно считать нульместными высказыватольными 
формами. 

Замечание 1. До сих пор, говоря о переменных, 
входящих в состав высказыватольных форм, мы имели 
в виду лишь переменные, вместо которых имело смысл 
подставлять их значения, т. о. так называемые свободные 
переменные. Однако в состав высказыватольных форм 
могут входить и другие, так называемые связанные пере¬ 
менные, вместо которых не имеет смысла подставлять 
их значения. Так, в выражении 

ѵ 

^ зігі'ж йх = г 
о 

поромонпые у иг являются свободными (при подстановке 
вместо них их конкретных значений мы получаем 
конкретное высказывание), а переменная х — связанной. 
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Подчеркнем, что высказывательная форма считается «-мест¬ 
ной, если она содержит $ свободных переменных. Всех 
переменных в форме может быть и больше. Так, выска¬ 
зывание (нульместная .форма) может содержать больше 
чем 0 переменных (разумеется, связанных), как, напри¬ 
мер, высказывание 


100 100 

2 ^ х 2 йх = 5, 
і=і і-і 
100 

содержащее две связанных переменных ( і и х). 

Замечание 2. Произведенное только что, в целях 
уточнения, деление переменных на свободные и связан¬ 
ные требует, в свою очередь, дальнейших уточнений. 
Дело в том, что могут встретиться каверзные случаи, 
когда одна и та же переменная является в данной форме 
и связанной, и свободной. Так обстоит дело с перемен¬ 
ной х в высказывательной форме 

$/'(■*)<** = 1* (4) 

о 

Приходится поэтому различать свободные и связанные 
вхождения данной переменной. Так, переменная х имеет 
три вхождения в форму (4): над знаком интеграла, после 
левой скобки и после буквы первое из этих вхожде¬ 
ний — свободное (если вместо него подставить какое-либо 
значение переменной ж, то получится осмысленное выра¬ 
жение), два других — связанные (ибо здесь подобная 
подстановка неуместна). В порядке дальнейшего уточне¬ 
ния нашей терминологии будем называть переменную, 
входящую в форму, свободной, если она имеет хоть одно 
свободное вхождение, и связанной, если все ее вхожде¬ 
ния — связанные. Будем далее под подстановкой вместо 
свободной переменной какого-либо ее значения понимать 
замену этим значением всех свободных вхождений дан¬ 
ной переменной и только их. Так, при подстановке 
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числа вместо х в форму (4) получим 

і 

о 

^ / (х) (ІХ = 1 

о 

(а нс 

о 

Из высказываний можно посредством так называемых 
операций исчисления высказываний, или операций алгебры 
логики, образовывать новые высказывания. Такпх опера¬ 
ций мы рассмотрим четыре: отрицание, конъюнкцию, 
дизъюпкцию и импликацию. 

Отрицание высказывания А обозначается А и озна¬ 
чает высказывание «не А » или «неверно, что И>>, т. е. 
высказывание, утверждающее, что А ложно. Очевидно, 
А истинно, если А ложно, и А ложно, если А истинно. 

Конъюнкция высказываний А и В обозначается А&В 
н означает высказывание «А и Въ, т. е. высказывание, 
утверждающее, что оба высказывания Л и В истинны. 
Очевидно, А&В истинно лишь в том случае, если и А 
и В истшшы, в остальных случаях А&В ложпо. 

Дизъюнкция высказываний А и В обозначается А\/В 
и означает высказывание *о4 или *) В», т. о. высказы¬ 
вание, утверждающее, что хотя бы одно из высказыва¬ 
ний А и В истинно. Очевидно, А\/В ложно лишь в том 
случае, если и А и В ложны; в остальных случаях А\/В 
истинно. 

Импликация высказываний А и В обозначается А—> В 
и означает высказывание «если А , то В» или «из А 
следует, что В»**), т. е. высказывание, утверждающее, 
что если А истинно, то и В истинно. Очевидно, Л—»В 


*) «Или» — норазделителыюе. 

**) Здесь и в дальнейшем необходимо иметь в виду, что в ма¬ 
тематическом языке принято специфическое употребление союза 
«если ..., то» и слова «следует», расходящееся подчас с обычным. 
Именно, если в условном предложении посылка невозможна илн 
неверна, то все предложение считается верным (каково бы ни было 
заключение). Так, считаются верными предложевия: «если 2x2 = 5, 
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ложно лишь в том случае, если А истинно, а В ложно; 
в остальных случаях А—>В истинно. 

Какие бы мы ни имели операции для образования 
одних высказываний из других, эти же самые операции 
способны из высказывательных форм производить новые 
высказывательные формы. Так, конъюнкцией высказыва¬ 
тельных форм х < 3 и х > 10 служит высказывателыіая 
форма ж<3($а:>10. Вообще, имея высказывательные 
формы 91 и 93, можно, очевидно, образовать формы 
91, 93, 91(5 93, 9ІѴ93, Ч Л —»93. Если 91 и 93 суть всюду 
определенные высказывательные формы (т. е. подстанов¬ 
ка в них любых значений их переменных делает их 
высказываниями), смысл полученных из них новых форм 
ясен без специальных пояснений (т. о. без специальных 
пояснений ясно, какие высказывания получаются из них 
при замене переменных их значениями). Если же раз¬ 
решать в качество 91 и 93 и не всюду определенные 
высказывательные формы, смысл производных форм 
уточняется следующим образом. 

Высказывательная форма 91 истинна для тех значе- 
чений переменных, для которых 91 ложна, ложна для 
тех значений переменных, для которых 91 истинна, и не 
определена для тех значений переменных, для которых 91 
не определена. 

Высказывательная форма 91 & 93 истинна для тех зна¬ 
чений переменных, для которых и 91 и 93 истинны, ложпа 
для тех значений переменных, для которых хотя бы 
одна из форм 91 и 93 ложна, не определена для тех зна¬ 
чений переменных, для которых либо обе формы 91 и 93 
не определены, либо одна из форм истинна, а другая 
не определена. 

Высказывательная форма 9ІѴ93 истинна для тех зна¬ 
чений переменных, для которых хотя бы одна из форм 


то 3x3=9» и «если 2x2=5, то 3x3=10» (синонимичные кон¬ 
струкции: «из 2x2 = 5 следует, что 3x3 = 9» и «из 2x2=5 сле¬ 
дует, что 3x3=10»). Нередко применяемые в расчете на впешний 
Эффект формулировки вроде «из лжи следует все, что угодно» или 
«если 2x2 = 5, то существуют ведьмы» надлежит воспринимать 
как тривиальные следствия из соглашений об употреблении слов 
«если..., то» и «следует», облеченные в нарочито парадоксальную 
форму. 
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31 и 85 истинна, ложна для тех значений переменных, 
для которых обе формы 31 и 58 ложны, и не определена 
в остальных случаях. 

Высказывательная форма 31 —* 58 истинна для тех значе¬ 
ний переменных, для которых 31 ложна или 58 истинна, лож¬ 
на для тех значений переменных, для которых 31 истинна 
и 58 ложна, и не определена в остальных случаях. 

Существуют, однако, операции, применимые только 
к высказывательным формам, не являющимся высказы¬ 
ваниями, т. е. к формам, содержащим свободные пере¬ 
менные. Это так называемые операции навешивания кван¬ 
торов , приводящие от высказывательпых форм к выска¬ 
зываниям или высказывательпым формам. 

Пусть 31 — высказывательная форма, содержащая сво¬ 
бодную переменную а: и не содержащая никаких других 
свободных переменных. Рассмотрим следующее предло¬ 
жение: «для всякого значения переменной х высказыва¬ 
ние, получающееся подстановкой зтого значения вместо 
х в 31, истинно», или короче: «для всякого х высказы¬ 
вание 31 истинно», или другими словами: «для всякого х 
имеет место (или справедливо) 31», или совсем коротко: 
«для всякого х 31». Это предложение мы обозначим (Ѵж)ЗІ. 
В случае, если 31 — всюду определенная высказыватель¬ 
ная форма (т. е. становится высказыванием при под¬ 
становке вместо х любого значения, взятого из обла¬ 
сти значений этой переменной), (Ѵя)ЗІ всегда является 
высказыванием, причем без дальнейших пояснений ясно, 
когда оно истинно, а когда ложно. В общем же случае 
понимание выражения (Ѵж)ЗІ уточняется следующим 
образом. Если при подстановке в 3( любого значения 
переменной х получается истинное высказывание, (Ѵя)ЗІ 
есть истинное высказывание; если при подстановке в 3( 
некоторого значения переменной х получается лож¬ 
ное высказывание, (Ѵж) 31 есть ложное высказывание; 
в остальных случаях (т. е. когда существует такое зна¬ 
чение переменной х, подстановка которого в 31 не обра¬ 
щает 31 в высказывание, и не существует такого значе¬ 
ния переменной х, подстановка которого в 31 превращает 
31 в ложное высказывание) (Ѵл?)3( не является ни истин¬ 
ным, ни ложным (т. ѳ. вообще не является высказыва¬ 
нием). 
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Знак V называется знаком квантора общности или 
просто квантором общности , а выражение (V х) — кван¬ 
тором общности по переменной х. 

Пусть теперь форма 31 содержит ровно две свободные 
переменные: х и у. Тогда выражение (Ѵя:)9{ есть одно¬ 
местная высказывательная форма с единственной свобод¬ 
ной переменной у. Вообще, если дана «-местная форма 91, 
содержащая свободные переменные л? І7 ■ . ., х „ то выра¬ 
жение (У;Г;)91 есть (« — 1)-местная форма, содержащая 
свободные переменные х и х иі , х 8 '(пере¬ 

менная Ж{, очевидно, — связанная: вместо нео нельзя 
иодставлять ее зпачения). Переход от формы 91 к форме 
(в частности, высказыванию) (Ул? { )91 называется навеши¬ 
ванием на форму 91 квантора общности по переменной х х . 

Пусть снова 91— форма, содержащая единственную 
свободную переменную х. Через (Эл?) 91 обозначим пред¬ 
ложение: «существует такое значение переменной х, что 
высказывание, получающееся подстановкой этого значе¬ 
ния вместо х в 91, истинно», или короче: «существует 
такое х, что высказывание 91 истинно», или другими 
словами: «существует такое х, что имеет место (спра¬ 
ведливо) 91», или совсем коротко: «существует такое х, 
что 91». (Эл:) 91 является истинным высказыванием, если 
существует такое значение переменной х, при под¬ 
становке которого в 91 получается высказывание, и при¬ 
том истинное; (Эл:) 91 является ложным высказыванием, 
если цри любом значении переменной х форма 91 ста¬ 
новится высказыванием, и притом ложным; в остальных 
случаях (Эл;) 91 не является высказыванием. 

Знак 3 называется знаком квантора существования 
или просто квантором существования , а выражение (Эл:)— 
квантором существования по переменной х. 

Ясно, что если 91 есть «-местная высказывательная 
форма, содержащая свободные переменные х и ..., л: 3 , 
то (Эя: г )9( есть («— 1)-местная высказывательная форма, 
содержащая свободные переменные х ѵ ..., л^, я: і+1 , ... 

..., л:„. Переход от формы 91 к форме (Эл: і ) 91 называется 
навешиванием на фому 91 квантора существования по пере¬ 
менной х і . 

Замечание 3, Пусть 91 — высказывательная форма, 
содержащая единственную свободную переменную х, а М — 
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какое-то множество. Полезно ввести специальные обозна¬ 
чения для предложений «для всякого значения перемен¬ 
ной х, принадлежащего множеству М, высказывание, 
получающееся подстановкой этого значения вместо х в 31, 
истинно» (сокращенно: «для всякого х из М 31») и «суще¬ 
ствует такое значение переменной х, принадлежащее мно¬ 
жеству М, что высказывание, получающееся подстановкой 
этого значения вместо х в 31, истинно» (сокращенно: 
«существует такое х из М, что 31»). Первое из них мы 
обозначим через (Ѵх € Л/) 91» второе —через (Эя 6^0 91- 
Смысл выражений (Уж 4 €-^021> (Эа^ЛОЗІ, где 31 — выска- 
зывательная форма со свободными переменными я 1( ..., х $ , 
ясен без дальнейших разъяснений. 

2. ИСТИННОСТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

Будем считать, что каждое высказывание обладает 
некоторым истинностным значением. Именно, каждому 
истинному высказыванию припишем истинностное значе¬ 
ние «истина» (сокращенно — ш»), а каждому ложному 
высказыванию — истинностное значение «ложь» (сокра¬ 
щенно—«л.»). В табл. 1 показано, как истинностные 
значения высказываний, полученных применением опе¬ 
раций алгебры логики к некоторым исходным высказы¬ 
ваниям, зависят от истинностных значений этих исход¬ 
ных высказываний. 

Таблица 1 


Истинностные значения высказывания 
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в 
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А&В 
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Пример. Проверьте (используя табл. 1), что истин¬ 
ностное значение высказывания [А —> (В V С)] V [А & С] 
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выражается через истинностные значения высказываний 
А, В, С посредством табл. 2. Проверьте, что та же табл. 2 
выражает зависимость истинностных значений высказы¬ 
вания ( А&,В)\/С от истинностных значений высказыва¬ 
ний А, В, С. 

Таблица 2 


Истинностные значения высказывания 
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Начиная с этого момента, мы отождествим выска¬ 
зывание с его истинностным значением*). 
Мы можем писать теперь 

(2x2 = 4) = 14, 

(2x2 = 5) = л. 

Отождествив высказывание с его истинностным значением, 
мы тем самым считаем равными высказывания с одина¬ 
ковым истинностным значением и получаем право писать, 
например, 

[А-*(ВѴ С)] V [Ііб] = ( А&В ) V С, (*) 

поскольку, в силу только что приведенного примера, для 
любых А, В, С истинностные значения высказываний, 


*) Процедент такого отождествления встречается, например, 
у С. К. Клини [1952] (стр. 202— 203 русского издания). 



ИСТИННОСТНЫЕ ЗНАЧЕНИИ 


63 


і) 

стоящих в левой и правой частях равенства (*) (а стало 
быть, в силу принятого отождествления, и сами эти 
высказывания), совпадают. 

Аналогично, подсчетом истинностных значений (что 
облегчается использованием табл. 1) без труда получаются 
равенства (1) —(10). 

І=А, (1) 

А&В = В&А, АуВ = ВуА, (2) 

(А&В)&С = А&(В&С), (А\В)уС = Ау{ВуС). (3) 

Равенства (3), выражающие ассоциативность конъюнкции 
и дизъюнкции, позволяют употреблять бесскобочную запись 
вроде АуВѵСуВ. 

А&А = А, АуА = А, (4) 

А&и = А, А&л = л, Ауи = и, Ау л = А. (5) 

Равенства (1) — (5) выражают свойства отрицания, конъюнк¬ 
ции и дизъюнкции, взятых в отдельности. Следующие 
равенства (6) — (7) выражают связь между этими опера¬ 
циями: 


( А&В)уС = (АуС)&{ВуС ), 1 
(А\В)&'С = {А&С)Ѵ(В&у, ) (6) 

Т&В = АуВ , А ѵ В = А&В. (7) 

Конъюнкцию, дизъюнкцию и импликацию можно выра¬ 
зить друг через друга и отрицание: 


А&В = АуВ = А->В, 

(8) 

АуВ = А&В = А->В, 

(9) 

А->В = 1уВ = А&В. 

(10) 


Какова бы ни была одноместная высказывательная 
форма 91 со свободной переменной х, истинностные зна¬ 
чения высказываний (Ѵа:)9І и (За:) 91 совпадают; точно так 
же совпадают истинностные значения высказываний (За:) 91 
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и (Ѵх)ЭД. Мы можем теперь записать это в виде 

Щ1=і(Э*)Й, (И') 

И = (Ѵа)«. (12') 

Отрицание высказывания, начинающегося с квантора, 
условимся для краткости обозначать более короткой чер¬ 
точкой, простирающейся только над первым квантором; 
например, вместо (Ѵх) (Зу) будем писать (Ѵх) (Зу) 9(, 
вместо (Ѵх) (Зу) 91 будем писать (Ѵх) (іу) 91 или, еще ко¬ 
роче, (Ѵх) (Зу) 91. Тогда только что написанные равенства 
(11') и (12') перепишутся в виде 

(Ѵ*)Я = (3*)Й, (Н) 

(3®) Ш = (Ѵх) Й. (12) 

Из этих равенств и равенства (1) вытекает, что кван¬ 
торы общности и существования выражаются друг через 
друга. Именно, из (1) и (11) вытекает 

(Ѵх) 91 = (Зі) *, (13) 

а из (1) и (12) вытекает 

(Зх)И = (Ѵ®)С (14) 

3. ПРЕДИКАТЫ И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ 

Начнем с примера. 

Пример 1. Высказывательная форма х > 3 каждому 
числу ставит в соответствие некоторое высказывание 
и тем самым некоторое истинностное значение: числу 0 — 
высказывание 0 > 3 (истинностное значение л), числу 
100 — высказывание 100 > 3 (истинностное значение и), 
числу 3 — высказывание 3 > 3 (истинпостное значепие л) 
и т. д. Мы имеем, таким образом, две функции, аргументы 
которых суть числа, а значения — высказывания (у одной) 
и истинностные значения (у другой). В силу принятого 
нами в предыдущем пункте отождествления высказыва¬ 
ний с их истинностными значениями обе эти функции 
совпадают, и мы имеем не две, а одну функцию. Обозна- 
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чим эту функцию через Т. В согласии с тем, как вообще 
вводятся в рассмотрение новые функции (см. пример 1 
из п. 2 § 2), мы можем ввести функцию Т равенством 

Т (ж) = а; > 3. (1) 

Функция Т из примера 1 является одноместным пре¬ 
дикатом. Предикатами, вообще называются функции, зна¬ 
чениями которых служат высказывания или, что для нас 
то же самое, истинностные значения. Совсем коротко 
определение предиката можно дать так: предикатом в мно¬ 
жестве М называется функция типа М{и, л}. Оче¬ 
видно, каждой одноместной высказывательной форме 91 
со свободной переменной х можно сопоставить некоторый 
предикат Р, вводимый равенством 

Р(э;) = 9І (2) 

(равенство (1) есть частный случай равенства (2)). Если х 
означает некоторый конкретный объект, то Р(х), как 
обычно, означает значение предиката Р для объекта х. 
Если же х просто буква (т. е. переменная), то Р(х ), оче¬ 
видно, есть высказывательиая форма. Сочетая один и тот 
же предикат Р с различными переменными х, у, г и т. д., 
мы иолучим различные высказывательные формы Р(х), 
Р(у ), Р{г) и т. д. (ясно, что все эти формы в каком-то 
естественном смысле «эквивалентны» друг другу; однако 
для наших целей нам нот нужды в этом разбираться). 

Пример 2. С высказывательной формой х > у можно 
сопоставить два двухместных предиката, 7\ и Т 2 : 

Т^х, у) = х>у, 

Г 2 (у, х) = х>у. 

Если областью значений переменной х служит натураль¬ 
ный ряд УѴ, а областью значений переменной у — множе¬ 
ство действительных чисел Б, то предикат 7\ определен 
на внешнем произведении [/V, Б], а предикат Т 2 — на внеш¬ 
нем произведении [Б, /V]. 

Пусть вообще 91 есть «-местная высказывательиая 
форма со свободными неременными х г , ...,х а . Обозна¬ 
чим через М і множество допустимых значений перемен¬ 
ной х і . Этой форме можно сопоставить «! предикатов. 

В. А. Ѵсшчіскіііі 
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Именно, для каждой перестановки . ..,/ 8 ) из чисел 
введем предикат Р^ .$, определяемый равен¬ 

ством 

р } х . = (3) 

Предикат Рі,...,і определен на внешнем произведении 
\М і^, ..., М ^]. 

С другой стороны, если Р есть «-местный предикат, 
а и 1 ,—, и ѣ — церемонные, то Р (и ѵ ..., и 3 ) — высказыва- 
тельная форма. 

Иногда для удобства высказывательная форма будет 
заключаться в скобки, Например, 

Т (г, х, у) = (х = у-\г г&х> у\). (4) 

Замечание 1. Если и ѵ ..., и 8 обозначают какие-то 
объекты, то Р(и 1 , ..., и 8 ) — значение предиката на наборе 
{и 1г ..., и л ), т. е. высказывание. Поэтому мы можем 
писать «пусть Р{и^ . .., м 8 )», или «если Р (м 1 , ...,и,)...», 
или «неверно, что Р(и х , —, и 3 )» ит. п. Поскольку, однако, 
мы не различаем высказывании и истинностных значений, 
мы можем с тем же успехом писать «пусть Р^щ, ..., и л ) = и», 
или «если Р{и х , ..., и а ) = и», или «новерпо, что 
Р (и ѵ ..., н 8 ) = и» ит. и. 

Еще раз подчеркнем, что предикаты — частный слу¬ 
чай функций и к ним применимо все, сказанное в § 2 
о функциях и их обозначениях. Так, например, мы будем 
различать предикаты, определенные на М и в М. Если 
нам понадобится, мы будем справа сверху от символа, 
обозначающего предикат, указывать в круглых скобках 
число его аргументов, например, Р ѵі> . Подобно тому, как 
на стр. 29 мы допустили нульместные функции, можно 
допускать и нульместиые предикаты. Существует ровно два 
всюду определенных нульместных предиката— « і' 0 ’ и л іа \ 

Замечание 2. Б добавление к указанным выше 
способам введения в рассмотрение функций (§ 2, п. 2, 
пример 1) мы будем употреблять иногда еще один, спе¬ 
цифический для предикатов, способ. Именно, желая упо¬ 
мянуть какой-либо предикат, мы разрешим себе для крат¬ 
кости просто взять в кавычки соответствующую выска- 
зывательную форму. Так, предикат Т из примера 1 мы 
можем обозначить просто «предикат п х > 3“». Разумеется, 
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этот способ однозначен лишь в применении к одномест¬ 
ным предикатам. Однако мы будем пользоваться этим 
способом и для многоместных предикатов в тех случаях, 
когда нам безразлично, о каком именно из «! предикатов, 
сопоставленных данной «-местной высказывательной форме, 
идет речь. Так, если мы говорим: «введем предикат 
„х > у“», это означает, что мы вводим какой-то (все рав¬ 
но, какой) из предикатов 7\ и Г 2 примера 2; а если мы 
говорим «предикат „х > г/“ интуитивно-вычислим», то это 
означает, что каждый из предикатов Т х и 7’ 2 примера 2 
интуитивно-вычислим. 

Чтобы задать предикат, достаточно задать высказы- 
вательную форму и для каждой переменной указать 
область ее значений. Как правило, впрочем, область зна¬ 
чений переменной не будет указываться явно, а будет 
ясна из контекста. Чаще всего этой областью будет слу¬ 
жить натуральный ряд N. 

В п. 3 § 2 мы определили операцию подстановки функ¬ 
ций в функцию. Определим теперь операцию подстановки 
функций в предикат. Проделаем, например, это для регу¬ 
лярной подстановки. 

Пусть мы имеем предикат Р (г) в М и функции 
/ ( Г>, /г п \ .. •, /г П) (г > 0) типа М п — >М. Образуем из них 
предикат (/ п) : 

Я (х±, ..., х п ) = Р (Д (х ѵ . .., х п ), ..., / г (х х , . . ., ж п )). 

Про так построенный предикат мы будем говорить, 
что предикат получен регулярной подстановкой функ¬ 
ций ..., / г в предикат Р. 

Также совершенно аналогично определению из § 2 
определяется просто подстановка функций в предикат. 

ПримерЗ. Рассмотрим в №° предикат Піѵ : Б іѵ (х, у)= 
= (у делится на х)*) и функции / 1 (х) = х 3 , / 2 (ж, у) — х ѵ , 
5ШП (х, у)=*Х + у. 

1) Регулярной подстановкой функций / 2 и зшн в пре¬ 
дикат Біѵ можно получить два предиката: „х ѵ делится 
на х + у“ и „х-\-у делится на х у “. 


*) «у делится на х» означает, что существует такое г, для 
которого г-х — у. Следовательно, в частности, Оіѵ(0, 0) = м. 
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2) Просто подстановкой функций Д, Д, вит в преди¬ 
кат Біѵ можно полудить неограниченное (За счет фик¬ 
тивных переменных) количество предикатов, например: 

Р 1 (х) = (х 3 делится на х), 

Р 2 (х, У)~ (# 3 делится на х), 
р з (х, у) = (у делится на х + у), 

Рі ( х > У) = ( х Делится на у), 

Р ь {х) = {х делится на х), 

Р 6 {х, у) = (х у делится на х 3 ). 

Легко видеть, что Р г ( х ) = и для всех х\ Р 2 (х , у)~и 
для всех пар {х, у)\ Р 3 (х,у) = и только для пар (0 , у)\ 
Рі( х іУ) — и тогда и только тогда, когда Біѵ (у, х) = и; 
Р ь \х) — и для всех х\ Р 3 (х, у) = и для пар (х, у), в кото¬ 
рых у> 3 и для пар (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (1, 2). 

Остается верным, разумеется, и аналог Теоремы о под¬ 
становке (теорема 1 из § 2). 

Теорема 1. Если предикат, получен подстановкой 
функций Д, ..., Д в предикат Р, то предикат может 
бытъ получен конечное число раз проделанной регулярной 
подстановкой из исходного предиката Р, исходных функ¬ 
ций Д, ..., Д, одноместных константных функций, функ¬ 
ций выбора аргумента и нигде не определенных функций. 

Каждому предикату Р в произвольном множестве М 
ставится в соответствие множество Ш М | Р(х) = и]. 
Это множество называется множеством истинности пре¬ 
диката Р. Мы будем обозначать множество истинности 

г—1 

предиката Р через Р . Каждому подмножеству Ь множе¬ 
ства М соответствует один и только один предикат Р 

I-I 

на М такой, что Ь = Р. А именно: Р(х) = (х$Ь). Сле- 
довательно, между подмножествами множества М и пре¬ 
дикатами на М существует взаимно-однозначное соответ¬ 
ствие. 

В § 2 п. 6 было установлено взаимно-однозначное 
соответствие между подмножествами множества М и всю¬ 
ду определенными функциями типа М— >{0, 1} («харак¬ 
теристическими функциями»). Получается тройное взаимно¬ 
однозначное соответствие между предикатами на М, 
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иодмножѳствами множества М и всюду определенными 
функциями типа М —>{ 0, 1}. Характеристическую функ¬ 
цию множества истинности предиката Р (на М) мы будем 
также называть характеристической функцией предиката 
а обозначать ее через % р . Следовательно, по определению: 

Хр=Х ? *)- 

Нам часто будет полезен в дальнейшем переход от 
множества Ьс_М к предикату „ж^ І/‘ или к характери¬ 
стической функции % ь ; от предиката Р (на М) к множе¬ 
ству Р или к характеристической функции % р ; и, нако¬ 
нец, от некоторой функции / тина М—>{ 0, 1} к множе¬ 
ству ё{х{М\/(х) = 1} или к предикату ,,/(а:)=1“. 

Замечание. Как и в случае функций вообще, из 
6-местного предиката в М при фиксировании г-го аргу¬ 
мента получается (в — 1)-местный предикат в М (ср. заме¬ 
чание в п. 2 § 2). 

Рассмотренные нами в п. 1 операции над высказы- 
вательными формами —операции алгебры логики и опера¬ 
ции навешивания кванторов —можно распространить и на 
предикаты и образовывать с помощью этих операций из 
одних предикатов другие. Займемся этим. 

Если Р есть предикат в М, то через Р будем обозна¬ 
чать предикат (снова в М), принимающий значение и 
для тех х^М, для которых Р принимает значение л, 
и принимающий значение л для тех х С М, для которых Р 
принимает зпачепие и. Области определения предикатов Р 
и Р, очевидно, совпадают. Если предикат Р определен 
па всем М, то 


Р = М\Р. (5) 

Пусть Р есть «-местный предикат в М. Для любого 
{х 1г ..., жДбЛР 5 , входящего в область определения пре¬ 
диката Р, значение отрицания высказывания Р (х ѵ ..., х а ) 
совпадает со значением предиката Р на (х г , ..., х а ) 

Р(х^ . • •, я 8 ) = Р {х ѵ ...,х а ). (6) 


*) Понятие характеристической функции для не всюду опре¬ 
деленных предикатов нам не понадобится. 
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Предикат Р естественно называть отрицанием предика¬ 
та Р. Ввести такое же четкое понятие конъюнкции пре¬ 
дикатов труднее. 

Пример 4. Пусть Р — двухместный предикат в М, 
а — трехместный предикат в М. Определим через Р 
и несколько предикатов в АТ 30 . 

Ді (ж. У, г) = Р (ж, у)&(? (ж, у, г) 

Я г — предикат в М 3 . Я х = (Р X Л/) |~| 

Я 2 (ж, у, 2 , и, ѵ)=Р (ж, у)& (г, гг, о) 

Я 2 — предикат в М в . Я 2 = (Рх М 3 ) ["]( М 2 х ) 

Я 3 (;г, у, 2 , и) = Р (ж, у) (5 (ж, у, г) 

Я 3 — предикат в М*, и —фиктивное переменное. Для лю¬ 
бых ж, у, 2 , и^М Я 3 (х, у, 2 , и) = (х, у, г). Я 3 = Я 1 х М 

Я 4 (ж, у, 2 , и) = Р (ж, у) (5 (ж, г, и) 

Л 4 — предикат в М 4 . Обозначим через Яд цилиндр в А/ 4 , 
восставленный из вдоль второй оси. Тогда Я 4 = 
= ("р" 1 X Л/ 2 ) [~)Яд 

Я в (ж, у, 2 , и) = Р (ж, у) (5 ( 2 , и, ж), ' 

Л в (ж, у, 2 ) = Р (ж, у) (5 <2(г, ж, ж). 

Любой из предикатов Я г — Я а естественно называть 
конъюнкцией предикатов Р и (?. Мы поступим так. 
Пусть Р есть г-местный предикат в М, а есть «-мест¬ 
ный предикат в М. Напишем равенство вида 

Я {х ѵ ж 2 , . . ., ж,) = Р (ж^, ж іг , • • •, х і ) <5 (ж, , ж,, • • •, ж із ), 

Г (?) 
где 2 — любое положительное число и каждая из пере¬ 
менных Хі к , х і. (1</с<г, 1</<«) есть одна из пере¬ 
менных х т (1 Равенство (7) определяет предикат 

Я в М 1 . Любой предикат Я, определенный равенством 
вида (7), мы будем называть конъюнкцией предикатов 

Р и <7- Множество истинности Я предиката Я зависит, 
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естественно, от множеств истинности Р, () предикатов 
Р и (см. пример 4). Мы не будем выражать эту зави¬ 
симость в общем случае. Выделим лишь один простейший 
частный случай. Пусть Р и суть «-местные предикаты 
в М. Простейшей конъюнкцией предикатов Р и назы¬ 
вается предикат Я (тоже в М*), определяемый равенством 

П (х ѵ ...,х 3 ) = Р(х ѵ ...,х 3 )&(? (х г . х а ). (8) 

Для случая простейшей конъюнкции 

7Г=рп^ О) 

Теорема 2. Если предикат Я является конъюнк¬ 
цией предикатов Р и (7, то он также может бытъ по¬ 
лучен при помощи подстановки (фактически достаточно 
трех ее частных случаев: перестановки аргументов, иден¬ 
тификации аргументов и введения фиктивного аргумента) 
и простейшей конъюнкции из предикатов Риф. 

Доказательство. Пусть предикат Я определен 
через предикаты Р и (7 согласно равенству (7). Из предика¬ 
та Р подстановкой получим предикат /*, : Р 1 (г,, ..., х,) = 
= Р (х іѵ х і 2 , ...,Х{.). Аналогично подстановкой из преди¬ 
ката (7 получим предикат (%, .. .,х ( ) = () ( х ,..., Х )). 

А теперь очевидно, что Я (х ѵ ..., х ( ) = Р 1 (х 1 , ..., х,) & 

& ( х ..., л:,). 

Из доказательства теоремы 2 видно, что ее результат 
может быть немного усилен, конкретизирован в виде сле¬ 
дующей теоремы 3. 

Теорема 3. Если предикат Я является конъюнкцией 
предикатов Р и @, то он также может бытъ получен 
как простейшая конъюнкция результатов регулярной под¬ 
становки функций выбора аргумента /і п) в предикаты 
Р и () (ср. с теоремой 1). 

Аналогично дело обстоит с дизъюнкцией и имплика¬ 
цией. 

Пусть Р есть г-местный предикат в М, а есть 
«-местный предикат в М. Любой предикат Я, определен¬ 
ный равенством вида 

Я (Жц ..., л: ( ) = Р ( Хі ... і Жі г ) V (я^і ■ • • і ж,-,), (10) 
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где I — любое положительное число и каждая из перемен¬ 
ных Хі к , Хц (1 < к < г, 1 < / < в) встречается среди 
х т (1 назовем дизъюнкцией предикатов Р и (?. 

Пусть Р и (? суть 8-местные предикаты в М. Про¬ 
стейшей дизъюнкцией предикатов Р и (? назовем предикат/?: 

П (*і . х*) = Р (®і, • •., х а ) V () (Жі, • • ■, а:.,)- (И) 

Для простейшей дизъюнкции 


Я = РЦ<?- (12) 

Справедливы следующие аналоги теорем 2 и 3. 

Теорема 4. Если предикат Я является дизъюнкцией 
предикатов Р и (?, то он также может бытъ получен 
при помощи подстановки и простейшей дизъюнкции из 
предикатов Р и (?. 

Теорема 5. Если предикат Я является дизъюнкцией 
предикатов Р и (), то он также может бытъ получен 
как простейшая дизъюнкция результатов регулярной под¬ 
становки функций выбора аргумента Р^> в предикаты 
Р и (?. 

Для импликации и простейшей импликации даются 
аналогичные определения. Остаются, разумеется, верными 
аналоги теорем 2, 4 и 3, 5. Напишем только аналог ра¬ 
венств (9), (12). Если 8-местный предикат Я есть про¬ 
стейшая импликация предикатов Р и (}, определенных 
на М\ то из равенства (10) из п. 2 и равенств (5) и (12) 
следует, что 

Ті = {М*\Р)1\0'. (13) 

Если Р есть 8-местный предикат, а и ѵ ..., и 6 —-пере¬ 
менные, то, как уже отмечалось, Р (и г , ..., и 8 ) есть выска- 
зывательная форма. Поэтому без дополнительных объяс¬ 
нений ясен смысл выражений (Ѵн { ) Р (щ, ..., и 3 ) и 
(Зи { ) Р (и и ..., и 8 ). Оба эти выражения суть (8 — 1)-местные 
высказывателыіые формы. Поэтому можно ввести преди¬ 
каты и (? 2 равенствами 

(н А , ••>,!![_]', ^, .. ., и 5 ) = (Ѵіі|) Р (Нц . • •, и 3 ), 

<?г («1 . . и иі .«Л = (Зн { ) Р (и ѵ . .., и 3 ). 
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Переход ох предиката Р к предикату называют шве- 
гииванием на предикат Р квантора общности по і-му аргу¬ 
менту, а переход от предиката Р к предикату (? 2 — наве¬ 
шиванием квантора существования по г-му аргументу. 
Если Р был предикатом н М\ то (?! и суть предика¬ 
ты в М 3 " 1 , причем для любого кортежа (я\, ..., х иѵ 

х и\, ■ • х ») € м 3 ' 1 

1) ^(^І. •••> ж і-і> х иі> •••.*.) 

тогда и только тогда, когда для всякого спра¬ 

ведливо 

Р (ж 4 , * *., ж^, а і, ..., ж а ), 

2 ) Яі( х л , ■ • -, х г. ѵ х ип • • •, х б) 

тогда и только тогда, когда существует такое х і ^ М, 
что справедливо 

Р (х і, • • •> х і-і> х і> х и Ѵ • • •) ж 8 ). 

На полученные предикаты можно снова навешивать кван¬ 
торы, получая (в — 2) -местные предикаты и т. д. После 
того, как навешено уже 8 кванторов, получается ноль- 
местпый предикат, т. е. высказывание. 

Так, навешивая на двухместный предикат Р каждый 
из двух кванторов по каждому из двух аргументов, по¬ 
лучим следующие 4 предиката Й г , і? 2 > #з> Я 4 : 

Пі ( у ) = (Ѵж) Р (ж, у), Н г ( х ) = (Ѵу) Р (ж, у), 

П я {у) = (Зж) Р (ж, у), і? 4 (ж) = (3 у) Р (ж, у ). 

Навешивая всеми возможными способами кванторы на эти 
предикаты, получим 8 выражений: 

(Ѵж) (Ѵу) Р (ж, у) , (Ѵу) (Ѵж) Р (ж, у), 

(Ѵж) (3 у) Р (ж, у),^ (Ѵу) (Эж) Р (ж, у), 

(Зж) (Ѵу) Р (ж, у), (Зу) (Ѵж) Р (ж, у), 

(Зж) (Эу) Р (ж, у), (Эу) (Зж) Р (ж, у). 

Вспоминая содержательный смысл кванторов, легко 
усмотреть следующие связи между выписанными восемью 



74 ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ МАТЕМАТ. ЛОГИКИ Сі 3 


выражениями: 

(I) (Ѵх) (У/у) Р (х, у) - (У/у) (Ѵх) Р (х, у), 

(Зх) (3 у) Р (х, у) = (3 у) (Зх) Р (х, у). 

Словами: одноименные кванторы можно переставлять. 

(II) Если (1у) (Ѵх) Р (х, у) = и, 

то (Ѵх) (3 у) Р (х, у) = и. 

Если (Зх) (У/у) Р (х, у) = и, 
то (У/у) (Зх) Р (х, у) = и. 

Обратное, вообще говоря, неверно: из (Ѵх) ( 3 у) Р (х, у) —и 
не следует, что (3 у) (Ѵх) Р (х, у) = и, и из того, что (У/у) (Эх) 
Р(х,у)~и не следует, что (Эх) (У/у) Р (х, у) =■ и. Так, 
если Р (х, у) = (у > х), то (Ѵх) (3 у) Р (х, у) = и, но 
(3 у) (Ѵх) Р (х, у) - л. 

Наконец, последовательным применением равенств (И) 
и (12) из п. 2 получаем равенства 

(III) (Ѵх) ( 3 у) Р (х, у) = (Зх) (У/у) Р (х, у), (14) 

(Зх) (3 у) Р (х, у) = (Ѵх) ( Ѵу) Р (х, у), (15) 

(3 у) (Ѵх) Р (х, у) = (У/у) (Зх) Р (х, у), (16) 

(Ѵх) (У/у) Р (х, у) = (Зх) (3 у) Р (х, у). (17) 

Словами равенства (14) —(17) можно выразить так: чтобы 
найти отрицание выражения, начинающегося с кванто¬ 
ров, надо кванторы общности заменить на кванторы 
существования, кванторы существования — на кванторы 
общности и взять отрицание от предиката. 

Свойства (Т) - (ІТІ) остаются верными и в общем случае. 
(I). Одноименные кванторы можно переставлять 


(Чхі) (Ѵа^-) Р (а?!* ■ • • > Я'і* • • • > • ■ 



= (Ѵа; ; ) (Іх і )Р(х и ... 9 х і9 , 

■ • * % • • •» а? в ), 

(18) 

Р і Я'і» • • •» X^ 9 • • 

• > ^з) “ 


= (3^) (3 х і )Р(х 19 .. х і9 . 

• • і Хр • • •« Я'з)* 

(19) 
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(II) . Квантор существования можно переставить за 
квантор общности в том смысле, что если 

(З^і) (^^') Р (^1) • ■ • » ^{1 ■ • • > • • •» = 

то (20) 

(Ѵж у ) (Эж 4 ) Р (х ѵ .. ., ж 4 . ж у , . .., ж,) = 

Обратное, вообще говоря, неверно. 

(III) Отрицание выражения, начинающегося с кванторов, 
получается заменой каждого квантора на двойственный 
и переходом от предиката к его отрицанию 


(Эж 4 )(Уж ; )Р(ж1 . х ѵ ... 

, Жу, ... 

. *.) = 


= (Ѵж 4 ) (Эжу) Р (ж 1( . 


. ., Жу, . .., ж,). 

(21) 

(Ѵж 4 ) (Эжу) Р (ж г .ж 4 , ... 

, Жу, . . . 

> ®.) = 


= (Эж 4 ) (Ѵж ; ) Р (х 1г . 

* *» Я'і» * 

. ., Жу, ..., ж 8 ). 

(22) 


Из определения проекции следует, что при навеши¬ 
вании квантора существования по і-му аргументу на пре- 


У 



дикат Р в М в множество истинности предиката Р проек¬ 
тируется на оси с номерами 1, 2. і— 1, і+1 . 8. 

Иными словами, если 

() (х 1г . . . , $1-1, #{ + 1, • • •, ж,) = 

= (Эж { ) Р (ж,, .. ., Жі.!, х и х иі , .... ж 8 ), (23) 
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ТО 

<? = ПРі,2 . і-1,1+1 .8 Р- 

Это можно наглядно доказать на рисунке для 8 = 2 и 
М — N. Если предикат Р определяется нарисованным на 

рис. 5 множеством Р, то предикат (^, определяемый ра¬ 
венством (? (ж) = (3 у)Р(х, у), имеет в качестве множества 

истинности множество пр х Р — % {ж | 5 < ж < 11). Например, 

И С (?, так как (3 у)Р(\і, у) = и, а именно: Р (11,7) = и. 
Замечание. Верно и обратное. Если 

К — Іфі, 2. і— 1, і+1 .8 Е, 

где Кс^М 3 ' 1 , Ьс^М 3 , то предикат () (х 1г ..., х і _ 1 , 
х иі, •. * 8 ) = ((^і> • ■ •. х і-і> а 'і + і> • • •. х в) € к ) получается 
навешиванием квантора существования по і-му аргументу 
на предикат 

Р (ж 1( . . ., Х і _ 1 , Ж ; , Ж ( ..., ж 8 ) = 

= ((^1, • ■ •, Х і-1, х і, х иі, ■ • •, х і) е Е)- 

Выразить в таких же общих теоретико-множественных 
терминах множество истинности предиката, получающегося 
навешиванием квантора общности на некоторый другой 
предикат, тоже можно, но это будет гораздо менее на¬ 
глядно. А именно: если 

Я (^Т» ■ ■ • > х г-1> х і + 1< • • • > а Л = 

= (Ѵх і )Р(х 1 . х 1т} , ж { , х и1 .ж 8 ), 

где Р — предикат на М 3 , то ыз (13) из л. 2 и из (5) 
и (23) следует 

АР' 1 \ прі, 2 . і-і, і+і .в (М 3 \Т). (24) 

В дальнейшем нам часто понадобится сравнивать пре¬ 
дикаты лишь по их множествам истинности и, так ска¬ 
зать, не различать предикаты с одинаковыми множествами 
истинности. Более точно. Пусть Р и (? - предикаты в М, 
а а и Ъ — какие-нибудь элементы из М. Будем писать 

Р (а) ~~ ()((>), 
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если либо 1) Р(а) — и и () (Ъ) = и, либо 2) 7* (а) равно л 
или не определено и () (6) равно л или не определено. 
Таким образом, если Р и () — предикаты в М, равен¬ 
ство Р = справедливо тогда и только тогда, когда для 
всех х из Л/ имеет место Р (х) (х). 

Пример 5. Для всех (х,у)€Н 2 

( = 19 ) ^ ^ + Х У + У 2 ~ 19 )- 

Поэтому множества истинности предикатов 7\: 7\ (х, у) = 
= = 19 ") и М*. у) = (а; г + хг/-і-г/ г = 19) равны 

(хотя сами предикаты 7\ и Т 2 не равны: Т г (0,0) = л, 
а 7\ (0, 0) не определено). 

Пусть 31 — одноместная (для простоты) высказыватель-* 
ная форма, а М — область значений ее переменной. Тогда, 
как уже указывалось выше, запись 

7>(х)=31 

вводит предикат Р, значение которого на любом х € АІ 
равно результату подстановки этого х в высказывательную 
форму 31 (например, если этот результат не есть выска¬ 
зывание, то и Р (х) не определено). 

Очевидно, если для всех х^М Р(х) = 31 и ()(х) = 31, 
то предикаты Р и @ просто совпадают. Однако для нас 
в большинстве случаев будет излишним такое полное 
совпадение предикатов, а будет достаточно совпадение 
их множеств истинности. Поскольку, если для всех 
х^М 7 > (х)^3( и @(х)~3(, то множества истинности 

предикатов Р и () совпадают (Р = ()), разрешим себе 
вводить новые предикаты следующим образом: «введем 
предикат Р такой, что Р(х)~ЗІ», понимая под этим, что 
мы вводим к а к о й-т о из предикатов Р в М, удовле¬ 
творяющих — для всех хеМ-соотношению Р (х) ~31. 
Заметим, что если дополнительно потребовать, чтобы пре¬ 
дикат Р был всюду определен, то соотношение Р (х) ~ 31 
определит предикат однозначно. Таким образом, фраза 
«введем предикат Р на М такой, что 7 ? (х)~31» задает 
единственный предикат Р, истинный для тех х^М, 
Для которых 31 истинна, и ложный для тех х^М, для 
которых 31 ложна или не определена. 
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4. ОГРАНИЧЕННЫЕ КВАНТОРЫ 

Уменьшим степень общности наших рассмотрений. 
До сих пор мы, в основном, рассматривали функции 
и предикаты, заданные в произвольном множестве. Но 
для нас основным полем изучения будет множество ІѴ°°. 
Все вышеизложенное будет нами, главным образом, при¬ 
меняться именно к множеству №°. Начиная с настоя¬ 
щего момента, мы и будем вести наше изложение при¬ 
менительно к множеству N со . Это связано, впрочем, 
с существом изучаемого вопроса, поскольку числовая 
природа элементов множества ІѴ°° позволит нам ввести 
ряд новых операций над предикатами. Речь идет, прежде 
всего, о так называемых «ограниченных кванторах». 

Пусть 31 - одноместная высказывательная форма со 
свободной переменной х, принимающей в качестве значе¬ 
ний натуральные числа. Выражение «для всякого значе¬ 
ния переменной х, не превосходящего г, высказывание, 
получающееся подстановкой этого значения вместо х в 3(, 
истинно» есть одноместная высказывательная форма со 
свободной переменной г. Обозначим эту форму через 

(Ѵа;).31. (1) 

Х<2 

Аналогично, высказывательную форму «существует такое 
значение переменной х, не превосходящее г, что выска¬ 
зывание, получающееся подстановкой этого значения 
вместо х в 31, истинно» обозначим через 

(Э*)ЗС. (2) 

Х<2 

Если 31 — высказывательная форма со свободными пере¬ 
менными х, у г . у а , причем множество допустимых 

значений переменной х есть натуральный ряд, то (1) 
и (2) суть высказывательные формы со свободными пере¬ 
менными у г , ...,у а , г. Очевидно, для любой формы 31 


(Ѵа;) 31 = (Ѵа:) (а; < г —» 31), 

ас<2 

( 3 ) 

(За:) 31 = (За:) (х < % <5 ЗС). 

*<* 

( 4 ) 



«1 


ОГРАНИЧЕННЫЕ КВАНТОРЫ 


7У 


Через 


(Ѵх)Я 

(5) 

Х<2 


(Эх) Я 

Х<2 

(6) 


обозначаются, соответственно, высназывательные формы 
«для всякого значения переменной х, меньшего г, выска¬ 
зывание, получающееся подстановкой этого значения 
вместо х в 21, истинно» и «существует такое значение 
переменной х, меньшее г, что высказывание, получаю¬ 
щееся подстановкой этого значения вместо х в Я, 
истинно». 

Чтобы придать смысл этим формам при 2 = 0, поло¬ 
жим по определению 

(Ѵх)Я = ад, (7) 

х<0 

(Эх)Я = л. (8) 

х<0 

Тогда для любой формы Я: 

(Ѵх)Я = (Ѵх)(х< г-»Я), (9) 

Х<2 

(3*) Я = (3*) (X < 2(5 31). (10) 

Х<2 

Выражения вида (Ѵх), (Эх), (Ѵх), (Эх) называются 

к<г х<.г х<г х<г 

ограниченными кванторами общности и существования, 
причем первые два квантора — нестрого ограниченными, 
а последние два — строго ограниченными. В случае необ¬ 
ходимости отличить от ограниченных кванторов «просто 
кванторы», введенные в п. 1, мы будем «просто кванторы» 
называть неограниченными. ■* 

Переход от высказывательной формы Я к любой из 
форм (1), (2), (5) или (6) называется навешиванием огра¬ 
ниченного квантора на форму Я. 

По аналогии с предыдущим пунктом естественным 
образом вводится навешивание кванторов на предикаты. 
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В самом деле, если Я - предикат в /Ѵ\ то можно ввести 
(при каждом /•<.«) следующие четыре предиката в Д'” 



■ , Г(-1> х 4ч1 , . . 

., х 8 , 2) 

= (Ѵг і )Я(х 11 .. 

.Г ; <2 

■ > ”0> 

(; 2 (.хі, .. 

• ) Г 4 _1, х 4+1 , . . 

., а 3 , 2 ) 

= (3* і )Я(а: 1 , .. 

х.<г 

■, *,). 

<?з(.Гі, .. 

• > ^І-І’ Я І +1’ • • 

., х 3 , г) - 

= (Ѵх і )Я(.г 1 , .. 

л". г 

і 

•’ х з)< 

(?4 (.'і. •• 

•1 г-і- 1 , а-.+і, • • 

., Х (Ч , 2 ) 

= (Эх і )Я(.г 1І .. 

■, - г 3 ). 


получающиеся, как говорят, навешиванием ограниченных 
кванторов на предикат Я по і-му аргументу. 

Указанные в п. 3 свойства неограниченных кванто¬ 
ров переносятся и на ограниченные кванторы. Например: 


(Ѵ*і) (V*,) р (*!, •••.*; .*.) = 

т.<и .ту <гі 

= (Ѵ.т.) (ѴХі) Р (з\, .. . , Г ;,, .... .т ; , ..., х 8 ). 

*у<У 


(И) 


Если 


то 


(Э*і) (Ѵжу) Я (д-і, • • •» -И’ ■ • • > -О* • • • > ■*.<) — 

х.^и х г <;о 


(Ѵжу) (Эж 4 ) Я (.?-!..г 4 , . .., Ту, ..., .г„) = м, 

Жу< 1 ) Ж^ІІ 


( 12 ) 


(Эя?{) (Ѵ^) * • *» * * •» і ^■**■ 

Л’|<П Х^Ѵ 

= (Ѵ*і) (Эх,) Я к, • • ■, Х Ѵ . . •, .Гу, .... *„). (13) 

х^и Ту<и 

Отметим некоторые дополнительные свойства. 

Если 2 ^ 22 , то из (Зг 1 )Я(г 1 , ...,х^) = и следует 

Х і< г і 

(Эг { ) Я (х г , .... .х 8 ) = и. (14) 

*і< г 2 
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И двойственно: если ъ ѵ < г 2 , то из (Ѵж 4 ) Р («!. х $ ) “ ** 

Х І <г 2 

следует 

(\/х і )Р(х 1 , .. х $ ) = и (15) 

х і< 2 і 

(За^і) Р (х г , • • •, а;,) = Р (а: 1( ..., х і _ 1 , 0, а; 4+1 , • • •, х г ) V 

*і<2 

V ^ О^і» ■ • • > х і+ѵ • • •» ■*'») V • • • 

... V Р(* 1 , • • •. Жі- 1 . 2 , я 4+1 , .. х,), (16) 

(Ѵач) Р (аг 1 , ..., а: 4 ) = Р (а^, .. ., а: 4 _ 1 , 0, а: 4+1 , •.., а;,) (X 

Х 4 <2 

(X Р (а' 4 , . * *, а: 4 _ 4 і 1, а: 4ч4 , • •. , а: 8 ) <Х ... 

. .. сХ Р (а: 1 , • • • і а: і _ 1 , 2 , а: 4+1 , • • •, а: 8 ). (17) 

Никакой принципиальной разницы между нестрого 
и строго ограниченными кванторами нет. Разница между 
ними чисто техническая. Все свойства одних — с неболь¬ 
шими, чисто техническими изменениями — переносятся на 
другие. Поэтому мы, как правило, будем высказывать 
(см., например, (14) —(17)) или доказывать (см., напри¬ 
мер, теорему 15 из § 5) утверждения только про какой- 
нибудь один вид ограниченных кванторов, молчаливо рас¬ 
пространяя их и на другой вид. Напротив, разница 
между ограниченными и неограниченными кванторами 
есть и очень большая. Мы на ней остановимся под¬ 
робнее в п. 9. Пока же просто заметим, что предикаты 
с ограниченными кванторами гораздо «финитнее». Они 
даже выражаются, как показано в (16) и (17), через 
дизъюнкцию и конъюнкцию, т. е. квантор в них может 
быть устранен, элиминирован. 

5. ОПЕРАТОР «НАИМЕНЬШЕЕ ЧИСЛО» 

При навешивании кванторов мы получали из преди¬ 
катов снова предикаты. Сейчас мы введем оператор, обра¬ 
зующий из предикатов функции. Пусть Р — предикат в 
ІѴ 3 ($> 1). Фиксируем х\, х\, ..., ж®_і, ж?+і, .. х%. Через 
..., Хі-і, х { , х1 +і , ..., х°) обозначим наимень¬ 
шее число у 0 такое, что Р{х °, ..., 2 °_ 1 , у 0 , х\+і, ... 
..., х\) = и. Возьмем другой набор: х[, х' 2 , ..., ж 4 _і, 

® В. А. Успенский 
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Жі+і, ..., х' а значений переменных. Снова через (рж { )Р (х [,... 

Жі_і, ж { , . ..,ж в ') обозначим наименьшее чис¬ 

ло у' такое, что Р(х\, ..., ж(_ ь у', х' і+и ..., ж в ') = ад 
и т. д. При таком понимании выражения (да; 4 ) Р (а^, ... 

..., ж 4 _ 1( х 0 х і+1 , ..., ж 8 ) равенство 

У = (^і) Р ( х и • • •. *і-і, х и х і*і . • • •, х в) (!) 
определяет в ІѴ 8 ' 1 функцию, которая кортежу (ж 1 , ..., х иі , 
ж і+1 , ..., ж 8 ) ставит в соответствие наименьшее число у 
такое,, что Р (х и ..., ж і _ 1 , у, х і+1 , ..., ж 8 ) = м. Сделаем 
два уточнения. Если для некоторого кортежа (ж ь ... 
..., х { _ г , ж і+1 , ..., ж 8 ) не существует такого у , что 
Р(ж 1( ..., х 4-1 , у, ж і+1 , ..., х а ) — и, будем считать на этом 
кортеже функцию, заданную равенством (1), не определен¬ 
ной. Это вполне естественное соглашение. Второе уточне¬ 
ние, которое мы сейчас сделаем, покажется, быть может, 
читателю менее естественным. Его смысл станет ясным 
в п. 9. Может случиться, например, так, что на корте¬ 
жах {х\, ..., ж?_і, I, х° і+і , ..., ж?) при і, 0 <г< 2 /° — 2, 
предикат Р определен и равен л, на кортеже (ж°, ... 

..., ж?_і, у 0 — 1, ж°_|_і, ..., ж}> не определен, а на кортеже 
(ж°, ..., ж?_і, у 0 , ж“-|_ь ..., ж°) определен и равен и. 
В этом случае у 0 , конечно, является наименьшим числом I 
таким, что Р(х\, ..., ж 4 і і, I, х\+и ..., х\) = и. Но мы 
все-таки не будем в этом случае считать число у 0 значе¬ 
нием функции, заданной равенством (1). В этом 
случае мы также будем считать функцию, заданную 
равенством (1), не определенной на кортеже (ж°, ..., ж?_і, 
ж?+ 1 , ..., ж°). Для общего случая наше второе уточне¬ 
ние можно сформулировать так: через (рж^Р^, ..., ж і _ 1 , 
х і> х і+ 1 , • • • > х») мы обозначаем такое число у, что на 
всех кортежах {х и ..., ж і _ 1 , I, ж і+1 , ..., ж { ) при I, 0<г< 
Ку— 1, предикат Р определен и равен л и Р(ж 1; ... 

• • • > Х і-\1 Уі Х і+11 • • • I х з) — 

Введенный оператор, порождающий из предикатов 
(в 7Ѵ 8 ) функции (типа 7Ѵ 8 " 1 —мы будем называть опера¬ 
тором наименьшего числа или оператором «наименьшее 
число» или просто оператором р *). 

*) В частности, при »= 1 оператор р порождает из предиката 
Р а ’> в ІѴ 1 нульместпую функцию: г/ = (рж) Р(х). В ряде случаев, 
например, если не существует такого х, что Р(х)—и, эта функция 
может быть нигде не определенной. 
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Оператор р будет нами чаще всего навешиваться на 
предикаты некоторого специального вида. Пусть / — функ¬ 
ция тина 7Ѵ 8 — Тогда равенство «/(ж х , .... х и 
х ..., ж 8 ) = 0» определяет предикат в №. Вот на пре¬ 
дикаты именно такого специального вида мы и будем ча¬ 
ще всего навешивать оператор р. Про оператор р, применен¬ 
ный к предикату „/ (ж 1 , ..., ж 8 ) = 0‘, мы условимся говорить, 
что оператор р применен к функции /. Для оператора р, 
примененного к функции /, наши оговорки и уточнения 
формулируются так. Выражение (рж { ) [/ (ж г , ..., х иі , х ѵ 
х и1 , ..., ж 8 ) = 0] обозначает число у такое, что для всех 
2, 1+ 0<2<у-1, значение }{х ѵ .... ж^, I, ж і+1 , .... ж 8 ) 
определено и больше 0, а / (ж ь ..., у, ж і+1 , ..., х 3 ) 
определено и равно 0. 

Пример 1. На предикат (х, у) — (х — у > 10) наве¬ 
сим оператор р по х. Рассмотрим функцию §: § (у) = 
= (рж) (7 (х, у). § (0) = 11. #(3) = 14. Навесим теперь опе¬ 
ратор р по у. Введем функцию Н: Н (ж) = (ру) $ (ж, у). 
&(20) = 0. Л (11) = 0. /г (10) не определено, так как в N 
не существует такого у, что 10—у >10. 

Пример 2. Рассмотрим предикат (ж, у) = 

у >10] . Навесим на него оператор р по ж. 

Положим (у) = (рж) (ж, у). (0) = И. Но (3) на этот 

раз не определено (ср. пример 1), так как хотя @і (14,3) = и 
и 3) = л для і : 0<2<12, но (^(13,3) не опреде¬ 

лено. 

Пример 3. Применим оператор р к всюду опреде¬ 
ленной константной функции 5 <2> . Рассмотрим функцию, 
определенную равенством у = (рі) [5 (ж, I) = 0]. Эта функ¬ 
ция нигде не определена, так как для любого ж не 
существует такого і, что 5 (ж, і) — 0. Оператор р перевел 
всюду определенную функцию 5 <2) в нигде не определен¬ 
ную (одноместную) функцию. 

6. ОГРАНИЧЕННЫЙ ОПЕРАТОР «НАИМЕНЬШЕЕ ЧИСЛО» 

Оператор р, рассмотренный в предыдущем пункте, 
был «неограниченным» оператором. Подобно тому, как 
после неограниченных кванторов (п. 1) мы ввели кванторы 
строго и нестрого ограниченные (п. 4), мы сейчас введем 
ограниченный оператор р. 


Г х (х —13) 
I х—і'і 


в* 
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Пусть Р — предикат в УѴ 3 . Будем считать, что выраже¬ 
ние ( ііх і )Р(х 1 , . .., х і _ 1 , х і , х иі , ..., х ѣ ) обозначает такое 

х і<* 

число у, не превосходящее г, что Р{х х . х { _ х , I, 

х і+1 . х а ) определено и равно л для I: 0<<<г/—1 

и Р(х х . Х 1 _ л , у, х і+1 , ..., х а ) = и. Если для всех I: 

О < і < 2 — значение Р (х х . х иі , і, х і+1 , ...,х а ) определено 

, и равно л, то, в отличие от неограниченного оператора р, 
мы будем и в этом случае приписывать выражению 
(ря { ) Р(х х . х а ) некоторое числовое значение. А именно: 

*і<* 

пусть по определению в этом случае 

0**і)Р(* 1, •••.*»-!, * і + і, •••,*,) = 2+1. 

*і « 2 

Почему мы именно так доопределили функцию 
у = (рж { ) Р {х х . х { _ 1г х и х іл . х а ), станет ясным 

в § 4. Пока же заметим, что если неограниченный опе¬ 
ратор р мог из всюду определенного предиката породить 
не всюду определенную функцию (пример 3 в п. 5), то 
ограниченный оператор р всюду определенный предикат 
переводит всегда во всюду определенную функцию. 

Функция у = (р*і) Р (х и ..., х іл , х и ® 1+1 . х а ) за- 

х і< г 

висит, разумеется, и от 2 . Ограниченный оператор р 
переводит предикат в А гз в функцию типа А 3 —>А, зави¬ 
сящую от х х . а+і, Х иі . х а и 2. 

Как и в и. 4, кроме только что рассдютрен- 
ного нестрого ограниченного оператора р можно ввести 
и строго ограниченный оператор. Доопределим функцию 
у = (\іх і )Р(х 1 , . х { _ и х іг ж і+1 , ..., х а ) так, чтобы всю- 

*і< 2 

ду определенный предикат Р переходил во всюду опре¬ 
деленную функцию. Для этого надо доопределить 

выражение (рж { ) Р (х х .ж 4 _ 1; х и ж і+1 , ..., х а ) в двух 

*і < 2 

случаях: во-первых, при 2 = 0 и, во-вторых, когда для 

некоторого {х х . ,т і _ 1 , х их , ..., х а ) и некоторого г 

Р(х х , ..., х г _ х ,Ь, х иі , ..., х а ) определено и равно л для 
всех I: 0<г < 2 . 
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Положим при любых х и ..., х і _ 1 , ж і+1 , ж 8 

(цх { ) Р (х х , .... х иі , х и х ии ..., х„) = 0. 
*{<0 


Если для некоторого {х и .... х и1 , х их . ж в ), для 

некоторого 2 и для всех I: 0<і<2 Р(х х , ..., х ѵл , і, 
ж І4І , ■ • •, х ѣ ) определено и равно л, положим 

(Н'^і) Р ( ж 1> *і-і, ж і + 1> == 2. 

Теперь всюду определенный предикат (на А 78 ) перево¬ 
дится строго ограниченным оператором р во всюду опре¬ 
деленную функцию (типа А 3 —>А). Причины именно 
такого доопределения функции у = (цхі) Р (х 1г ...,х і _ 1 , 

ж ; , ж і+1 . ж 8 ) будут выяснены в § 4. Пока что заметим 

только, что, в силу введенного доопределения, всегда 

(ржі) Р (х х .ж,) = (| 1 *і) Р (х х .*,). (1) 

*{<* ^< 2+1 

7. ОГРАНИЧЕННЫЙ ОПЕРАТОР «НАИБОЛЬШЕЕ ЧИСЛО» 

Нам будет полезен «двойственный» к ограниченному 
оператору наименьшего числа ограниченный оператор 
наибольшего числа. 

Пусть Р —предикат в А 3 .Обозначим через (р'Ж{) Р(х Л ,... 

..., ж..!, х і , ж і+1 , ...,х в ) такое число у, не прево¬ 
сходящее 2 , что Р(х х . . у, х иі .Ж») = м, 

но для всех і : у <?<2 — значение Р(х х , 
х иі , ..., х ,) онределено и равно л. Если для всех I: 
0 < I < г — значение Р(х Л , ..., х х _ и I, ж і+1 . х ѣ ) опре¬ 

делено и равно л, положим 

ІР’Хі)Р{х . . х { _ х ,х { , ж і+1 , . .ж 3 ) = 2 + 1 . 

Х і< г 

*• 

Ограниченный оператор наибольшего числа или, просто, 
оператор р' переводит предикат Р (в А 8 ) в функцию 
У = (р'ж { ) Р (х х , ...,х г ) типа А 8 —►А", зависящую от 

*і<2 

■ с ѵ ■ ■ ■, х { _ г , ж і+1 , . .ж, и 2 . 
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Если Р — предикат на 7Ѵ 8 , оператор р' выражается 


через оператор 

р: 


(Р'*і)Р(*1 . 

> %і-і* ^і+1» ■ • •» 

*.)=- 




= (і*®і){Р(® 1, • 

* * і *^г-1» *^г> *^г+1» * 


Ж і< г 


«г 


-^р(х^ х иі . 

. ж 8 )])- С 1 ) 


Можно употреблять, конечно, и строго ограниченный 
оператор «наибольшее число». При 2 = 0 положим 

Р ( х і> • • •, *!-!, х и х ии = 0 . 

* 4 <о 

Если для всех 1 : 0 <<< 2 — значение Р (х 1У ..., I, 
ж і+1 , х 8 ) определено и равно л, положим 

Р (®і. • • •» х і-ъ х и х ии ■ ■ •, х в) = 2 - 

Х і<* 

8. ОГРАНИЧЕННЫЙ ОПЕРАТОР «ЧИСЛО ТЕХ, КОТОРЫЕ» 
ПустьР— предикат в УѴ 8 . Обозначим через ( ѵх { ) Р(х и ... 

*і<г 

..., ж { , ж і+1 , ..., х г ) число тех I, не превосходя¬ 

щих 2 , которые удовлетворяют условию: Р {х 1 , ... 
..., Жі.ц *, ж 4+1 , ..., х ѣ ) = и. Ограниченный оператор «чис¬ 
ло тех, которые» или оператор ѵ переводит предикат 
Р (в УѴ 8 ) В функцию у = (ѵх і )Р(х 1 . ®і-і, ®і, ®і +1 ,- • • 

..., х,) типа УѴ 8 —> N, зависящую от ..., х і _ 1 , х иі , . .. 

. , х в И 2. 

Строго ограниченный оператор «число тех, которые» 
при 2 = 0 доопределим нулем: 

(ѵх { ) Р (ж 15 ..., х { _!, х и х и1 , ..., Х 3 ) = 0. 

* { <0 

9. ИНТУИТИВНО-ВЫЧИСЛИМЫЕ ПРЕДИКАТЫ 

Предикат — частный случай функции. Поэтому можно 
говорить и об интуитивпо-вычислимых (лучше, быть мо¬ 
жет, было бы сказать — об интуитивно-проверяемых) пре¬ 
дикатах. Посмотрим, как влияют на интуитивную вычи- 
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слимость предикатов операции над предикатами, введен¬ 
ные в пи. 3 — 8. 

Операции исчисления высказываний: отрицание, конъюнк¬ 
ция, дизъюнкция, импликация — сохраняют интуитивную 
вычислимость. 

Неограниченный квантор общности нарушает, вообще 
говоря, интуитивную вычислимость предиката. Если даже 
предикат Р (в 7Ѵ 2 , для простоты) интуитивно-вычислим, 
то мы, вообще говоря, все равно не знаем, как вычислить 
^ 1 (x 0 ) = (\/у) Р{х 0 , у). Ведь для вычисления (2і(х 0 ) надо 
вычислить бесконечное число значений предиката Р: 
Р(х 0 0), Р(х 0 , 1). Р{х 0 , 2) и т. д. 

Это рассуждение, разумеется, не претендует на то, 
чтобы установить отсутствие интуитивной вычислимости 
у предиката <2і(х) = (Ѵу) Р (х, у). (Вообще, распола¬ 
гая лишь интуитивным пониманием вычислимости, мы 
можем в ряде случаев установить вычислимость конкрет¬ 
ных функций и предикатов, но никогда не сможем уста¬ 
новить невычислимость какой-либо конкретной функ¬ 
ции или предиката.) Проведенное рассуждение носит 
чисто эвристический характер. Оно должно вызвать 
у читателя сомнение в интуитивной вычислимости пре¬ 
диката и ожидание, что может оказаться и не 
интуитивно-вычислимым. Вычислимые предикаты Р, 
Для которых соответствующие предикаты () г будут 
не вычислимыми, действительно (существуют; пример 
такого предиката будет построен позже (пример 14 
в п. 2 § 9), после уточнения понятия вычислимости. 
А пока мы ограничиваемся чисто декларативным заявле¬ 
нием «С чего бы предикату быть интуитивно-вычисли¬ 
мым?», подкрепленным тем, что поиски алгоритма, вы¬ 
числяющего значения (2 1У оказываются безуспешными. 
(Сделанный в этом абзаце комментарий остается в силе 
и для других проводимых в этом пункте исследований 
неограниченных операторов.) 

Впрочем, если Р есть-.предикат на ІѴ 2 , то неко¬ 
торой весьма слабой интуитивной вычислимостью преди¬ 
кат (? г все же обладает. Именно, существует алгоритм, 
позволяющий вычислять значения для всякого х 0 , 
для которого высказывание (Ѵу) Р (х 0 , у) ложно. Алго¬ 
ритм состоит в том, что надо вычислять значения Р(х 0 , 0), 
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Р(х 0 , 1), Р(х 0 , 2), ... до тех пор, пока мы не наткнемся 
на значение л (а если (У/у)Р(х 0 , у) ложно, то на такое 
значение мы непременно наткнемся); тем самым мы уз¬ 
наем, что (?і(х 0 ) = л . Для тех х 0 , для которых 
(Ѵу) Р (х 0 , у) истинно, этот алгоритм ничего не даст, ибо 
процесс его применения никогда не закончится. 

Неограниченный квантор существования также сохра¬ 
няет в некотором ослабленном смысле интуитивную вы¬ 
числимость. Если Р — интуитивно-вычислимый предикат 
на ІѴ 2 и (?ъ(х 0 ) = (3у) Р(х 0 , у) = ад, т. е. существует такое 
у 0 , что Р(х 0 , у 0 ) = и, то, вычисляя последовательно 
Р(х 0 , 0), Р(х 0 , 1), Р(х 0 , 2), ..., мы, в конце концов, 
вычислим Р(х 0 , у 0 ) и узнаем, что @ 2 (ж 0 ) = м. Если же 
Я 2 (х 1 ) — (Эу)Р(х 1 ,у) = л, т. е. не существует такого у, 
что Р (х 1 , у) — и, то мы (? 2 (а^) вычислить, вообще говоря, 
не сумеем. Вычисляя последовательно Р (ж 1 , 0), Р(х 1г 1), 
Р(х г , 2), ... и получая каждый раз л, мы никогда не 
закончим этого подсчета и не узнаем, что для всех у 
справедливо Р(х 1г у) —а, и что, следовательно, 

= (3 у)Р(х 1 , у) — л. Итак, если предикат Р интуитивно¬ 
вычислим, то предикат @ 2 : @ 2 (х) = (Зу)Р(х, у) —может, 
вообще говоря, и не быть интуитивно-вычислимым 
(точнее: неясно, почему ему быть интуитивно-вычислимым). 
Имеется алгоритм вычисления значений предиката (? 2 на 
любом х, на котором (? 2 (х) = и; однако этот алгоритм не 
применим к тем х, на которых (х) — л *). 

Ограниченные кванторы', как общности, так и суще¬ 
ствования — сохраняют интуитивную вычислимость, так 
как выражаются даже через операции исчисления вы¬ 
сказываний ((16), (17) в п. .4). 

Неограниченный оператор р, ввиду того уточнения, 
которое мы сделали на стр. 82, также сохраняет интуи¬ 
тивную вычислимость. Пусть Р— предикат, ради про¬ 
стоты, в 7Ѵ 2 . Если Р ( х 0 , у 0 ) = и, но для всех у: 0 < у < у 0 — 
значение Р (х 0 , у) определено и равно л, то, вычисляя 
последовательно Р(х 0 , 0), Р(х 0 , 1), Р(х 0 , 2), ..., мы, в 

*) В § 5 (теорема 13) это «слабое» сохранение интуитивной 
вычислимости получит точную формулировку: навешивание кван¬ 
тора существования сохраняет рекурсивно-перечислимость (но, как 
показывает пример 13 из п. 2 § 9, не обще-рекурсивность) преди¬ 
ката. 



9] 


ИНТУИТИВНО-ВЫЧИСЛИМЫЕ ПРЕДИКАТЫ 


89 


конце концов, вычислим Р(х 0 , у 0 ) и узнаем, что 
(рг/)Р(ж 0 , у) = Уо- Таким образом, алгоритм вычисления 
значений функции Ѳ: Ѳ ( х ) = (\іу) Р ( х , у) состоит в следую¬ 
щем. Возьми х 0 и вычисляй последовательно Р (х 0 , 0).,. 
Р(х 0 , 1), ..., пока не получишь в первый раз Р ( х 0 , у 0 ) = и; 
тогда остановись: Ѳ (ж 0 ) = у 0 . Если в процессе вычисления 
значений Р(х 0 , 0), Р(х 0 , 1), ... мы наткнемся на такое г, 
что Р ( х 0 , г) не определено, то сформулированный алго¬ 
ритм окажется не применимым; но как раз в этом слу¬ 
чае, в силу уточнения, сделанного на стр. 82, функция Ѳ 
считается не определенной для х 0 . Итак, паш алгоритм 
дает результат (равный значению функции Ѳ) тогда и только 
тогда, когда функция Ѳ определена; следовательно, он 
задает функцию Ѳ в смысле § 1, и функция Ѳ вычислима. 
Итак, неограниченный оператор «наименьшее число» со¬ 
храняет интуитивную вычислимость. 

Ограниченные операторы : «наименьшее число», «наи¬ 
большее число» и «число тех, которые» — сохраняют инту¬ 
итивную вычислимость. 

Замечание. Если / (з + 4) — интуитивно-вычислимая 
функция, то предикат Р: Р(х и •••,ж 8 , у) = [{(х 1 , ... 

• ■ •, х е , у) = 0] интуитивно-вычислим. Поэтому, если 
/(8+і) — интуитивно-вычислимая функция, то и функция 
у = (|і() [/ (ж 1 , ..., х е , I) = 0] интуитивно-вычислима. 



§ 4. ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ, 
МНОЖЕСТВА, ПРЕДИКАТЫ 

Этим параграфом начинается систематическое изложе¬ 
ние теории вычислимых функций, проводимое на основе 
отождествления, в порядке уточнения, расплывчатого ин¬ 
туитивного понятия «вычислимая функция с натураль¬ 
ными аргументами и значениями» с точно очерченным 
математическим понятием «частично-рекурсивная функ¬ 
ция». Определение понятия «частично-рекурсивная функ¬ 
ция» будет дано в § 6. В настоящем же параграфе рас¬ 
сматривается (определяемый в п. 1) класс примитивно¬ 
рекурсивных функций — один из простейших и важнейших 
подклассов класса частично-рекурсивных функций. В п. 2 
и п. 3 на основе понятия примитивно-рекурсивной функ¬ 
ции определяются понятия примитивно-рекурсивного мно¬ 
жества и примитивно-рекурсивного предиката. Изучение 
этих понятий приводит, в свою очередь, в п. 4 к даль¬ 
нейшему расширению наших знаний о примитивно-рекур¬ 
сивных функциях. В пп. 5 и 6 устанавливаются некото¬ 
рые важные взаимно-однозначные соответствия между N 
и УѴ 5 (в п. 5) и между N и ^ (в п. 6); кроме того, в 
п. 6 понятие примитивно-рекурсивной функции по суще¬ 
ству (хотя это и происходит в других терминах) обоб¬ 
щается на случай, когда аргументами или значениями 
функции являются кортежи натуральных чисел произволь¬ 
ной длины. Введенные в пп. 5 и 6 понятия позволяют 
изучать общие способы, посредством которых кортежи 
натуральных чисел (фиксированной длины в п. 5 и про¬ 
извольной длины в п. 6) можно занумеровать (причем, так 
сказать, «примитивно-рекурсивно») натуральными числами. 

Пп. 1—4 настоящего параграфа содержат’в основном довольно 
традиционный материал по примитивно-рекурсивным функциям, 
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который в значительной своей части можно найти, например, в 
§§ 1—2 книги Р. Петер [1951] или в §§ 43—45 книги С. К. Клиии 
[1952]. В качество небольшого методического новшества можно 
упомянуть введение и использование двух понятий: 1) понятия 
примитивно-рекурсивно замкнутого класса (введение этого понятия 
позволит для большинства результатов, полученных в § 4 для 
примитивно-рекурсивных функций, автоматически найти «обще¬ 
рекурсивные» аналоги в § 7) и 2) понятия примитивно-рекурсив¬ 
ного отображения. Что касается содержании пн. 5 и 6, то оно 
несколько менее традиционно; изучаемые в этих пунктах «прими¬ 
тивно-рекурсивные» нумерации важны для приложений; однако в 
имеющѳйсн литературе обычно нс устанавливают общих свойств 
таких нумераций (что делается отчасти в пн. 5 и 6), а довольст¬ 
вуются одной какой-нибудь нумерацией, например, получающейся 
на основе разложений целых положительных чисел на простые 
множители. 


1. ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ 

Обозначим через 9& (в) класс всех функций типа 7Ѵ® —> 7Ѵ 
и через Ф соединение этих классов 

ф = О <ф (,) . 

8=0 ‘ 

Напомним, что, как мы условились на стр. 39, всюду, 
где не оговорено противное, под словом «функция» пони¬ 
мается функция из класса ф. 

Определение. Класс функций называется прими¬ 
тивно-рекурсивно замкнутым, если он 1) содержит 
функции 0 <0> и Ѵ] 1> и 2) замкнут относительно операций 
подстановки и примитивной рекурсии. 

Очевидно, класс Ф является примитивно-рекурсивно 
замкнутым. Никакой из классов Ф (8) не является прими¬ 
тивно-рекурсивно замкнутым (уже введение фиктивных 
аргументов выводит за пределы этого класса). Как пока¬ 
зывают замечание 3 в п. 3 § 2 и замечание 3 в п. 7 § 2, 
примитивно-рекурсивно замкнутыми являются следующие 
подклассы класса Ф: класс* Ф в . 0 всех всюду определен¬ 
ных функций и класс Ф ИфВ всех интуитивно-вычислимых 
функций. 

Определение. Минимальный примитивно-рекур¬ 
сивно замкнутый класс (т. е. такой, который содержится 
в любом другом примитивно-рекурсивно замкнутом клас- 
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се) называется классом, примитивно-рекурсивных функций , 
а его члены, соответственно, — примитивно-рекурсивными 
функциями. 

Класс примитивно-рекурсивных функций совпадает 
с пересечением всех примитивно-рекурсивно замкнутых 
классов, которое, очевидно, примитивно-рекурсивно замк¬ 
нуто! не пусто (содержит А,* 1 ’ и 0 <0 ’) и содержится в любом 
другом примитивно-рекурсивно замкнутом классе. Обозна¬ 
чим класс примитивно-рекурсивных функций русской за¬ 
главной буквой . 

Так как класс интуитивно-вычислимых функций —один 
из примитивно-рекурсивно замкнутых классов, любая 
примитивно-рекурсивная функция интуитивно-вычислима. 
Однако понятие примитивно-рекурсивной функции еще 
не есть та точная математическая замена, которую мы 
ищем для расплывчатого понятия интуитивно-вычислимой 
функции. Примитивно-рекурсивные функции окажутся, 
как мы увидим впоследствии, только частным случаем 
интуитивно-вычислимых функций. 

Заметим, что любой примитивно-рекурсивно замкну¬ 
тый класс, будучи замкнутым относительно подстановки, 
замкнут и относительно ее частных случаев: регулярной 
подстановки, введения фиктивных аргументов, переста¬ 
новки аргументов и идентификации аргументов. 

Поэтому, в частности, если бы мы в определении при¬ 
митивно-рекурсивно замкнутого класса написали «и зам¬ 
кнут относительно операций подстановки и примитивной 
рекурсии по первому аргументу», мы получили бы экви¬ 
валентное определение. 

, П Р и м е р. Пусть функция §№ получается из функций 
/і П > ІТ примитивной рекурсией по второму аргументу: 

и(х, 0)=/!^), 

ія (*, у + 1) = /* (*. у> в (*. у))- 

Получим ту же функцию § из функций Д, / 2 при помощи 
примитивной рекурсии по первому аргументу и переста¬ 
новки аргументов. Сначала перестановкой аргументов из 
функции / 2 определим функцию /$*’: / 8 ( х , у, г) = / 2 (у, х, г). 
Теперь примитивной рекурсией по первому аргументу из 
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функций / х и / 3 получим функцию к' 2> : 

| Л (0, у) = /і(у), 

\ Н(х+ 1, у) = із(х, у, к(х, у)). 

Легко видеть, что §{х, у) — к(у,х). 

Начнем изучение класса примитивно-рекурсивных 
функций. Прежде всего, как мы уже отмечали, А^ 1 ’ € 
и 0 а> {в??. Подстановка функции 0 <0) в функцию А^ 1 ’ дает 
функцию 1 <0> . Класс Ш содержит функции А^ 1 ’ и 0 <0> и замк¬ 
нут относительно подстановки. Следовательно, 1 <0> €<^\ 
Подстановка функции 1 <0> в функцию А,' 1 ’ дает функцию 2 <0> . 
Снова: класс содержит 1 <0> и А.”', следовательно, 
2' 0) 6 и т. д. Итак, для любого натурального с константная 
функция с (0> € Вводя 5 фиктивных аргументов в функ¬ 
цию с< 0) , получим функцию с < 8 > (пример 3 из п. 3 § 2). 
Как мы уже доказали, с<°) € Ш. И класс замкнут 
относительно подстановки. Следовательно, любая констант¬ 
ная функция с( 8 >е^(сеіѴ, в^іѴ). Введением фиктивных 
аргументов из функции А^ 1 ’ можно получить любую функ¬ 
цию следования Аф 8 ’ (пример 3 из п. 3 § 2). Но А.' 1 '^^, 
а класс $$ замкнут относительно подстановки. Следова¬ 
тельно, любая функция следования Аф 3 ’ € 3$• Примитивной 
рекурсией из функций 0 <0) и получается функция Г™ 
(пример 1 из п. 7 § 2). 0 <0> € а&. Как мы только что до¬ 
казали, А,' 2> € '. Класс <&% замкнут относительно опера¬ 

ции примитивной рекурсии. Следовательно, І[ и € Вве¬ 
дением фиктивных аргументов из функции І[ ѵ получается 
любая функция выбора аргумента Іь\ Мы только что 
доказали, что І[ и € <&%• Класс о/І замкнут относительно 
подстановки. Следовательно, любая функция выбора ар¬ 
гумента Іь ’ ^ . Выше мы несколько раз делали умо¬ 

заключения по одной и той же логической схеме: если 
уже доказано, что функции / 1( ..., / 3 примитивно-рекур¬ 
сивны, то результат применения к ним операции подста¬ 
новки или операции примитивной рекурсии тоже принад¬ 
лежит к Ш. Впредь мы будем проделывать такие умо¬ 
заключения более бегло. 

Прежде чем продолжать дальше изучение класса 
Дадим другое определение понятию «примитивно-рекур¬ 
сивно замкнутый класс». Это определение будет предпо- 
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лагать несколько больший запас исходных функций, но 
зато позволит иметь дело не с операцией подстановки, 
а с более простой и обозримой операцией регулярной 
подстановки. 

Теорема 1. Класс функций тогда и только тогда 
примитивно-рекурсивно замкнут, когда он 
1) содержит функции 0 м ”, Я,' 1 ’ и все функции выбора аргу¬ 
мента Д 3 ’ и 2) замкнут относительно операций регу¬ 
лярной подстановки и примитивной рекурсии. 

Доказательство. Необходимость («только 
тогда»), по существу, уже доказана выше, так как мы 
уже показали, что все функции выбора аргумента при¬ 
митивно-рекурсивны, а значит, принадлежат к любому 
примитивно-рекурсивно замкнутому классу. А регуляр¬ 
ная подстановка — частный случай подстановки. 

Достаточность («тогда») вытекает из Теоремы 
о подстановке (теорема 1 из § 2), из того, что все одно¬ 
местные константные функции могут быть получены из 
функций Я,"’, 0 <п с помощью операции регулярной под¬ 
становки, из того, что функция О' 1 ’ может быть получена 
примитивной рекурсией из функций 0 <0) и Д 2 ’ (см. при¬ 
мер 2 в п. 7 § 2) и, наконец, из того, что нигде не опре¬ 
деленная одноместная функция может быть получена 
примитивной рекурсией из нигде не определенной нуль- 
местной функции и произвольной двухместной функции. 

Продолжим изучение класса & нримитивно-рекурсив- 
ных функций. Покажем, что к принадлежат многие 
простейшие арифметические функции. 

В п. 7 § 2 (пример 3) примитивной рекурсией из Д 1 ’ 
и Я' 3 ' была получена функция вит: вит (х, у) = х-\-у. Так 
как Д 1 ’ С и Я,;» е то и вит € . Перепишем схему 

(5) из примера 3 п. 7 § 2, задающую функцию вит, в 
более «вольной» форме записи 


Г 0 + у = у, 

I (* + !) +У = (*-! у) + 1- 


( 1 ) 


Здесь допущены две «вольности». Во-первых, не вве¬ 
дено специальное обозначение (типа а§» или «вит») как 
для определяемой функции, так и Для функций опреде¬ 
ляющих. Во-вторых, во второй строчке схемы (1) опу¬ 
щены полагающиеся аргументы х и у, являющиеся здесь 
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фиктивными. Мы и впредь будем употреблять подобную, 
более вольную форму записи. Читатель при желании 
всегда сумеет перейти к форме, требуемой согласно опре*- 
делению примитивной рекурсии ((1) или (4) в п. 7 § 2). 

Получим по схеме примитивной рекурсии функцию 
ргой: ргой(ж, у)-х-у 

( ж-0 = 0, 

I х-(у + 1)*=ху + х. ^ 


Рекурсия по второму аргументу. Не хватает фиктивных 
аргументов и в первой и во второй строчках. Более 
«строго» полагалось бы действовать так. Сначала добавим 
фиктивный аргумент в функцию зшп: / 2 ( х , у, г) = 
= вит (х, г) = х + 2 . вит € ейГ. Следовательно, / 2 € А те¬ 
перь вполне «строго» из функций 0 Ш и / 2 3 ’ примитивной 
рекурсией по второму аргументу получается желаемая 
функция ргой: 

Г ргой (ж, 0) = 0 Ш (ж), 

I ргой (ж, у +1) = / 2 (ж, у, ргой (ж, у)). 1 

0 (1> € Ш и / 2 € Следовательно, ргой € 

Г ж 0 = 1, 

I Х Ѵ+1 — Х Ѵ -Х. ^ 


Равенства (3) определяют примитивно-рекурсивно 
функцию роі: роі (ж, у) = х ѵ — через функции (с точностью 
До фиктивных аргументов) 1 и ргой. Мы только что до¬ 
казали, что ргой ^ о7%. Следовательно, роІ^ейГ. Заметим, 
что определенная по схеме (3) функция роі определена 
и па паре (0, 0). У нас ро1(0, 0) = 1. Под функцией роі 
мы и будем понимать именно функцию, определенную 
схемой (3), т. е. функцию 


роі (ж, у) = 


х ѵ х Ф 0 или уФ 0, 
1 а>= 0 и у — 0. 


Из (1) — (3) следует, что все многочлены с натураль¬ 
ными коэффициентами примитивно-рекурсивны. 

Функция рй ш : рЗ(ж) = ж- 1 -1 примитивно-рекурсивна, 
так как получается по схеме примитивной рекурсии из 
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функций 0 <0) и /' !) : 

0^1 = О, 

(ж + 1)—1 = ж. 

А тогда и функция 



ж-5-0 = ж, 

ж—(У + 1) = (ж— у)— 1. 


(5) 


Схема (5) задает функцию (Ш через функции 7' 1 ’ и рсі; 

| ж — у | = (х—у) + (у— х). Следовательно, асЫ ^ 

Более подробно это выглядело бы так: асШ (х, у) = 
= вит (йіГ (ж, у), (Ш(у, ж)). Следовательно, и 

функция /: / (ж, у) — сііГ (у, ж) примитивно-рекурсивна, 
вит С <&?. Следовательно, айіГ € $1. Проведение подобных 
подробностей мы впредь предоставим читателю. 


( 0! = 1 , 

{ (ж + 1)! =ж! -(ж + 1). 


Следовательно, функция Гак: Гак (ж) = жі примитивно¬ 
рекурсивна. 


тіп(ж, у) = у—(у—ж). Следовательно, тіп' !) ^ . 

тіп (ж 1( ж 2 . х п ) = тіп (ж 1( тіп (ж 2 , ..., тіп (ж„_ 1( ж п )...)). 

Следовательно, тіп 1 ”’ ^ тах (ж, у) = (ж + у)— тіп (ж, у). 
Следовательно, тах 12 ’ С а^Г- шах (х г , ж 2 , ..., ж п ) = 

=тах (ж 1( тах (ж 2 .тах (ж п _ 1( ж п ) ...)). Следовательно, 

шах™’ б М. _ 

вдж = ро1(0, ж) =0*. Мы получили функцию ед подста¬ 
новкой функции 0 <0> в функцию роі. роі ^ о71. Следова- 
_ Г в§ 0 = 0, 

тельно, 8гР<^. { , , . Следовательно, ее ^ <Ш. 

I 88(ж+1)“1. 

Функция ^ — ~ не всюду определена *). Функция 
сііѵ: (ііѵ (ж, у) = — уже всюду определена, кроме пар 


) См. сноску *) на стр. 51. 
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вида (%, 0). Можно было бы, доопределив функцию сііѵ, 
написать схему примитивной рекурсии, задающую ее 
через уже полученные в <5? функций, и, тем самым, 
доказать, что сііѵ ^ ^ . Мы не будем пока этого делать, 

■гак как это потребовало бы от нас некоторого труда, 
а схема вышла, бы длинной и не очень прозрачной. Скоро 
мы получим в руки новые средства, которые дадут нам 
іюзможность легко доказать, в частности, примитивно- 
рекурсивность функции сііѵ. Но мы все же рекомендуем 
читателю именно сейчас, на этом этапе попробовать 
написать эту схему, чтобы, во-первых, приобрести неко¬ 
торый навык в обращении с операциями примитивной 
рекурсии и подстановки и, во-вторых, оценить силу тех 
средств, которые мы вскоре ему дадим. Заметим, что 
при написании схемы функцию йіѵ разрешается доопре¬ 
делить на парах ( х , 0) как угодно. 

Пока мы имеем такое определение примитивно-рекур¬ 
сивной функции: функция называется примитивно-рекур¬ 
сивной, если она принадлежит к любому примитив¬ 
но-рекурсивно замкнутому классу (к любому, значит, 
к их пересечению, т. е. к классу <&%). Дадим более 
удобное, более обозримое, более конструктивное опре¬ 
деление. 

Кортеж функций (Д, Д, ..., Д) называется прими¬ 
тивно-рекурсивным описанием функции /, если Д = / и 
каждая Д(1<і<й:) либо 1) является одной из функций 
0 <0> , А- 1 1 ’, либо 2) получается из предыдущих функций 
кортежа при помощи операции подстановки или опера¬ 
ции примитивной рекурсии. 

Теорема 2. Функция является примитивно- 
рекурсивной тогда и только тогда, когда она имеет 
какое-нибудь примитивно-рекурсивное описание. 

Доказательство. Достаточность («тогда») 
очевидна. 

Для доказательства необходимости («только 
тогда») достаточно показать,* что множество всех функ¬ 
ций, имеющих примитивно-рекурсивное описание, являет¬ 
ся примитивно-рекурсивно замкнутым классом. Это мно¬ 
жество, очевидно, содержит функции 0 <0) и X' 1 '. Покажем, 

*) Т. е. ее доопределение (см. ниже следствие 2 теоремы 2). 
4 В. А. Успенский 
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что он* замкнуто относительно, например, операции при¬ 
митивной рекурсии. Пусть функция % определяется по 
схеме примитивной рекурсии через функции § 1г и пусть 
функции имеют примитивно-рекурсивные описания; 

пусть, например, (к г , к 2 , ..., к к _ и и (і г , і„ ... 

• • •» *і_і, 8г) — соответствующие кортежи. Тогда функ¬ 
ция § тоже принадлежит к исследуемому множеству, так 
как ее примитивно-рекурсивным описанием является, 
например, следующий кортеж: (к ѵ к ѵ к 3 , ..., к к _ г , § х , 
іц г 2 > •••) Ч-п §)• Доказательство замкнутости иссле¬ 
дуемого множества относительно операции подстановки 
проводится аналогично. 

Мы получили еще одно определение примитивно-рекур¬ 
сивной функции, которое мы выскажем в следующей 
форме: функция называется примитивно-рекурсивной, 
если она может быть получена из функций 0'°’ и Я,' 1 ’ при 
помощи операций подстановки и примитивной рекурсии 
в конечное число шагов*). 

Теорема 1 дает нам третий вариант определения: 
функция называется примитивно-рекурсивной, если она 
может быть получена из функций 0 <0 \ Я' 1 ’ и функций 
выбора аргумента при помощи операций регулярной под¬ 
становки и примитивной рекурсии в конечное число 
шагов **). 

Следствие 1. Поскольку из любого конечного 
множества функций однократным применением операции 
подстановки или операции примитивной рекурсии можно 
получить не более чем счетное ***) множество функций, 
из теоремы 2 вытекает, что примитивно-рекурсивных 
функций счетное множество. 


*) В такой форме определение примитивно-рекурсивной функ¬ 
ции встречается, например, в книге Р. Потер [1951] (стр. 38 рус¬ 
ского издания). 

**) Такое определение близко к определению, имеющемуся 
в кпиге С. К. Клини [1952] (стр. 197 русского издания); 
С. К. Клини рассматривает лишь функции от большего, чем нуль, 
числа аргументов и называет функцию примитивно-рекурсивной, 
если она может быть получена из константных функций, Х] 1 ’ и 
функций выбора аргумента конечным числом регулярных подста¬ 
новок и примитивных рекурсий. 

***) Счетное (а не конечное) множество может получиться 
благодаря добавлению фиктивных аргументов. 
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Следствие 2. Из теоремы 2 также следует, что 
каждая примитивно-рекурсивная функция всюду опреде¬ 
лена, так как она получается из всюду определенных 
функций при помощи операций, сохраняющих всюду 
определенность (замечание 2 в и. 3 § 2 и замечание 2 
в и. 7 § 2), Примеры всюду определенных не прими¬ 
тивно-рекурсивных функций будут построены в § 8 (и. 3, 
примеры 1, 2, 3, 6). 

2. ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫЕ МНОЖЕСТВА 

В п. 6 § 2 было установлено взаимно-однозначное 
соответствие между подмножествами произвольного мно¬ 
жества М и всюду определенными функциями типа 
М—>{ 0, 1). В частности, для любого 5 существует 
взаимно-однозначное соответствие между подмножествами 
множества іѴ 8 и всюду определенными функциями типа 
7Ѵ 8 —> (0, 1}. Используем это соответствие. До сих пор у нас 
примитивно-рекурсивно замкнутыми классами назывались 
некоторые классы функций типа №° — >N. 

Определение. Условимся говорить, что множест¬ 
во М (расположенное в некотором УѴ 8 ) принадлежит к при¬ 
митивно-рекурсивно замкнутому классу функций если 
его характеристическая функция %м принадлежит к $Ш. 

Определение. Множество М(с7Ѵ 8 ) называется 
примитивно-рекурсивным , если оно принадлежит к клас¬ 
су т. е. если его характеристическая функция при¬ 
митивно-рекурсивна. 

Замечание. Из следствия 1 теоремы 2 следует, 
что примитивно-рекурсивных множеств (как в каждом 
№, так и всего) — счетное число. Поскольку множество 
подмножеств в А гз несчетно, существуют не примитивно- 
рекурсивные множества. Примеры таких множеств будут 
построены в § 8 (п. 3, примеры 4, 5, 7). 

Теорема 3. Класс всех подмножеств множества N і , 
принадлежащих к примитивно-рекурсивно замкнуто¬ 
му классу Ш, есть тело множеств*). 

*) Система подмножеств некоторого множества М называется 
телом множеств, если она 1) наряду с любым своим элемен¬ 
том (являющимся подмножеством множества М) содержит его 
Дополнение до всего множества М и 2) наряду с любыми двумя 

1 * 
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Доказательство. Пусть и Функ¬ 

ция € М, с 5Щ-, следовательно, ^ 5Щ. В силу (5) 
из п. 6 § 2, Значит, А*\1,€2й- Пусть 

теперь Ь ѵ и Ь у , Ь 2 ^Ш. Функция тах <2) прими¬ 

тивно-рекурсивна. Следовательно, тах <2) ^ 5Щ. В силу (3) 
из п. 6 § 2 Значит, Аналогично, 

по (4) из п. 6 § 2 и из примитивно-рекурсивности функ¬ 
ции тіп <2) следует, что Ь^Ь^Щ. 

Следствие 1. Класс всех примитивно-рекурсивных 
подмножеств множества А 5 есть тело множеств. 

Следствие 2. Если Ь г , і 2 сД г * и Ь г , то 

(см., например, (6) из п. 6 § 2). 

Равенства (1) из п. 6 § 2 и (2) из п. 6 § 2 показывают, 
что все А 8 и пустое множество Л примитивно-рекурсивны. 

Из равенства (7) из п. б § 2 следует, что любое ко¬ 
нечное множество в N примитивно-рекурсивно. В част¬ 
ности, примитивно-рекурсивными являются множества 
{а}, Ш {х | х < а}. А тогда из следствия 1 теоремы 3 сле¬ 
дует примитивно-рекурсивность множеств § {х | х < а), 
ё (х | х > а}, Ш (х | х > а}, которую, впрочем, можно полу¬ 
чить и непосредственно из равенств (10) — (12) из п. 6 
§ 2. Из равенств (14) из п. 6 § 2 и (15) из п. 6 § 2 
следует примитивно-рекурсивность множеств % {(х, у) \ х =» 
— а], Ш{(х, у)\х = у}. Множество Ь = ё {(х, у) \ х < у) 
примитивно-рекурсивно, так как (х, у) — зд (у—х) и, 
следовательно, примитивно-рекурсивна, ё {х <.у} = 
= ё (х < у) У ё {х = у]. Примитивно-рекурсивность мно¬ 
жеств Щ (х < у}, % (х = у] уже доказана. Из следствия 1 
теоремы 3 вытекает, что ё {х < у] — примитивно-рекурсив¬ 
ное множество. ,ё {х > у) = А 2 \ ё (х < у}. Следовательно, 
множество ё {х > у) примитивно-рекурсивно. И, наконец, 
ё {х > у) = Ы 2 \ё (х < у). Значит, и множество ё {х > у) 
примитивно-рекурсивно. 

Примитивно-рекурсивность множеств^ {х<а}, І(х<а). 
ё {х>а}, ё{х>а},ё{х = у}, ё{х<у}, ё{х^у), ё {х > у), 
ё {ж > у) будет часто нам полезна в дальнейшем. 


элементами (являющимися подмножествами множества М) содер¬ 
жит их соединение и пересечение. 

*) Через ШІ мы иа протяжении § 4 будем обозначать произ¬ 
вольный фиксированный примитивно-рекурсивно замкнутый класс. 
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Из равенства (17) из п. 6 § 2 следует, что любое 
конечное множество в любом № примитивно-рекурсивно. 

Теорема 4. Если множество Ь г в ІѴ 3 " 9 принадле¬ 
жит к примитивно-рекурсивно замкнутому классу 
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Рис. 7. 


то любой цилиндр в 7Ѵ 5 , восставленный из Ь ѵ также 
принадлежит к 

Доказательство. Пусть Ь 2 есть цилиндр в ІѴ 3 , 
восставленный из Ь г вдоль осей с номерами і ѵ і г , ... 

..., і г Пусть ]\, / 2 , ..., /’ — номера осей в №, отлич¬ 

ные от і ѵ і г , ..., І а 0\</ 2 ••• < /а-д). Тогда 
%ьЛ х і> •••, *„) = %ьі (Хі х , хі л , ..., (см. рис. 6). 

Следовательно, %ь 2 6 3Д- 

Следствие. Цилиндр , восставленный из прими¬ 
тивно-рекурсивного множества, также примитивно-ре¬ 
курсивен. 

Из этого следствия вытекает, например, что множест¬ 
ва Ш {{х, у) | х < а}, Ш{(х, у)\х<а), Ш{(х, у)\х>а } 

и Щ {{х, у) |#>а} примитивно-рекурсивны (см. рис. 7). 

Теорема 5. Если множества /^(^ІѴ 8 ) и Ь 2 (<~ІѴ ( ) 
принадлежат к примитивно-рекурсивно замкнутому 
классу 9$, то их геометрическое произведение Ь х X 
X Ь 2 (С.Ц 8+{ ) также принадлежит к 9Д. 

Доказательство. ^ х = (Д X ІѴ') П (ІѴ 8 X Ь 2 ) 
(см. рис. 8). Ь, х ІѴ' - это цилиндр в ІѴ 3+ ', восставлен- 
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тшй из Ь х вдоль последних I осей. По теореме 4 (Ь г х 
X 1Ч 1 ) б ЗЯ. По аналогичной причине (ІѴ 8 X Д 2 ) б ЗК. 
По теореме 3 Ь г хЬ 2 бЗЯ. 

Следствие. Геометрическое произведение прими¬ 
тивно-рекурсивных множеств примитивно-рекурсивно. 

Как уже отмечалось в п. 4 § 2, график функции 
тина 7Ѵ 8 — есть множество в /Ѵ 8+1 . 

Теорема 6. Если функция / типа при¬ 

надлежит к примитивно-рекурсивно замкнутому клас¬ 
су ЗЛі то ее график при¬ 
надлежит к этому же 
классу. 

Доказательство. Ха¬ 
рактеристическая функция 
Х в графика^ за дается равен¬ 
ством: Ха ( ж і . х в>У) = 

= 8?і У — Н х . . Ж *)І- Сле¬ 

довательно, функция % а мо¬ 
жет быть получена подста¬ 
новкой функции / в функцию 
2 = 8 ^ | X — у |. ФуНКЦИЯ 
2 = (а<Ш (х, у)) даже при¬ 
митивно-рекурсивна. /бЗй. Значит, х С/ 6ЗЯ. 

Следствие 1. График примитивно-рекурсивной 
функции есть примитивно-рекурсивное множество. 

Замечание. Обратное не верно. Пример всюду 
определенной не примитивно-рекурсивной функции 
с примитивно-рекурсивным графиком будет построен в 
§ 8 (п. 3, пример 10). Однако, если всюду определенная 
функция / с примитивно-рекурсивным графиком С ( мажо¬ 
рируется некоторой примитивно-рекурсивной функцией § *), 
то / примитивно-рекурсивна, что следует, например 
(в силу теоремы 14), из равенства 

/ (*і .я.) = (М) [(*і .я„ У) б С,]. 

__ Ѵ«Г(*1. •.., *«) 

*) Говорят, что всюду определенная функция / типа А' 3 -» N 
мажорируется всюду определенной функцией § того же типа, 
если для всякого кортежа (х и . х 6 ) ^ УѴ 5 выполняется неравен¬ 
ство / (а? 2 , ..., х$) ^ • • • і З'в)• 


У 
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Следствие 2. Пустъ г-местные функции ... 

• ••»/в осуществляют частичное отображение /Ѵ г в 
дг® (V > 0) и пустъ / х , ..., / 8 6 9К. Тогда график этого 
частичного отображения также принадлежит к ЗК 
(см. (2) из п. 4 § 2). 

Отображение пространства /Ѵ г в ,/Ѵ 3 (я > 0), осущест¬ 
вляемое примитивно-рекурсивными функциями, мы будем 
называть примитивно-рекурсивным отображением. 

Следствие 3. График примитивно-рекурсивного 
отображения пространства IV х в № есть примитивно¬ 
рекурсивное множество*). 

Пусть / — функция типа N $ —> N. Множеством уровня 
функции / по числу у 0 называется множество % {(ж 1 , ... 
.... ж в >бЛ гз |/(Яі . ж 8 ) = 2/о}- 

Теорема 7. Если функция / типа N ^ —*■N при¬ 
надлежит к примитивно-рекурсивно замкнутому классу ЭД?, 
то все ее множества уровня также принадлежат к 90Т 

Доказательство. Характеристическая функция 
множества уровня Ь функции / по числу у 0 задается 

равенством {х 1 .ж в ) = з§ | у 0 - / (ж х . х 6 ) |, из 

которого видно, что а значит и Ь, принадлежит 
к классу $0Ь 

Следствие 1. Множество уровня примитивно¬ 
рекурсивной функции (по любому числу) примитивно-ре¬ 
курсивно. 

Следствие 2. Множество Ь (в №) тогда и толь¬ 
ко тогда принадлежит к примитивно-рекурсивно 
замкнутому классу ЭД?, когда оно является множеством 
уровня (по некоторому числу) некоторой функции типа 
N <і —>N, принадлежащей к $01. 

Следствие 3. Множество тогда и только тогда 
примитивно-рекурсивно , когда оно является множеством 
уровня некоторой примитивно-рекурсивной функции. 


*) Как видит читатель, мы все время наши результаты фор¬ 
мулируем сначала для множеств и "функций, принадлежащих к про¬ 
извольному примитивпо-рекурсивпо замкнутому классу, а по¬ 
том—для одного и того же конкретного класса, класса Ы- Такая 
общность в изложении нам нужна потому, что ниже, в § 7, нами 
будет изучаться еще один конкретный примитивно-рекурсивно 
замкнутый класс, к которому мы и применим сразу все эти теоремы. 
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Функцию типа ІѴ 8 — часто бывает нужно задавать 
«кусочно», т. е. на разных участках области определе¬ 
ния задавать по-разному. 

Пусть А. А п — непересекающиеся множества в ІѴ 8 , 

а / х ./„ — функции типа ІѴ 8 — Тогда схема 

/і (*і, • • •. а,), если *) (ж 1( ..., ж а ) е А 

Н х і .*.) = ■ ; . ; (*) 

и ( х і .®,),. если *) (ж х .ж,) б А 

определяет некоторую функцию / типа Л г8 —> ІѴ **). Про 
функцию /, определенную по схеме (1), мы будем гово¬ 
рить, что функция / кусочно задана при помощи мно¬ 
жеств А» • • • > А и функций /і. • • •» /„• 

П 

Если и А т0 функция / заведомо не всюду 

І=1 

определена. Может также случиться, что для некоторого 
(ж!}, ..., ж®} б А значение / { (ж?, ..., ж?) не определено. 
Тогда и і(х\, ..., ж 8 ) не определено. 

Замечание. Схема 

Н х ѵ •••> х в) = 8( х і. •••> а 8 ), если (ж 1( ..., ж а )бА (1') 

является частным случаем схемы (1). Она задает 
функцию, областью определения которой служит сово¬ 
купность тех кортежей из А, для которых определена 
функция 

Теорема 8. Пусть функция / типа 7Ѵ® —^ ІѴ кусочно 
задана при помощи множеств А ѵ ..., А и функций 

П 

/,, ..., /„, причем А = и п У стъ все множества 

І=1 

А, .... А и б<-е функции / г , ...,/„ принадлежат к при¬ 
митивно-рекурсивно замкнутому классу 30?. Тогда и функ¬ 
ция / принадлежит к ЭД?. 

*) Слова «если» в подобной схеме будут часто опускаться. 

•*) Приведенная схема молчаливо предполагает, что па кор¬ 
теже (а?!,. х $ ), но принадлежащем ни одному из А, А> •••> А* 

функция / пѳ определена 
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Доказательство. Из схемы (1) следует, что 

/(а*. •••> х *) = % Аі (*і« •••» ж *)-/і( ж і . *.)+■•• 

• • • + %А П ( Ж 1> ‘ > *.)'/« ( ж 1. •••.*,). (2) 

функция 8шп иі> : вит (х х , ..., *„)=*!+...+*„ полу¬ 
чается многократной подстановкой функции вит <а) в функ¬ 
цию 8шп <а> . Следовательно, вит' П) 6 && и, тем более, 
вшп <п) 6 5Ш- Из (2) следует, что и /6ШЬ 

Следствие. Если функция / типа N І ‘—>N кусочно 
задана при помощи примитивно-рекурсивных множеств 
А и А п и примитивно-рекурсивных функций Д./ п , 

П 

причем А { = Л Г '\ то функция / примитивно-рекурсивна. 

Теорема 9. Пустъ г-местные функции Д, Д 
осуществляют частичное отображение ср пространства 
№ в № ($ > 0) и пустъ функции Д, принадлежат 

к примитивно-рекурсивно замкнутому классу ЗЛ- Если 
Ь — множество в АД принадлежащее к ЗК, то его полный 
прообраз ср _1 (Ь) лрн отображении ср также принадле¬ 
жит к 

Доказательство. Легко видеть, что (Жц ... 

•••> х г) — Хь (/і ( х ѵ •••> х г)> •••• /Л ж і . х г))- Следо¬ 

вательно, Х ф -і(г,). а значит, и сам прообраз ср -1 (Е) при¬ 
надлежат к ЗЛ- 

Следствие. Прообраз примитивно-рекурсивного 
множества (в Л Г5 ) при примитивно-рекурсивном отобра¬ 
жении (А 71 ’ в А Г8 ) примитивно-рекурсивен. 

Замечание 1. Образ примитивно-рекурсивного мно¬ 
жества при примитивно-рекурсивном отображении может 
и не быть примитивно-рекурсивным. В § 8 (п. 3, при¬ 
мер 8) будет построен пример примитивно-рекурсивного 
отображения ІѴ в ІѴ, при котором само N перейдет в не 
примитивно-рекурсивное множество. 

Назовем взаимно-однозначное соответствие между И г 
и N $ примитивно-рекурсивным , если оба задаваемых им 
отображения: № на А 78 и № на И г —примитивно-рекур¬ 
сивны. 

Замечание 2. Для любых г и $ возможно такое 
взаимно-однозначное соответствие между ІѴ и А ГІ , кото¬ 
рым в одну сторону задается примитивно-рекурсивное 
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[§ 4 

отображение, в другую —нет (см. § 8, п. 3, примеры 
13, 14). 

Замечание 3. Следствие теоремы 9 нами часто 
будет применяться к примитивно-рекурсивному взаимно¬ 
однозначному соответствию. Для случая примитивно-ре¬ 
курсивного соответствия между ІѴ Г и ІѴ 8 из него триви¬ 
альным образом вытекает, что если Ь — примитивно-рекур¬ 
сивное множество в ІѴ Г (/V 8 ), то соответствующее ему, 
в силу рассматриваемого примитивно-рекурсивного соот¬ 
ветствия, множество в N е (ІѴ Г ) также примитивно-рекур¬ 
сивно. Короче: при примитивно-рекурсивном взаимно¬ 
однозначном соответствии как образ, так и прообраз 
примитивно-рекурсивного множества примитивно-рекур¬ 
сивны. 


3. ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫЕ ПРЕДИКАТЫ 

На стр. 68—69 было установлено «тройственное» взаим¬ 
но-однозначное соответствие между подмножествами множе¬ 
ства М, всюду определенными функциями типа М —> (0, 1} 
и предикатами на М. Там же мы условились подмноже¬ 
ство множества М, соответствующее предикату Р (на М), 

обозначать через Р (напомним, что Р —это множество 
истинности предиката Р), а характеристическую функцию 

, этого множества называть характеристической функ¬ 
цией самого предиката и обозначать через % р . Используем 
это соответствие и это соглашение. 

Сначала (п. 1) примитивно-рекурсивно замкнутыми 
классами мы называли некоторые множества функций 
(типа ІѴ 00 —»ІѴ). Потом (и. 2) мы присоединили к каж¬ 
дому примитивно-рекурсивно замкнутому классу 501 все 
те множества (из каждого №), характеристическая функ¬ 
ция которых лежит в этом классе 50Ь Совершенно ана¬ 
логично введем следующее 

Определение. Условимся говорить, что предикат Р 
(на У 3 ) принадлежит к примитивно-рекурсивно замк¬ 
нутому классу функций 501, если его характеристическая 
функция (или, что то же самое, если его множество 
истинности) принадлежит к 5ДО. 

Определение. Предикат Р (на ІѴ 8 ) называется 
примитивно-рекурсивным , если он принадлежит к клас- 
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су т. е. если его характеристическая функция (или, 
что то же самое, если его множество истинности) прими¬ 
тивно-рекурсивна *). 

Из доказанного в п. 2 (на стр. 100—101) следует прими- 
тивно-рекурсивность предикатов „х=а и , ,,ж<а“, ,,ж<а“, 
„х>а , ,,х~^ а і , ,,х = у , ,,х <С, у ,,х ^ у і1 , ,,х у і1 
и „х>у“. 

Теорема 10. Если предикат, Р и функции / х , ..., / в 
принадлежат к примитивно-рекурсивно замкнутому 
классу Ж, то и любой предикат, получающийся в резуль¬ 
тате подстановки функций ..., / 8 в предикат Р, 
принадлежит к ТО. 

Доказательство. Утверждение теоремы немед¬ 
ленно следует из того, что характеристическая функция 
результата подстановки функций / х , ..., / в в предикат Р 
есть результат подстановки функций / 1( .... / 8 в харак¬ 
теристическую функцию предиката Р. 

Следствие. Предикат, являющийся результатом 
подстановки примитивно-рекурсивных функций в прими¬ 
тивно-рекурсивный предикат, примитивно-рекурсивен. 

Теорема И. 1) Если предикат Р принадлежит 
к примитивно-рекурсивно замкнутому классу $0}, 
то и предикат Р принадлежит к ТО- 

2) Если предикаты Р и (? принадлежат к примитив¬ 
но-рекурсивно замкнутому классу ТО, то и любой пре¬ 
дикат, являющийся конъюнкцией, дизъюнкцией или импли¬ 
кацией предикатов Р и (?, принадлежит к ТО. 

Доказательство. 1) Из равенства (5) на стр. 69 
и теоремы 3 следует требуемое. 

2) Докажем, например, для конъюнкции. Для про¬ 
стейшей конъюнкции требуемое следует из (9) на стр. 71 
и теоремы 3. А тогда и для произвольной конъюнкции 
из теоремы 2 из § 3 и теоремы 10 следует желаемое. 
Для дизъюнкции и импликации доказывается анало¬ 
гично. 


*) С. К. Клини [1952] называет предикат примитивно-рекур- 
сивпым, если его представляющая функция (т. е. представляющая 
функция его множества истинности) примитивно-рекурсивна; ясно, 
что такое определение эквивалентно нашему (см. во втором под¬ 
строчном^ примечании на стр. 46 формулы перехода от характери¬ 
стической функции к представляющей и обратно). 
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Следствие. Операции исчисления высказываний (от¬ 
рицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация) сохра¬ 
няют примитивно-реку рсивностъ предикатов. 

Операции навешивания неограниченных кванторов уже 
не обязательно оставляют предикат в том же примитивно¬ 
рекурсивно замкнутом классе*). Ограниченные кванторы, 
напротив, обладают таким свойством**). Чтобы доказать 
это, введем две вспомогательные операции и докажем две 
леммы. 

Пусть / — функция типа Оператор 2 СІ) пере¬ 

водит функцию / в функцию § = 2 <1) / (снова типа Л тз —> IV), 
задаваемую равенством: 

8 (*1, • • ■ 1 ж і-і> • ■ ■ > % 6 ) = 

= 1 (®1> ■ • •> /> ^г+1’ ■ • Х в ). 

3 = 0 

'Аналогично оператор П ш переводит функцию / в функцию 
Іі = П (1> / (типа задаваемую равенством: . 

}і{Х г , ..., Х^_!, XХь^^, ..., Х $ ) = 

= 13 / (^І’ ' ' ' ’ ^І-І’ /> ^І + 1’ • ■ ■ ! *()■ 

3=0 

Лемма 1. Если функция / принадлежит к прими¬ 
тивно-рекурсивно замкнутому классу 9Я, то и функция 
{г = 2‘ 1) / принадлежит к ЭДЬ 

Доказательство. Получим функцию § примитив¬ 
ной рекурсией по і -му аргументу: 

§(хі, ■ • Хі_ ѵ 0, х иѵ ..., ж 8 ) = 

— /(^Іі Жы, 0, Ж і+1 , ..., Ж 3 ), 

?(«!> .... ж і _ 1 , Ж { + 1, ж і+1 , ...,ж в ) = 

= 8 (^і» ■ ■ ■ і ж і-і> *і, ®{+і» • ■ • > Я'в) 

"Ь/ (*і> •••> *і-і. ж і + 1> ®г+і> *»)• 

*) Например, для примитивно- рекурсивных предикатов и кван¬ 
тора существования это следует из того, что проекция примитив¬ 
но-рекурсивного множества может и не быть примитивно-рекурсив¬ 
ным множеством (§ 8, п. 3, пример 9), и замечания на стр. 76. 

**) Ср. п. 9 § 3. 
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/€5Ш> зит^^Т и, тем более, зшпбЗДЬ Следовательно, 
и 

Следствие. Оператор 2 П) сохраняет примитивно- 
реку рсивностъ функций. 

Лемма 2. Если функция / принадлежит к прими¬ 
тивно-рекурсивно замкнутому классу 501, то и функция 
/і = П сі) / принадлежит к 501- 

Доказательство проводится аналогично доказа¬ 
тельству леммы 1 и предоставляется читателю. 

Следствие. Оператор П (г) сохраняет примитивно- 
рекурсивностъ функций. 

Теорема 12. Пустъ Р —предикат на 7Ѵ 8 , принад¬ 
лежащий к примитивно-рекурсивно замкнутому классу 501, 
а (? — предикат на ІѴ 8 , определяемый равенством 


<2 (•*., 


= {Зх і )Р(х ѵ 


2 ) = 


*.)■ 


Тогда тоже принадлежит к 501. 

Доказательство. Покажем, что характеристиче¬ 
ская функция предиката () получается применением 
оператора 2 сг> к характеристической функции % р преди¬ 
ката Р (и подстановкой). А именно легко видеть, что 

Хд ( ж 1, х і-і> ж і+і> •••> х ці 2 ) = 

І—г 

= ! ’8’(2 Хр ( Ж 1> х і-іі /, Я-'і+і! Х іі) • (1) 

3=0 

Если (2(х\, ..., ж?_і, х\ +и •••, «в, 2 °)=м, т. е. суще¬ 
ствует такое 1°, что 0<г° < 2 ° ш Р (х\, ..., ж“_і, 1°, ж“ + і, ... 
..., .Т°) = М, ТО Хр( х 1> ■■■’ Ж г— 1 ,• І°, х і+1, •••, Ж?) = 1. 

3=20 

Тогда 2 Хр( х 1 , •••> х °г-і, /, ж? + 1 , •••, Ж 8 °) > 0 и, сле- 

3=0 

довательно, ед ( 2 % Р (х\, • • •, /, ж? +ь ..., х§) = 1. 

3=0 

Если (? (а^, .. зс“_ 1 , аз? + і, ..., ж°, г°) = л, т. е. для всех I, 
0 <г< 2 , значение Р(.т®, ..., ж?_ 1 > *» *?+і, ..., ж“) равно л, 
т0 Х^(ж?, ..., яті*_і, г, ..., :г!|) = 0 для всех г, 
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}=го 

0<<<2. Тогда 2 ХрК' •••» х і-и /> 4+і, •••. ж2)=0, 

І = 0 

І**=г0 

а следовательно, и ( 2 % Р ( х ѵ /, ж ° + і , ..., ж 2))=0. 

5 = 0 

Равенство (1) доказано. Р65Ш- Значит, По лемме 1 

и, тем более, 8§6ШЬ Из (1) Хдб5Ш- 
Следствие. Навешивание нестрого ограниченного 
квантора существования сохраняет примитивно-рекур- 
сивность предикатов. 

Замечание. Аналогичные теорема и следствие верны, 
разумеется, и для строго ограниченного квантора су¬ 
ществования. 

Теорема 13. Пустъ Р —предикат на ІѴ 3 , принад¬ 
лежащий к примитивно-рекурсивно замкнутому классу $0}, 
а Н — предикат на /V 8 , определяемый равенством 

Н (ж х , • • •, Ж 4 _!, ■ • • > 2) = 

= (Ѵж { ) Р (Ж х , • • ., Ж{_і, Ж{, Ж{ +х , • • • і ®*)- 

зс { <г 

Тогда также принадлежит к ЗК. 

Доказательство. Доказательство может быть про¬ 
ведено совершенно аналогично доказательству предыду¬ 
щей теоремы со ссылкой уже ва лемму 2, но проще, 
пожалуй, прямо сослаться на формулу 

(УЖ 4 )Р(Ж Х , ..., Ж{_ х , Ж{, ж і+1 , .... ж,) = 

= (^®і) Р (®іі • ■ • > Х і-П ®і+1> ■ ■ • і З'в) 

*і<* 

(ср. с (13) из п. 2 § 3) и теоремы 11, 12. 

Следствие. Навешивание нестрого ограниченного 
квантора общности сохраняет примитив но- реку рейв ноетъ 
предикатов. 

Замечание. Аналогичные теорема и следствие верны 
и для строго ограниченного квантора общности. 

Теорема 14. Если предикат Р на № принадлежит 
к примитивно-рекурсивно замкнутому классу $01» то 
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функции / х , / 2 , / 3 (типа ,/Ѵ 8 — »Л 7 ), определенные равен- 


ствами : 




/і ( х і> 

• • • і ^і-П ж і+1 , ..., 

ж 9 , 2 ) = 



= (ЦЖі) Р (ж х , 

*і< г 

• • • 1 Ж{_ х , ж*, ж и1 , . 

(2) 

/г ( ж і> 

• . ., Ж{_ х , ж і+1 , . . . 

. Ж 9 , 2) = 



“ (Ц'Жі) Р (Жі, •••, 

*і<* 

X і-1^ Х і’ Х І*Ѵ • • • 

. *,), (3) 

/з ( Ж 1> 

• • ■ I Ж { _ х , Ж і+1 , . . ., 

ж 8 , 2) = 



= (ѵж,) Р (ж х , . . ., 

ж і-1> Ж і' Х І*Ѵ ■ ■ ‘ 

. *,). (4) 


х і< г 

также принадлежат к 

Доказательство. 1) Докажем, что 

/і (Жц ж 4 _ х , ж і+1 , ж„ 2 ) = 

г 1 _ 

= 2 .II 8 §Хр( Ж 1> •••» Ж і-И ]> х і*\і *в)' (5) 

(=0 1=0 

Допустим сначала, что существует х\ такое, что 0 < ж? < г, 
Р(ж х , ..., х г _ и ж?, ж і+1 , ..., ж 9 ) = м, но для всех I, 
0 < I < ж?, значение Р (ж х , .... ж ь1 , г, ж і+1 , ..., ж 8 ) равно д. 
Тогда /Дж^ ..., Жі.ц ж і+1 , ..., ж 9 )=ж“. Посчитаем, что 
дает нам в этом случае правая часть равенства (5). Если 
х\ > 0, то для любого /, 0</ < ж?, значение (ж 1( ... 

•••• *і-і, /', ж Ь1 , .... ж 8 ) равно 0 и з§ х р (ж х , •••> ж і-і> 
/', ж і+1 , ..., ж 9 ) = 1. В этом подслучае Для любого I, 

і _ 

0<*< ж®, справедливо равенство з §Хр (ж х , .... ж^, 

і=о 

4-1 , _ 

ж иі .*.) = !• Тогда 2 ГІ ввХрК. •••.*!- 1 . /. 

(=0 3=0 

ж і+и •••, х 6 ) — х% (ведь на сегменте [0, ж? —1] ровно х\ 
слагаемых). Так как Р (ж х , ..., ж^, ж?, ж і+1 , ..., ж в ) =л, 
и, значит, Хр(®і, •••, *і_і, ж?, * і+1 , •••, ж 9 ) = 1, то для 

* _ 

любого і, і > х \, значение [] 8 §Хр( ж і> •••> х і-ѵ /, ж і+1 ,...,ж 8 ) 

3=0 
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2 ( 

равно 0. А значит, 2 И (®і, •••> х { . х , /, х иі , ...,ж 3 ) = 

1 =О і—О 

*?-» ( _ 

= 2 1] Щ%р(х 1 , .... Ж;_ г , /, ж 4+1 , +.)=ж?. Если 

і=о 3=0 

ж? = 0, то, как легко видеть, правая часть равенства (5) 
тоже равна 0, т. е. опять равна х\. Итак, в том случае, 
когда существует наименьшее х іг не превосходящее 2 , 
такое, что Р {х ѵ .... х- г _ х , х { , х иі , . .., х 3 ) — и, равен¬ 
ство (5) верно. Если же такого х { не существует, т. е. 
для всех /, 0< /< 2 , значение Р (х х , ..., ж і _ 1 , /, ж і+1 , .... х 3 ) 
равно л, то Р (х х , ..., х иі , х { , х иі , ..., х 3 ) по 

определению (§ 3, п. 6) равно 2 + 1, а правая часть ра¬ 
венства (5) в этом случае как раз и дает 2 + 1 *). Равен¬ 
ство (5) доказано. Из (5), примитивно-рекурсивности 
функции и лемм 1, 2 следует, что ДС5Ш- 

2) Вследствие (1) из п. 7 § 3, примитивно-рекурсив¬ 
ности предиката „ж>у“, теорем 11, 13 и уже доказан¬ 
ного первого пункта данной теоремы / 2 €ШЬ 

3) Легко видеть, что / 8 (х х , ..., х^, х иі , .... х 3 , г) = 
3=г 

= 2 Хр(хі, •••, +_ 1 , /, Х иі , ..., ж 3 ). Следовательно, 

3=0 

/з = 2 <1, % р . Из леммы 1 следует, что 

Следствие. Лри применении нестрого ограничен¬ 
ных операторов «наименьшее число», «наибольшее число » 
и «число тех, которые » к примитивно-рекурсивным 
предикатам получаются примитивно-рекурсивные 
функции. 

Замечание. Аналогичные теорема и следствие 
верны, конечно, и для строго ограниченных операторов 
«наименьшее число», «наибольшее число» и «число тех, 
которые». • 


*) Разумеется, мы именно так доопределили в п. 6 § 3 выра¬ 
жение (аа;,) Р (®і, ..., а?і, . .а; а ) для того, чтобы было 

х і< г 

верно во всех случаях равенство (5). Аналогичное замечание можно 
сделать по поводу доопределении строго ограниченного оператора 
«наименьшее число» и операторов «наибольшее число», «число тех, 
которые». 
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Предлагаем читателю сравнить точные результаты, 
полученные памп в следствиях к теоремам 11 — 14, с теми 
интуитивными рассмотрениями, которые мы проводили 
в п. 9 § 3. 

Доказанную в п. 2 теорему 8 удобнее чаще всего при¬ 
менять в несколько иной формулировке. 

Теорема 15. Пусть Д, ..., / п — функции (типа 
7Ѵ 5 —>Л? - ), а Ру, ..., Р п - предикаты (на ]Ѵ 8 ), принадле¬ 
жащие к примитивно-рекурсивно замкнутому классу 90Д 

причем 'Т'у Г) Р) = Л (і ф /') и У Р 4 = ІѴ\ Тогда функ¬ 
ция Д определяемая схемой 


I }у(ху,...,х г ), если*) Ру(Ху, ...,х а )=*и. 


/ 0 * 1 , 


*.) = 


( 6 ) 


/„ С*і , • ••> X,), если *)Р п (х 1 ,..., х а ) = и, 


также принадлежит к 5Щ. 

Функция Д определяемая по схеме (6), где 

Ру[)Р] = А (г Ф /), называется кусочно заданной при 
помощи предикатов Ру, ..., Р п и функций Д, ..., / п . 

Заметим, что схему (6) мы могли бы записать и так 
(см. замечание 1 на стр. 66): 


І{Ху, .. 

•.*.) = 

Д (Ху, ..., х а ) 

Ру (Ху, . . 

•і х ш)> 



/» {.Ху, ••••*.) 

Р П (*!• • • 

., х ш ). 

Следствие. Если функция / 

кусочно задана при 


помощи примитивно-рекурсивных предикатов Ру, ..., Р п 
и примитивно-рекурсивных функций Д, ..., / п , причем 

П ,- 1 

?і = №, то функция / примитивно-рекурсивна. 


*) Слова «если» в подобной схеме будут чаще всего опускаться. 
8 В. А. Успенский 
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4. ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ (ОКОНЧАНИЕ) 


Продолжим начатое в п. 1 изучение класса &1. Сей¬ 
час мы увидим, какое сильное оружие мы приобрели, 
доказав теоремы 10 — 15. 

Прежде всего выполним данное в п. 1 обещание: докажем 
примитивно-рекурсивность функции йіѵ : сііѵ ( х,у) = у ] *) • 
Легко видеть, что 17 


[§] = (и'0 №/<*]• (1) 


Предикат „Іу^х и получается подстановкой функции 
ргосі в предикат „у < х и и, следовательно, по теореме 10 
примитивно-рекурсивен. Но теорема 14 доказана для 
ограниченного оператора р'. И поэтому, хотя равенство (1) 
безусловно верно, мы вынуждены искать ограничение 
для I. Очевидно, что соответствующее і не превосходит, 
например, х. Поэтому наряду с верным равенством (1) 
имеет место также равенство 

Г7І=(И'0[*Ѵ<*]. (!') 


Правая часть равенства (1') имеет смысл и при у = 0, 
а именно (ц'і) [Ю < х\ = х. 

Доопределим функцию йіѵ согласно равенству (1'). 


Будем считать, что сііѵ (х, у) = 


[|] ^°' 


Прими¬ 


тивно-рекурсивность именно такой, так доопреде¬ 
ленной функции сііѵ мы сейчас —при помощи (1') — 
и докажем. 

Итак, докажем, на первый раз подробно, примитив¬ 
но-рекурсивность функции 

сііѵ (*, ѵ) = (и'0[*ѵ<®]- 

(<х 


Как мы уже заметили, предикат примитивно¬ 

рекурсивен. По теореме 14 функция § (х, у, г) = 


*) Точнее, некоторого ее доопределения (ср. с подстрочным 
примечанием на стр. 97). 
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== (И' О < х ] также примитивно-рекурсивна. Но функ- 

«г 

ция йіѵ получается из функции § идентификацией аргу¬ 
ментов (а поэтому, можно сказать, подстановкой любой 
примитивно-рекурсивной функции — см. § 2, п. 3, особенно 
пример 2). Следовательно, функция йіѵ примитивно-ре¬ 
курсивна. 

Из курса арифметики для 5 класса известно, что 
каждое число, большее единицы, однозначно (с точностью 
до порядка множителей) разлагается в произведение 
простых множителей. Обозначим п-в в порядке возра¬ 
стания простое число через р п . При этом нам удобно 
нумерацию начинать с 0. Таким образом, р 0 = 2, р г = 3, 
р г = 5, рз = 7, р 4 = И и т. д. Можно тогда для каждого 
числа, большего единицы, указать совсем уже единствен¬ 
ное, каноническое разложение: 

а = р>“і... /ЭД“>, (2) 

где а 4 >0 для і = 0, 1, 2, ..., п (а) — 1 и ап (а )>0 
(2 = 2 1 , 3 = 2°.3\ 4 = 2®, 5 = 2°-3°-5 1 , 6 = 2 1 -3\ 7 = 2°х 
X 3°-5°-7 1 , 8 = 2 3 , 9 = 2°-3®, 10 = 2 1 .3 0 ^ 1 и т. д.). Назо¬ 
вем г -й экспонентой числа а при і < п (а) число и при 
і > п (а) число 0 и обозначим і-ю экспоненту числа а 
через ехр { (а). Докажем, что функция ехр (2) , ставящая 
числам а и і в соответствие число ехр { (а): 

ѳхр (а, і) =ехр 4 (а), (3) 

примитивно-рекурсивна. 

Впрочем, если понимать под функцией ѳхр именно 
функцию, заданную равенством (3), то такая функция 
ехр не будет примитивно-рекурсивной, так как она даже 
не всюду определена. Число ехр 4 о, а следовательно, 
и функция ехр не определены при а = 0 и а — 1: Мы 
доопределим функцию ехр в этих двух случаях так, как 
нам будет удобно, так, как-««получится» (см. ниже (5), 
(6)), и вот эта доопределенная функция будет уже при¬ 
митивно-рекурсивной. Наше утверждение о примитивно- 
рекурсивности функции ехр нужно понимать, как утвер¬ 
ждение о возможности доопределить ее до примитивно¬ 
рекурсивной. Выше, при доказательстве примитивно- 

8 * 
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рекурсивности функции йіѵ, мы имеем дело с подобной 
ситуацией. 

Для доказательства примитивно-рекурсивности функции 
ехр нам нужно будет сначала доказать примитивно- 
рекурсивность предиката Біѵ: Біѵ (х, у) = (у делится 
на х), предиката Ргіш: Ргіт (га) = (га есть простое число) 
и функции ргіт ш : ргіт (га) = р п . Докажем примитивно- 
рѳкурсивность предиката Біѵ. 

Біѵ(а;, у) = (Э 1)[хІ*=у]. (4) 

Равенство (4) верно, но нас еще не устраивает. Нам 
нужно, чтобы квантор был ограниченным. Заметим, что 
если (3 і) [хі = у], то (3 I) [хі = у]. Следовательно, 

Ку 

Віѵ(х,у) = (Эі)[хі = у]. (4') 

«ѵ 

Равенство (4') показывает, что предикат Ріѵ может быть 
получен подстановкой функции ргой в предикат „х = у“, 
навешиванием ограниченного квантора существования на 
результат подстановки и подстановкой (а именно, иден¬ 
тификацией аргументов). Из теорем 10 и 12 заключаем, 
что предикат Біѵ примитивно-рекурсивен. 

Ргіт (га) *= (га > 1) & (Ѵж) [(х = 1) V (х — п) V Шѵ ( х , га)]. 

*<п 

Из теорем 10, 11, 13 и примитивно-рекурсивности 
предикатов ,рс = а“, „ х > а“ и Біѵ заключаем, что пре¬ 
дикат Ргіт примитивно-рекурсивен. 

Докажем теперь примитивно-рекурсивность функции 
ргіт : ргіт (га) = р п . Очевидно, что р п+1 = (ну) [(у > р п ) & 
<5 Ргіт (у)]. Как и раньше, надо ввести ограничение 
для у. Легко видеть, что р п+1 < р п ! + 1. Следовательно, 
Р п +і= (НУ) Г (У >Р„) <5 Ргіт (г/)]. Окончательно, функцию 

У<р„!+1 

ргіт получим по схеме примитивной рекурсии: 

( Ро = 

| Рп+і= (НУ) [(У > Рп)<5 р гіт(у)], 

( у<р п !-М 

из функций 2 (0) и / (2) : / (и, о) = (цу) [(у > ѵ) & Ргіт (у)] 
{и — фиктивный аргумент). Докажем примитивно-реку 
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сивность функции /. Предикат „(у > ѵ) & Ргіт (у)" при¬ 
митивно-рекурсивен. По теореме 14 будет примитивно¬ 
рекурсивной функция § (і) : § ( ѵ , г) = (цу) [(у >ѵ)& Ргіт (у)]. 

«<г 

А функция / получается подстановкой (вместо г) в функ¬ 
цию § примитивно-рекурсивной функции до = о! 4-1. 

Теперь мы, наконец, можем доказать примитивно- 
рекурсивность функции ехр. Из определения числа 
ехр; (а) следует, что 

ехр; (а) = (н'у) Біѵ (рѵ, а). (5) 

Очевидно, что ехр 4 (а) < а. Следовательно, 

ех Рі («) = 0*'Ѵ) 0ІѴ (Рі у » «)• (5') 

У<а 

Правая часть равенства (5') при а — 0 и при а = 1 (и при 
любом і) равна 0. Так и доопределим функцию ехр: 

, , ч Г ех Рі («) «>1. 

охр (О, I) - | 0 а<і 

Из равенств (5'), (6), примитивно-рекурсивпости преди¬ 
ката Біѵ и функций ргіт и 0 <2) , теоремы 10, замечания 
после теоремы 14 и теоремы 15 следует примитивно- 
рекурсивность так доопределенной функции ехр. 

Докажем еще ряд утверждений о примитивно-ре¬ 
курсивных множествах и функциях. 

Условимся говорить, что функция / порождает мно¬ 
жество Ь, если Ь есть множество значений функции /. 
Если функция /, определенная на всем натуральном 
ряду, порождает множество Ь, мы будем говорить также, 
что функция / пересчитывает, или перечисляет мно¬ 
жество Ь и называть функцию / пересчетом множества Ь. 
Для бесконечного множества Ь натуральных чисел введем 
еще понятие прямого пересчета. Пересчет / бесконечного 
множества Ь натуральных чисел называется прямым 
пересчетом *) множества Ь, если / — возрастающая функ¬ 
ция, т. е. если для любого к значение /(/с) равно 
(&41)-му (в смысле естественной упорядоченности по 
величипе) числу из Ь. 


*) Термин предложен А. В. Кузнецовым 
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Теорема 16. Если функция / является прямым 
пересчетом множества Ь и / принадлежит к прими¬ 
тивно-рекурсивно замкнутому классу 5ДО, то и множе¬ 
ство Ь принадлежит к 5Щ. 

Доказательство 

{уЬЬ) = $х)[у = Пх)1 (7) 

Равенство (7) использует только то, что / является пере¬ 
счетом множества Ь. Поскольку / является прямым 
пересчетом, соответствующее х не превосходит у 

(у$Ь) = (Зх)[у = Пх)1 (7') 

*<у 

Из теорем 6, 12, 10 следует, что предикат „у^Ь и , а зна¬ 
чит, и множество Ь принадлежат к 5ДО. 

Следствие. Если примитивно-рекурсивная функ¬ 
ция / является прямым пересчетом некоторого множе¬ 
ства Ь, то множество Ь примитивно-рекурсивно. 

Замечание. Обратное не верно. В § 8 будет построен 
пример примитивно-рекурсивного (бесконечного) множе¬ 
ства, прямой пересчет которого не примитивно-рекурсивен 
(п. 3, пример 12). 

Пусть Ь— множество в 7Ѵ* +1 (*> 1). Кортеж (х 2 ,..., х,, у) 
мы будем называть нижней точкой *) множества Ь, если 
(х 1? ..., х,, у )^Ь, но для всякого 2 , г< у, выполняется 
(х 1г ..., х Л , г) ^ Ь. В частности, если Ь — множество в И 2 , 
под нижними точками множества Ь мы будем понимать 
такие точки (х, у), что (х, у) С Ь, но для всех г, г < у, 
выполняется (х, ъ)^Ь. 

Теорема 17. Пусть Ь—множество в N г , принад¬ 
лежащее к примитивно-рекурсивно замкнутому классу 9$. 
Тогда множество Ь п его нижних точек также принад¬ 
лежит к $Ш. 

Доказательство. Обозначим через Р предикат 
„(х, у) е Ь и , через Р ш - предикат „(х, у) б Ьн- Тогда 

-Рн (я. У) = Р (я. У) & (V г) Р (х, г ), (8) 


*) Точнее, нижней точкой вдоль (*+1)-й оси. 
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Р^Ш. Из теоремы 11 и замечания к теореме 13 выте¬ 
кает, чтр предикат Р п , а значит и множество Ь я , при¬ 
надлежит! к 5Щ. 

Следствие. Множество нижних точек прими- 
тивно-рекурсивного множества (в УѴ 2 ) примитивно-ре¬ 
курсивно. 

Замечание. Теорема 17 и следствие из нее верны 
также для множеств в УѴ 8 (в > 2). 

Теорема 18. Если примитивно-рекурсив¬ 
ная функция большого размаха, то существует такая 
примитивно-рекурсивная функция / 2 (типа УѴ — > УѴ), 
что функции / 15 / 2 осуществляют взаимно-однозначное 
отображение N на УѴ 2 (ср. с теоремой 2 из § 2). 

Доказательство. При доказательстве теоремы 2 
из § 2 мы по произвольной функции большого размаха 
построили такую функцию / 2 (типа УѴ^>- УѴ), что функ¬ 
ции /,, / 2 осуществляли взаимно-однозначное отображе¬ 
ние УѴ на УѴ 2 . Используя введенный в п. 8 § 3 оператор 
«число тех, которые», мы можем приведенное в дока¬ 
зательстве теоремы 2 из § 2 определение функции / 2 
записать в виде равенства 

/г (*) = М [/і (Р) = /і (*)]• (9) 

р <і 

Предикат „х = примитивно-рекурсивен. Если функ¬ 
ция / х примитивно-рекурсивна, то по теоремам 10, 14 
и функция / 2 , определенная через функцию / 1 равен¬ 
ством (9), примитивно-рекурсивна. 

5. ПРИМИТИВНО РЕКУРСИВНОЕ СООТВЕТСТВИЕ 
МЕЖДУ УѴ И Л т * 

Теорема 19. Для любого положительного в суще¬ 
ствует примитивно-рекурсивное взаимно-однозначное 
соответствие между N и УѴ 8 . 

Замечание. Существует такое взаимно-однозначное 
примитивно-рекурсивное отображение УѴ на УѴ 8 , для кото¬ 
рого обратное отображение не примитивно-рекурсивно; 
существует такое взаимно-однозначное примитивно-ре¬ 
курсивное отображение УѴ 8 на УѴ, для которого обратное 
отображение не примитивно-рекурсивно (§ 8, п. 3, при¬ 
мер 14). 
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Согласно определению примитивно-рекурсивного 
взаимно-однозначного соответствия (стр. 105), дёореме 3 
из § 2 и замечанию 3 перед ней, для доказательства 
теоремы 19 нам достаточно построить такие примитивно¬ 
рекурсивные функции хМ, х(Д, ..., хМ типа N —> N 
и такую примитивно-рекурсивпую функцию х[,Ч типа 
N Я —*■N, чтобы для всех и для всех (%, ..., 
выполнялись равенства: 

хС* ] (х?1 (*!, . • •, ж 8 )) = х { (і = 1 , 2 ,...,*), (1) 

Ч* 1 (хМ (*), ...,хМ (*))=<• (2) 

Доказательство. Требуемое соответствие будет 
построено индуктивно. 

1) Сначала отдельно выделим случай 5 = 1. Прими¬ 
тивно-рекурсивное соответствие хЧ] между N и N строится 
тривиально. Искомые функции х^Ч = х[>4 = х^Ч (I) = I, 
и^Ч ( х) = х. 

2) Теперь в качестве базиса индуктивного построения 
построим примитивно-рекурсивное соответствие х^ меж¬ 
ду N и УѴ 2 . Как уже сказано выше, для этого доста¬ 
точно определить такие примитивно-рекурсивные функции 
кИ, хІ21 типа УѴ—»УѴ и такую примитивно-рекурсивную 
функцию х$,2) типа УѴ 2 —»УѴ, чтобы для всех ^^N та для 
всех (ж 1 , # 2 )СУѴ г выполнялись равенства: 

х|2] (хПЧ (*!, х 2 )) = ж, (і = 1, 2), (3) 

Ч 2] ( хГ 1 2] ( г ). « С 2 2] (*)) = *• (4) 

Легко видеть, что каждое I ^ УѴ однозпачно представимо 
в виде 


1 = 2* 1 ( 2 г 2 + 1)--1 ( 5) 

[0 = 2 °( 2 - 0 + 1 ) 1 , 1 = 2 * ( 2-0 + 1 ) — 1 , 

2 = 2°(2-1 + 1) -4-1, 3 = 2 2 (2-0 + 1)-^1 и т. д.]. 
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Согласно равенству (5), определим искомые функции так: 


[ И [ І 21 (0= ех Ро( і + 1 )> 


Г Г *+ 4 і • іі 

[ 2 схр о (( + 1 ) ^ 

1 2 \ 

Х^](0 = 


хЬ 2] (Яі, х 2 ) = 2 х і (2ж а -|-1) -=-1. ( 7 ) 


Очевидно, что заданные равенствами (6), (7) функции х^, 
Ц2], х^] удовлетворяют условиям (3), (4). Из примитив* 
по-рекурсивности функций бит, ргой, роі, йіі (п. 1) 


*"№, .. я а > 




' X,. . ,Х,.„Х', 


2 />-■•*****/» 


V 






I х„ х' 

А , 



а) 


6 ) 


Рис, 0. 


и функций сііѵ, ехр (п, 4) следует примитивно-рекурсив- 
ность функций хГ2], х| 2 ] > х [ 2 ] > определенных равенства 
ми (6), (7). Примитивно-рекурсивное соответствие х^ 2 ] 
построено. 

3) Пусть у нас уже построено примитивно-рекурсив¬ 
ное соответствие хМ между N и А 7 ” 3 , т, е. определены 
такие примитивно-рекурсивные функции хМ, хМ 

типа Л 7 — >ІѴ и такая примитивно-рекурсивная функция 
типа что для всех и для всех 
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(х ѵ ...» х а ) 6 УѴ 3 имеют место равенства (1), Щ. Тогда 
примитивно-рекурсивное соответствие х^ 1 ! между УѴ иУѴ 8+1 
мы построим следующим образом. По произвольному^-^ 
мы сначала найдем соответствующий, согласно соответ¬ 
ствию хМ, кортеж в УѴ 8 (ведь соответствие хМ между 
УѴ и іѴ 8 -по предположению индукции —уже построено): 
(х ѵ х 2 , ...» х'а)\ затем для последней компоненты х 

найдем соответствующую, согласно соответствию х [2] , пару 
в УѴ 2 (соответствие х^ 2 ^ между УѴ и УѴ 2 тоже уже по¬ 
строено): {х в , х а+1 ). А теперь числу поставим в соот¬ 
ветствие следующий кортеж в УѴ 8+1 : (х ѵ ..., аг^, ж 8 , а; 8+1 ). 
Обратно. Возьмем произвольный кортеж вУѴ 8+1 : (х ѵ ..., х в _ ѵ 
х е , х 3+1 ). Сначала для пары (ж 8 , ж 8+1 ) найдем соответ¬ 
ствующее, согласно хГ 2 1, х'і в УѴ. Затем для кортежа 
(х ѵ ..., аѴі, *«) найдем соответствующее (по хМ)УбА* 
Окончательно: кортежу {х ѵ ...,х в _ 1 , х а , ж 8+1 ) поставим 
в соответствие именно это (см. рис. 9). Требуемые 
функции задаются равенствами: 

ЦИ-1] (г) = х^ ( I ), 

х^*+П (і) = (0, 

< : - ( 8 ) 
(() == Х^ (ХМ (0), 

. х5й‘1(0-х^(хМ(0), 
х5 8 +‘] (х ѵ х ѵ .... х а _ ѵ х в , *, +1 ) = 

= х^ 8 1 ( х ѵ х 2 , ..., х 3 _ ѵ х^ ( х а , а? 8+1 )). (9) 

Из равенств (3), (4), (1), (2) и (8), (9) следуют соответ¬ 
ствующие равенства для функций х^+П, ..., х^П, х^+П : 

Ц 8+1] (х^+ 1] (х ѵ ..., я 8+1 )) = Щ (і = 1, 2, ..., в, 5+1), 

х^+і] (хсж](«), х^+‘і(г), •••, ир+‘і(г), х^п ( і )) = і . 

Из равенств (8), (9), и примитивно-рекурсивности функ- 
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ций ХІ2], х^2], х[2], , хМ, следует примитивно- 

рекурсивность функций х^+Ч, ..., х^+*], х^ 8 +П. 

Замечание. Как видно из доказательства теоремы, 
специального труда от нас потребовал только базис 
индуктивного построения: соответствие х^І между N и /V 2 . 
Переход от соответствия хМ между N и № к соответ¬ 
ствию х^'+П между N и ІѴ 8+1 был выполнен некоторым 
стандартным образом (см. (8), (9)), опирающимся только 
на индуктивное предположение о существовании прими¬ 
тивно-рекурсивного соответствия хМ между N и № и на 
факт существования (но не на конкретный способ его 
построения) примитивно-рекурсивного соответствия х^ 2 1 
между N и /V 2 . Базис индуктивного построения: прими¬ 
тивно-рекурсивное соответствие х^ 2 1 между N и /V 2 — может 
быть выполнен, конечно, многими различными способами. 

Теорема 20. Для любого положительного $ суще¬ 
ствует такое примитивно-рекурсивное взаимно-однознач¬ 
ное соответствие между N и ІѴ 8 , что функции 
х^І, .... хМ, хГ*], его осуществляющие , обладают двумя 
свойствами: 

1) (Свойство прямой мажорируемости.) 

хМ(г)<* (1 <;<$). 

2) (Свойство обратной мажорируемости.) Существует 

такая примитивно-рекурсивная функция я (2) , что из 
х і<У (і = 1,2,...,$) следует . ..,ж,)<я (у,з). 

Доказательство. Докажем, что обоими требуе¬ 
мыми нам свойствами обладает то конкретное прими¬ 
тивно-рекурсивное взаимно-однозначное соответствие хМ 
между N и №, которое мы построили для доказатель¬ 
ства теоремы 19. 

1) Докажем сначала свойство прямой мажорируе¬ 
мости. При $ = 1 х| 8 1 (I) = х^П (I) = I. При $ = 2 требуе¬ 
мое неравенство следует из равенств (6) или равен¬ 
ства (5). Если же оно выполняется для некоторого в, 
то из равенств (8) и доказанной его верности для в = 2 
следует выполнение свойства прямой мажорируемости 
и для $+1, 
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2) Докажем свойство обратной мажорируемости. Для 
доказательства нам понадобится равенство 

^ 0 8 +‘] (хі, . .Ж 8 _ Ь х а , ж 8+1 ) = 

= {х и Х^ 8 1 (Х 2 . Ж.-!, х 3 , ® 8+ і)) ( (9') 

верное для в >2. Равенство (9') легко доказывается ин¬ 
дукцией по в с помощью равенства (9) (впрочем, его можно 
усмотреть и из рис. 9, б). Определим теперь «кусочно» 
функцию 

«(* *.«> = { Л»., *” ° 0| (10) 

По следствию из теоремы 15 функция 8 примитивно¬ 
рекурсивна. Возьмем произвольную примитивно-рекур¬ 
сивную функцию от одного аргумента: / (1 >. 

Определим теперь функцию я (2) примитивной рекур¬ 
сией через функции /<*), 

( л (у, 0) = / (у), 

1 я (у, 8+1) =§ (у, в, я (у, «)). 

Функция я примитивно-рекурсивна*). Докажем, что она— 
искомая. Прежде всего заметим, что для 8 > 0 выпол¬ 
няется неравенство 

л (У. «) > У- (12) 

Для $=1: я (у, 1) — (у, 0, я (у, 0)) = у> у. 

Для $> 1: я (у, а) = 8 (у, в—1, я (у, $-1)) = 

_ 22л ( ѵ , в— і)-И > я (у у 1). 

Следовательно, я (у, 2) > я (у, 1) > у. я (у, 3) > я (у, 2) > у 
и т. д. 


*) Обратим внимание читателя на ту своеобразную форму схе¬ 
мы примитивной рекурсии, при помощи которой мы задали функ¬ 
цию я. Нас функция я интересует только при «>0. По существу 

нам нужна была функция { )+ 1 ) 1 2 2 *(|». Н-») (в>0) ЛІ ° ре ' 

курсию полагается начинать с нуля. Мы очень просто обошли эту 
трудность при помощи вспомогательной функции Значение я (у, 0) 
у нас не участвует при вычислении я ( у , 1). При помощи аналогич¬ 
ной уловки можно начинать примитивную рекурсию с любого ме¬ 
ста и получать при этом примитивно-рекурсивную функцию. 
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Докажем теперь индукцией по в следующее утвержде¬ 
ние: 

если х { < у (і == 1, 2.в), то х|>1 (ж 4 .ж 8 ) <я (у, в). 

При в=1: если ж<у, то х^І (ж) = ж <у <я (у, 1). 
Пусть в=2 и ж 4 <у (і = 1, 2). Из (7) 

4 2] (а*, ж 2 ) = 2* 1 (2ж 2 +1) 1 < 2* 1 (2ж 2 +1) < 

^ 2* 1 . 2 Жа+1 = 2 Жі+ЭСа+1 < 2 2и+1 

Но я (у, 2) = §■ (у, 1,я(у, 1)) = $(у, 1, у) = 2 2у+1 . Следова¬ 
тельно, к^{х х , ж 2 ,)<я(у, 2). Пусть утверждение «если 
< У {і = 1» 2, ..., в), то хр (ж^ ..., х в ) < я (у, в)» уже до¬ 
казано для некоторого в>2. Пусть х (і=1, 2, ... 
..., в, в +1). Докажем, что х[, 8 +П (ж 1э ж 2 , ..., ж 8 , ж 8+і ) < 
< я (у, 5 + 1). Действительно, х 2 , х 3 , ...,х 3 , х 3+1 <у. Сле¬ 
довательно, по предположению индукции, 

х^ 8 5 (ж 2 , ж 3 , . . ., Ж 8 , Ж^і) ^ я (у, 5) (13) 

X !<у. По (12) 

Хі < Я (у, в). (14) 

Из (9'), (13) и (14) и уже доказанного для 5=2 следует: 

Ч 8+1] ( Ж 1> • • • > х *> *»+*) < Я ( Я (УУ 5 )> 2). 

Но я (у, 2)=2 2У+1 . Следовательно, 

Ч 8+1] ( Х Ѵ • • •» ж в+і) < 2 2я(у ’ в) +‘ = §' {у, 5, Я (у, «)) = я (у, 5+ 1). 

Замечание. Для любых двух примитивно-рекурсив¬ 
ных взаимно-однозначных соответствий между N и № 
существует примитивно-рекурсивная функция типа 
N —> N, дающая по числу, соответствующему какому-либо 
кортежу при первом соответствии, число, соответствую¬ 
щее этому же кортежу ^при втором соответствии. 
Действительно, если первое соответствие обозначить через 

хМ, а второе —через хМ, то такой функцией будет слу¬ 
жить функция г], введенная равенством 

Л (0 = хЦ* 1 (хМ (і), хГоЗ (/), ..., хМ (і)). 
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[§ 4 


6. ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫЙ ПЕРЕСЧЕТ 
МНОЖЕСТВА 

В настоящем пункте мы хотим построить некоторое 
специальное взаимно-однозначное соответствие между мно¬ 
жествами N и ІѴ 00 . 

Займемся сперва отображениями множества N в множе¬ 
ство ІѴ 30 . Условимся рассматривать только такие отображе¬ 
ния множества N в /V е0 , при которых числу 0^/Ѵ соответ¬ 
ствует пустой кортеж А$№°. Чтобы задать отображение 
множества N в №°, нужно теперь каждому положитель¬ 
ному I б N поставить в соответствие некоторый определен¬ 
ный кортеж (ж ь ..., х в ) б -/V 00 ($>0), причем а уже не 
фиксировано и зависит от I. Следовательно, нам нужно 
научиться по I > 0 находить, во-первых, длину $ соот¬ 
ветствующего ему в №° кортежа, и, во-вторых, в компо¬ 
нент этого кортежа. Обозначим длину кортежа в №°, соот¬ 
ветствующего положительному числу і, через 4 (I), а г'-ю 
компоненту этого кортежа через і г (1, і). Следовательно, 
кортеж, соответствующий числу I, будет в наших обозна¬ 
чениях выглядеть так: (і 8 (г, 1), і 2 (г, 2), ..., і 2 («, ^(г))}. 

По смыслу наших обозначений функция 4 определена 
для I > 0 и принимает только положительные значения 
(число 0 занято для пустого кортежа Л, единственного 
кортежа длины 0 ), а функция 4 определена для і >0 
и для і: 1 <і<ч(*)< 

Про функции і^ 1 ’ и і‘® условимся говорить, что они 
осуществляют отображение множества /Ѵ\ {0} в множество 

Отображение множества N в множество №°, при ко¬ 
тором число 0 отображается в пустой кортеж, мы назо¬ 
вем примитивно-рекурсивным, если функции 4 , і 2 , осу¬ 
ществляющие отображение множества N \ {0} в мно¬ 
жество 7Ѵ а 5 \{А}, можно продолжить до примитивно¬ 
рекурсивных, т. е. если существуют такие примитивно¬ 
рекурсивные функции і*, і*, что і* (і) = 4 (I) для I > 0 и 
і* (I, і) = 4(4 і) для !>0 и для всех і: 1 <і< 4 ( 2 ). 

Перейдем к отображениям множества 7Ѵ°° в мно¬ 
жество N. 
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Займемся сначала взаимно-однозначными ото¬ 
бражениями множества УѴ 00 н а множество УѴ — другие ото¬ 
бражения множества -/V е0 в множество УѴ нам в этой книге 
и не понадобятся. Условимся рассматривать только такие 
взаимно-однозначные отображения множества УѴ 00 на УѴ, 
при которых пустому кортежу Л € УѴ“ соответствует число 
06-Л'- Взаимно-однозначное отображение множества Л' 00 
на УѴ полностью определяется следующими двумя функ¬ 
циями: 1) функцией і' 1 ’, дающей по кортежу (ж)^УѴ 00 
длины 1 его образ I = і 3 (.г) в УѴ, и 2) функцией і 4 ’, даю¬ 
щей по образам і' и I" кортежей {х[, ..., х 3 >) ^УѴ” 
и (ж 4 , ..., хі-) б УѴ°° образ 1 — ^(1', і") кортежа (ж',... 

..., хі-). Действительно, если мы имеем функ¬ 
ции і 3 и і 4 , то само отображение восстанавливается 
следующим образом: пустому кортежу соответствует 
число 0; кортежу (ж) длины 1 соответствует число і, (ж); 
кортежу же {х г , ...,х е , х 3+1 ) ($> 1) соответствует число 
і = і 4 (к, і 3 (ж 8+1 )), где к—число соответствующее кортежу 
(х ѵ ..., х 3 ). Про функции і^ 1 ’ и і 4 а> условимся говорить, 
что они осуществляют взаимно-однозначное отображение 
множества УѴ 00 на УѴ. 

Взаимно-однозначное отображение множества УѴ“ на 
множество УѴ, при котором пустой кортеж отобра¬ 
жается в число 0, назовем примитивно-рекурсивным, 
если осуществляющие его функции примитивно-рекур¬ 
сивны. 

Отображение (не обязательно — взаимно-однозначное) 
множества УѴ°° в множество УѴ можно представить как 
результат последовательного выполнения двух отображе¬ 
ний: некоторого (даже любого наперед заданного) взаимно¬ 
однозначного отображения множества УѴ 00 на множество УѴ 
и некоторого отображения множества УѴ в себя; ото¬ 
бражение множества УѴ°° в множество УѴ назовем прими¬ 
тивно-рекурсивным , если его можно представить как 
результат последовательного выполнения двух прими¬ 
тивно-рекурсивных отображений. Впрочем, как уже было 
сказано выше, не взаимно-однозначные отображения мно¬ 
жества УѴ 00 в множество УѴ нам не понадобятся. 
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Взаимно-однозначное соответствие между N и IV е0 
назовем примитивно-рекурсивным , если оба задаваемые 
им отображения: N на №° и №° на N — примитивно¬ 
рекурсивны. 

Замечание. Существует взаимно-однозначное при¬ 
митивно-рекурсивное отображение множества N на IV е0 , 
обратное к которому не примитивно рекурсивно (пример 

15 из п. 3 § 8). Существует взаимно-однозначное нрими- 
тивно-рекурсивное отображение множества /V 30 на N, 
обратное к которому не примитивно-рекурсивно (пример 

16 из п. 3 § 8). 

Теорема 21. Существует примитивно-рекурсивное 
взаимно-однозначное соответствие между множествами 
N и 

Доказательство. Согласно теореме 19, для лю¬ 
бого положительного 5 существует примитивно-рекурсив¬ 
ное соответствие хМ между N и 7Ѵ 30 . Фиксируем для 
каждого положительного 5 соответствие х [8 3 или, что то 
же самое, функции ..., х[®3, х^З, его осуществляющие. 
При этом мы предполагаем выполненными равенства (8), 
(9) на стр. 122, связывающие соответствия хМ и х^+'З 
(в >2); соответствия хПЗ, х^ 2 3 выбираются произвольно*). 
Все эти соответствия хМ нам понадобятся для построе¬ 
ния искомого примитивно-рекурсивного соответствия. 

Искомое соответствие мы построим в виде взаимно¬ 
однозначного отображения множества N на №°. Дадим 
сначала идею построения отображения множества N 
на множество №°, а потом внесем две поправки. Числу 
мы раз навсегда поставили в соответствие пустой 
кортеж Л^ІѴ 30 . Каждому положительному мы сна¬ 
чала, согласно соответствию хС 2 3, поставим в соответствие 
пару ( х , у). Пусть искомая длина 5 кортежа, который 
мы хотим поставить в соответствие числу і, будет х: в = х. 
Затем, согласно соответствию х^З, мы найдем кортеж, 
соответствующий числу у. Этот кортеж мы и будем счи¬ 
тать образом числа I при строящемся отображении. 
Необходимо внести две поправки. Во-первых, длина 5 


) Ср. с замечанием на стр. 123. 
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должна быть' г положительнойДединственный кортеж дли¬ 
ны 0, пустой кортеж, мы уже учли), а по соответствию 
^[2] мы будем из числа I часто получать пары вида 
(О, у). Поэтому пусть искомая длина 8 будет [равна не 
х, а ж+1: 8 = х + 1. Во-вторых, так как I пробегает 
у нас только все положительные числа (1 — 0^ N уже 
ушло у нас на Л^ІѴ 50 ), т0 мы на промежуточном этапе 
не получим пару ( ж 0 , у 0 ), соответствующую (согласно 
х^З) числу 0, а следовательно, не получим и кортежа 
длины ж 0 + 1, соответствующего по закону хР'о+П числу 
у 0 . Поэтому, взяв І^ІѴ, мы соответствующую промежу¬ 
точную пару (ж, у) будем брать, согласно соответствию 
х [2 1, не для I, а для 1—1. Итак, окончательно искомое 
отображение множества N на множество 7Ѵ°° будет 
выглядеть так: 

О —> Л. (1) 

Для I > 0 

4 (0 = Ц 21 (* —!) + !• (2) 

Для I > 0 и і: 1 < і < 4 ( і ) 

[21 

4(М) = иГ‘ ( ^ 1Н ' ,1 (нЕ2](^1)). (3) 

Функции іц і 2 отображают 7Ѵ \ {0} на Л ГОО \(Л} 
взаимно-однозначно. Действительно. Когда I пробегает 
все положительные числа, I — 1 пробегает всё 7Ѵ, а нары 
(х [ 4 2 ! ( I — 1), х^ 2 ! (I — 1)) пробегают взаимно-однозначно всё 
Л^ 2 . В частности,, когда пары (х [ , 2 1 (I — 1), х^ 2 1 (I — 1)) про¬ 
бегают множество ё{{х,у)€№ |ж = ж 0 }, соответствующие 
кортежи пробегают взаимно-однозначно всё ^У* 0 +*. 

Нетрудно от кортежа (ж 1 , ..., ж„) б ^Ѵ°° возвратиться 
к его (единственному) прообразу і^N. Легко видеть, 
что 

* = х[ ) 2 ]($-=-1, х^(ж,, ..., ж 8 )) + 1. (4) 

В частности, кортежу (х) длины 1 соответствует число 
і 3 (ж) = ХС21 (0, х^ (ж)) +1. (5) 

Итак, взаимно-однозначное отображение множества N 
на №°, а следовательно, и взаимно-однозначное соответ- 

^ В. А. Успенский 
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ствие между N и построено. Осталось показать, что 
оба задаваемые им отображения: N на 7Ѵ 00 и Л ^ 00 на ІѴ — 
примитивно-рекурсивны. 

Покажем сперва, что отображение множества N на 
множество №°, которое мы построили, является прими¬ 
тивно-рекурсивным, т. е. что функции 4 , 4 можно про¬ 
должить до примитивно-рекурсивных. Для функции 4 
это, по существу, уже сделано. Если положить і* (() = 
= х[ 2 Ці — 1 ) + 1 , то по равенству ( 2 ) 4 (і) = і *(() для I > 0. 
Функция і*, очевидно, нримитивно-рекурсивна. 

С продолжением функции 4 придется повозиться 
немного дольше. Функция 4 не определена при 1 = 0, 
при і = 0 и при і > 4 ( I ). Введем функцию х (3) 

0, 5 = 0, і— любое, 

0 , 5 > 0 , і = 0 , 

( 0 > * > 0 , 1 < і < 8, ^ 

( 0 . $ > 0 * і>е. 

Функция х всюду определена. Докажем, что она прими¬ 
тивно-рекурсивна. Сразу применить к равенствам (6) 
следствие из теоремы 15 нельзя, так как в выражении 
хФ ( I) переменными являются 5, і и I, а раньше мы дока¬ 
зали примитивно-рекурсивность функции хМ, зависящей 
только от I (при фиксированных 5 и і). Перепишем 
равенства ( 6 ) по-другому, более подробно: 


0, 

5=0, 

і — любое 

0, 

5=1, 

і = 0, 

х$‘](0, 

5=1, 

і > 0, 

0, 

5 = 2, 

і = 0, 


5 = 2, 

і = 1, 


5=2, 

і > 1, 

х (5 1 , і, і). 

5 >2, 

І < 5 — 2, 

Х^ (х(5— 1,5-1, *)), 

5 > 2, 

1 = 5—1, 

х^ 23 (х (5 1, І,і)), 

5 > 2, 

Г >5. 


X (5, І, I) = 


X (5, І, I) = 


О) 




с] ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫЙ ПЕРЕСЧЕТ МН-ВА №° 131 


Пояснения требуют только три последних строчки схе¬ 
мы (7). Пусть $>2 и і: 1<г<$— 2. Тогда по (6) и (8) 
изп. 5 х($, і, і) = х[<1 ( і ) = х[ 8_1 3 (I) = х (5— 1, і, I). Если же 
х > 2 и і — 0, то х (5, і, і) = 0 и х ($ — 1, г, І) = 0 и, следова¬ 
тельно, опять х ($, г, і) = х (5— 1, г, і). Пусть теперь 8 > 2, 
г' = 5 — 1. По предпоследнему из равенств (8) из п. 5 и по 
(6) X (5, І, І) = X (8, 5-1, 0 = Х^і (0 = Х^ (х^‘1 (*)) = 
= х^ 2 ^(х(5 — 1,® — 1, і))- И, наконец, пусть $>2 и і >5. 
Если і = 5, то х($, г, і) = х(«, 5, 2) = хМ(г). По последнему 
из равенств (8) из п. 5 и по (6) х ( 5 , і, і ) = хМ ( і ) = 

= Х^ 2 1(^Гі 13 (0) = Х 2 23 ( И («- 1 . «-1. 0) = Х 2 2] ( Х (■» — 1» 5, І)) = 

= Х^ 2 ^ (х (5 — 1, і, і)). Если же 5 > 2 И І > 5, ТО X (5, Г, г) = 

= ^ 8] (0 = Ц 21 И-~1 1] (*)) = Х^У (х (5— 1, 5 - 1, І)) = 

= х 3 2 23 ( х С* - г > 0)- Эквивалентность схем ( 6 ) и (7) дока¬ 
зана. Схему (7) нетрудно преобразовать в схему прими¬ 
тивной рекурсии, задающую ту же функцию х. Введем 
функцию 


0, 

п — О, 1 

: г=о. 

хС Л'( 0 > 

п = 0, 

Г > 0, 

1 .°> 

/і=1, 

і = 0, 

Ц 23 ((), 

п = 1, 

/ = 1, 


/1 = 1, 

і > 1, 

и. 

П > 1, 

г < /г — 

Ц 23 (и), 

/г > 1, 

і = п 

Ц 2 ] (н), “ 

/г > 1, 

і > /г. 


По следствию теоремы 15 функция § примитивно-ре¬ 
курсивна. Сравнивая схемы (7) и ( 8 ), легко увидеть, что 
схема 


| х( 0 , і, 0 = 0 ‘ 2 > (М), 

і х (5+ 1, І, І ) = І, І, X (5, І, I)) 

задает примитивно-рекурсивно функцию х через прими¬ 
тивно-рекурсивные функции 0 І2) , §. Следовательно, функ¬ 
ция х примитивно-рекурсивна. Из (3), (2) и ( 6 ) следует, 

9* 
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что для I > 0 и і: і < 4 (<) 

4 (*. і) = х^ 2 ]( ^ ,): “ ,] (х^(^ 1 )) = 

= X (х\ѵ (< - 1) +1, і, х^2] (І 1)). (9) 

Функция I*: і* (4 і) = X (Ц 2 1 (і--1) + 1, і, к[ 2 1 (I 1)) при¬ 
митивно-рекурсивна и по (9) для I > 0 иг: 1 < г < 4 (і) 
4 (^і 0 = 4 (^і *)• 

Докажем теперь, что полученное взаимно-однозначное 
отображение множества /V 00 на N примитивно-рекурсивно, 
т. е. что осуществляющие его функции і 3 , 4 примитив¬ 
но-рекурсивны. Примитивно-рокурсивность функции і 3 
вытекает из равенства (5). 

Осталось доказать примитивно-рекурсивность функ¬ 
ции і 4 . Чтобы доказать это, постараемся описать, как 
по » числам I' и I", соответствующим кортежам а' = 
= (ж', ..., х' в >) и а" = (ж", ..., Жз'), получить число I, соот¬ 
ветствующее кортежу 


п — • • • , -V, ^1? * • •, х В "). 

Очевидно, 

а = (і 2 (і', 1), 4(0 2), 4(0), 

4 > 1), 4 , 2), • • • > 4 (^ > 4 (Р )))• 


Поэтому, если ввести функцию ср (3> по схеме 

Ф {к, I', I") = 


О, 

4 і Ас), 

4 *~ 5 ~ 4 ))> 

О, 


/с = 0 

1<А;<4(0, 

4 (<') + 1 <А< 4 (Г)+і 1 (Г), 
А: > 4 (О + 4 (Г), 


( 10 ) 


то ф (А:, I', і ") даст /с-й член кортежа а. Введем функ¬ 
цию р м> посредством примитивной рекурсии 

Р ( 0 , к, ОО в Ч 1] (Ф(*’ «'-О), 

Р ( г + 1, к, I' , I ) = 

= х о 2] (Ф (А —(*+1), О О, Р(4 Л, О О) 5 ? г ’+ (И) 

+ Ч 2] (ф ( к г ', П> Ф (*, О О) 8 ? г ‘- 
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Как легко видеть, схема (И) эквивалентна схеме 
, р(0, /г, Г, Г) = хт(ф (к, і', I")), 

Р(1, А, I’, О = х [ 0 2] (ф(^ 1, П> Ф(А. 0)> (1Г) 

р(і+2,М',і") = 

= хС2] (ф(/с—(г+2), г', Г), р (і+1, Л, Г)). 

Схема (11') задает функцию р так называемой (примитив¬ 
ной) «рекурсией по двойному базису». При помощи функ¬ 
ций 8<т мы задали ту же функцию обычной примитив¬ 
ной рекурсией. Из (11'), с помощью равенства (9') из п. 5, 
следует, что кортежу 

(ф (А - г, I"), ф(/с — і + 1, I’, О» •••» ф(А> 0> 
при соответствии х^+П соответствует число Р (г, к, V, і"). 
Этому же кортежу при построенном соответствии между 
/Ѵ°° и N соответствует число хо 2] (г, Р(і, к, і ' , г")) + 1 
(см. (4)). Поэтому, если мы положим последовательно 

у (С, О = 4(0 + 11 (О. ( 12 ) 

б (С, I") - 

= хо 2] (у(С, I") — 1, р(у(і', 0^1. Ѵ(*'. О. 0) + 1. 

(13) 

I”, ѵ = о, 

і 4 (С, 0 = *' = о, (14) 

б (С, Г), (+ОиГ^О, 

то так построенная функция і 4 2> будет искомой, т. е. для 

каждых I' и I" она будет давать номер соответствующего 
кортежа а. Из (10) — (14) и следствия теоремы 15 вы¬ 
текает последовательно примитивно-рекурсивность функ¬ 
ций ф, р, у, б и, наконец, і 4 *). Теорема доказана. 

Теорема 22. Существует примитивно-рекурсивное 
взаимно-однозначное соответствие между множествами N 
и. 7Ѵ°°, обладающее двумя свойствами: 

*) Более точііо: для доказательства нримитивію-рекурсивности 
функций ф и у в (10) ц (12) функции і х , і 2 нужно сначала заме¬ 
нить на их примитивно-рекурсивные продолжения і+ і*. 
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1) (Свойство прямой мажорируемости.) Функция 4 , 
осуществляющая (вместе с функцией 4 ) отображение 
множества N\Щ на множество ^Ѵ°°\ {А}, подчиняется 
неравенству: 4 ( I, і) < I (I > 0 , 1 < і< 4 ( I )). 

2) (Свойство обратной мажорируемости.) Существует 

такая примитивно-рекурсивная функция т с8) , что, какой 
бы мы кортеж а = (х 1 , . ..,.ж 8 ) из 7Ѵ 00 ни взяли, если 
ж { <у (і = 1 * •••> $), пго число і, соответствующее кор¬ 
тежу а, удовлетворяет неравенству з). 

Доказательство. Построенное нами для доказа¬ 
тельства теоремы 21 конкретное (см. ( 2 ), (3)) примитивно¬ 
рекурсивное соответствие между множеством N и мно¬ 
жеством будет обладать обоими требуемыми свойствами, 
если для его построения брать не произвольные примитив¬ 
но-рекурсивные соответствия хМ, удовлетворяющие только 
равенствам ( 8 ) из п. 5 и (9) из п. 5, но соответствия, 
обладающие «свойством прямой мажорируемости»: х| 8] (і) < I 
( 1 < і < з) и «свойством обратной мажорируемости»: суще¬ 
ствует такая примитивно-рекурсивная функция л (2) , что 
из х % < у (і = 1 , ..., «) следует х^І (х ѵ ..., ж 8 ) <я :(у, з). 
Такие соответствия существуют для каждого положитель¬ 
ного 8 по теореме 20 . 

1) Учитывая (3) и свойство прямой мажорируемости, 
получим: 

1 2 ((, І) = х[4 1 ( *~ ,)т 11 (И2 2] ( і - 1)) < Х 1 2 ] 

Так как I > 0, то I — 1 < I. Следовательно, 4 (і, і) < I. 

2) Возьмем произвольный кортеж {х ѵ ...., ж 9 )С^Ѵ°° (в > 0). 
Соответствующее ^./Ѵ равно: і=х.\Р (8—1, х^ (х г , ...,ж 8 )) + 
+ 1 (см. (4)). Если ж 4 <у (і = 1, ..., 8*), то по свойству 
обратной мажорируемости х{^ {х г , ..., х & ) < л {у, з). Оче¬ 
видно, 8 — 1 < тах (8 — 1, л (у, з)) и х^І {х г , ..., ж 8 )< 
<л(у, 8)<тах (8-^-1, л (у, з)). Тогда, также по свойству 
обратной мажорируемости, 

х [ о 2] ( 8 - 1 , х^^Жц ..., ж 3 )) < л (тах (8 — 1 , я (у, 8 )), 2 ). 

Следовательно, і<я(тах (8 — 1, л (у, з)), 2) + 1. 

Искомая примитивпо-рекурсивная функция т (у, з) = 
= я (тах ( 8 -— 1 , я (у, з)), 2 ) + 1 . 
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Замечание. Пустъ і и і — два примитивно-рекур¬ 
сивных взаимно-однозначных соответствия между N 
и №°. Тогда существует, примитивно-рекурсивная функ¬ 
ция т] типа N■—>N, дающая по всякому числу , соответ¬ 
ствующему какому-либо кортежу в соответствии і, число, 
соответствующее тому же кортежу в соответствии і. 
Докажем это. Пусть соответствие і характеризуется функ¬ 
циями 4 , і 2 , осуществляющими отображение Л г \{0} 
на Л ' 00 \ {Л}, и функциями і 3 , і 4 , осуществляющими ото¬ 
бражение Л ?=0 на N. Пусть аналогичные функции для і 
будут і 1( і 2 , і 3 , і 4 . Возьмем число I > 0. При соответ¬ 
ствии і ему соответствует кортеж 

(4(0 1), і 2 ((, 2), ..., і 2 (0 Н (0))* 

Введем функцию у (2) : 

( у(0 0) = 0 


I у{1, і + = і), і 3 (і 2 (0 «+ !)))■ 

Очевидно, число у ( I , і) соответствует при соответствии і 
кортежу 


( 4(0 1 ), 1 2 (і, 2 ), ..., 1 2 {1, г))- 

Поэтому, если мы положим 

0 , 1 = 0 , 
у (і, 4 (*)), і > О, 
то так построенная функция ц будет искомой. 


іі(0 



§ 5. РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВА 
И ПРЕДИКАТЫ 


В и. 1 этого параграфа вводится и изучается одно 
из основных понятий книги — понятие рекурсивно-пере¬ 
числимого множества, являющееся уточнением интуитив¬ 
ного понятия перечислимого множества. В п. 2 иссле¬ 
дуются рекурсивпо-перечислимые предикаты — предикаты 
с рекурсивно-перечислимыми множествами истинности. 

Пошітие рекурсивно-перечислимого множества вводится нами 
в настоящих «Лекциях» (см. определение на этой же странице) через 
понятие ' примитивно-рекурсивпого множества. Тем самым мы 
отступаем от традиционного порядка изложения, согласно кото¬ 
рому рекурсивно-перечислимые множества определяются (для слу¬ 
чая непустых линейных множеств) как множества, пересчитываемые 
обще-рекурсивными функциями (см., например, стр. 272 русского 
издания книги С. К. Клини [1952]), а определение, выбранное нами 
в качестве исходного, формулируется в виде теоремы (см/, напри¬ 
мер, теорему XIV в § 60 упомянутой книги С. К. Клини). Заметим, 
что в этом параграфе рекурсивно-перечислимые множества изу¬ 
чаются нами д о введения обще-рекурсивпых функций; связь 
между этими понятиями будет установлена лишь в § 7 (тео¬ 
ремы 23 — 24). 


1. РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВА 

В п. 1 § 2 было определено понятие проекции мно¬ 
жества Е(СЛГ’) на оси с номерами і 1г і 2 . і к 

(1 < і г < і 2 < ... < і к < 8). Напомним, что пр^. с_М к . 

Понятие проекции послужит нам основой для введения 
одного из важнейших в нашем курсе понятий — понятия 
рекурсивно-перечислимого множества. 

Определение. Множество Ь в Л’ к называется 
реку рейв но-перечислимым, если оно является проекцией 
какого-нибудь примитивно-рекурсивного множества. Дру- 
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гшш словами, множество // в /V й называется рекурсивно¬ 
перечислимым , если в каком-нибудь Л' й+8 ($>0) сущест¬ 
вует такое примитивно-рекурсивное множество Ь, что 
проекция множества Ь х на какие-то к осей (1 < і г < ... 
... < і к < к + «) равна Ь: пр^. \ к Т^ = Ь. 

Замечание 1. Нам часто будет полезным (иаири- 
мер, когда мы строим отображение множества N на 
іѴ 30 = ./V 0 /V 1 ./V 2 у ...) различать натуральные числа, 

т. е. элементы из N — {0, 1, 2, ...,), и элементы мно¬ 
жества /V 1 = {(0), (1), (2) ...]. Формально говоря, только 
что сформулированным определением не охватывается 
случай множества в N. Введем самое естественное опре¬ 
деление: множество Ь в N называется рекурсивно-пере¬ 
числимым, если рекурсивно-перечислимо множество Ь 1 
в N 1 , получающееся из Ь отображением п —» (п). 

Замечание 2. Из замечания после определения 
примитивно-рекурсивного множества следует, что рекур¬ 
сивно-перечислимых множеств (как в каждом N к > так 
и всего) — счетное число. Поскольку множество подмно¬ 
жеств в /V й несчетно, существуют не рекурсивно-пере¬ 
числимые множества. Примеры таких множеств будут 
построены в § 9 (п. 2, пример 6). 

Теорема 1. Если Ь — рекурсивно-перечислимое мно¬ 
жество в /V й , то, каково бы ни было положительное і 
и каков бы ни был набор номеров осей: ]\, ..., ]\ 
(1 < ]\ < ... < /,< <& + /), найдется такое примитивно- 
рекурсивное множество в /Ѵ й+г , что Ь = пр^ ^Ь 2 . 

Доказательство. 1) Докажем сначала, что номера 
осей не являются существенными. Точнее. По условию, 
Ь — рекурсивно-перечислимое множество в ./V й . Значит, 
существует такое 8, такие номера і и ..., і к ... 

• • • < і/і</с + в) и такое примитивно-рекурсивное мно¬ 
жество Ь х в /V й * 8 , что І, = пр{ .. Возьмем про¬ 

извольные номера Д, ..., /,, такие, что 1</і< ... <Д< 
<& + $, и докажем, что в /Ѵ й+8 найдется такое примитив¬ 
но-рекурсивное множество Ь 2 , что Ь = пр^. і к Ь г . 

Для того чтобы это доказать, нам понадобится понятие 
«образа кортежа при подстановке». Возьмем какой-нибудь 
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кортеж в Д г1 : 

а = (х 1 . х ,) 

и какую-нибудь подстановку 1-іі степени *): 

1 2 ... / \ 

«і “г • • • “і/ ' 

Образом кортежа а при подстановке а называется кортеж 
Р = Й (а) = ^а 2 * * • *» 

т. е. кортеж, у которого на г-ом месте стоит х а . 
(і = 1, 2, I). Образом множества ^(СЛ^ 1 ) при под¬ 

становке а называется множество 

= а (^ 1 ) = Щ (Р 6 ^Ѵ ! | Существует в Ь х такое а, 

что р = а (а)}, 

т. е. множество образов всех кортежей из при под¬ 
становке а. Очевидно, что если І, 2 = а(^ 1 ), то множества 
Ь х и ./[, 2 равномощны, причем а осуществляет взаимно¬ 
однозначное отображение множества на множество Ь % . 

Приступим к доказательству существования искомого 
множества Ь ѵ Возьмем подстановку Ь (& + $)-й степени 
такую, что числу / т в пей соответствует число і т 
(т = 1, 2, і), а в остальном она произвольная (но, 

разумеется, фиксированная): 

/... и ... /■ ••• и --л 

\.". 1 1 ••• 1 2 ••• І к ••• / 

Через с обозначим подстановку, обратную к подстановке 6. 
Пусть 

1 2 ... к -1-5 

с і с 2 ••• 

*) Напомним, что подстановкой п-й степени иазываетсн взаим¬ 
но-однозначное отображение множества {1,2 . п} на себя. Запись 

Г і 2 ... п \ 

подстановки в видо означает, что число і пѳре- 

V а, а 2 ... а„ У 

ходит при рассматриваемом отображении в число а,-. 
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Искомым множеством Ь 2 будет множество Ь (І/Д. Во-первых, 
множество Ь 2 = Ь (Ь г ) примитивно-рекурсивно, так как его 
характеристическая функция получается из характе¬ 
ристической функции % Ьі примитивно-рекурсивного мно¬ 
жества Ь 1 перестановкой аргументов, а именно: 

Хь,(*і. . . Ч+е) = Х Ьі Жс 2 .*с к+> ). Во-вторых, 

пр^.= нр^. і к Ь 2 , так как если р = Ь(а), то 

у кортежа р на Д-ом месте стоит то число, которое 
у кортежа а стояло на г\-ом месте, на / 2 -ом месте стоит 
то число, которое у кортежа а стояло на г 2 -ом месте, 
и т. д. Следовательно, пр^ і^а = пр^ ^р. 

2) Докажем теперь, что размерность пространства, 
в котором лежит проектируемое множество, также не суще¬ 
ственна. 

Пусть Ь = прі, 2 .где Ь 1 — примитивно-рекур¬ 

сивное множество в 7Ѵ Й+8 . 

Докажем сначала, что в Л^ +1 найдется такое при¬ 
митивно-рекурсивное множество Ь 2 , что І/ = пр 1і2 . ъЬ 2 . 

Если 5 = 0, то достаточно положить Ь 2 = Ь г хМ (след¬ 
ствие теоремы 4 из § 4). Пусть теперь 5>0. Искомое 
множество Ь 2 в 1Ч кп мы получим тогда из множества 
при помощи функций хМ, ..., хм, х[Д, осу¬ 
ществляющих примитивно-рекурсивное взаимно-однознач¬ 
ное соответствие хМ между N и 7Ѵ 8 (такие функции 
существуют по теореме 19 из § 4). Множество Ь 2 в Л^ +1 
мы построим так: из каждого а = (х и х 2 , ..., х к , ж л+1 , ... 

• • •, мы образуем р = (х І9 х 2 . х к , хМ (х к+1 , ... 

•••> х к+»))- Множество всех таких р мы и обозначим 
через Ь 2 . Другими словами, 

Уі . Ук> Ук*і)^^ к+1 \(Уі> У2> ••• 

•••. Ук> «і 8] (^ + і). «2 ] (у й+ х).ж** 1 (Ѵк*і).> € 

Тогда очевидно, что пр 1і2 . ^ 2 = пр 1і2 . кЦ,- Мно¬ 

жество Ь 2 примитивно-рекурсивно, так как его характе¬ 
ристическая функция получается подстановкой при¬ 
митивно-рекурсивных функций хМ, ..., хМ в харак¬ 
теристическую функцию примитивно-рекурсивного 
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множества а именно: 

Х, 2 (.Гі, х 2 , .... х к , .г л+1 ) = 

= ( а і> х гі •••> х к> и і 5 ^ •••> (^’ /і+т))•. 

Теперь докажем, что при любом I > 1 в ]\ ки найдется 
такое примитивно-рекурсивное множество Ь 3 , что Ь = 

= прі, 2 . кЬ 3 - В качестве Ь 3 можно взять просто 

цилиндр в N к * ^ , восставленный из Ь 2 с.І^ кп вдоль 
осей с номерами к + 2, к + 3, к-\-і (Ь 3 = Ь 2 х №~ г ). 

По следствию теоремы 4 из § 4 1^ примитивно-рекурсивно. 
Очевидно, что пр )>2 .ьІ/ 3 = пр 1>2 . кЬ 2 . 

3) Наконец, окончательно. Пусть Ь = пр^. ік Ь ѵ 

где Ь г — примитивно-рекурсивное множество в Л^* 8 . Возь¬ 
мем произвольное положительное I и номера Д, / 8 , .... / к 
(1 < А < /а < • • • < Ік < к + 0 • Покажем, что в 
найдется такое примитивно-рекурсивное множество Ь 2 , 
что ^ = пр ; • 1 . І} Ь 2 . Сначала найдем в /Ѵ ,і+8 такое при¬ 
митивно-рекурсивное множество Ь 3 , что Ь = прі >2 . кЬ 3 - 

Такое множество Ь 3 существует по первому пункту 
доказательства. Затем в Л^ +( найдем такое примитивно¬ 
рекурсивное множество Ь іг что І, = пр 1>2 . к Ь^ Такое 

множество найдется (в два приема) по второму пункту 
доказательства. И, наконец, в Л^ +( , опять-таки по первому 
пункту доказательства, найдется такое примитивно-рекур¬ 
сивное множество Ь ІУ что /, = пр,-. ) к Ь 2 . Теорема 1 

доказана. 

Итак, если Ь — рекурсивно-перечислимое множество 
в /Ѵ\ то в любом /Ѵ* +8 (8 > 0) и для любых номеров осей 
іѵ Д» • • • > Д (1 < й < Ч < • ■. • < ік < к -|-«) найдется такое 
примитивно-рекурсивное множество Ь и что Ь — 
= пр^, .. Нам чаще всего (но не всегда) будет 
удобно .считать, что Ь = прі, 2 ,.. ьЬ 2 , где Ь г — некоторое 
примитивно-рекурсивное множество в N к+1 . 

Отметим, что так как пустое множество примитивно¬ 
рекурсивно, а проекцией пустого множества является 
пустое же множество, пустое множество относится к числу 
рекурсивно-перечислимых. Пустое множество будет 
в нашей теории, так сказать, вырожденным, «несобствен¬ 
ным» случаем рекурсивно-перечислимых множеств. Глав- 
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яые теоремы, вскрывающие суть понятия рекурсивно- 
перечислимого множества, которые мы вскоре докажем 
(теоремы 9 и 10 или теоремы 23 из § 7 и 24 из § 7), 
будут верны только для непустых рекурсивно-перечисли¬ 
мых множеств. 

В предыдущем параграфе мы изучали примитивно¬ 
рекурсивные множества (п. 2). Обозначим класс всех 
примитивно-рекурсивных множеств через П, класс всех 
рекурсивно-перечислимых множеств через Р. Прежде 
всего, имеет место 

Теорема 2. Каждое примитивно-рекурсивное мно¬ 
жество рекурсивно-перечислимо : 

II с Р. (1) 

Доказательство. Если М — примитивно-рекур¬ 
сивное множество в 7Ѵ Й , то М = прі >2 ./<М. 

Замечание. Обратное утверждение неверно. В § 8 
(п. 3, пример 7) будет построен пример рекурсивно-пере¬ 
числимого, но не примитивно-рекурсивного множества. 

Посмотрим, какие теоремы из п. 2 § 4 можно пере¬ 
нести на рекурсивно-перечислимые множества и что 
можно доказать про эти множества нового. 

Теорема 3. Проекция рекурсивно-перечислимого 
множества рекурсивно-перечислима. 

Доказательство. Если Ь х = нр 4 і 2 , ..., і ( ^ 2 

(1<і'і < і 8 < ... <Іі<А) и пр 1]2 . нЬ 3 , где Іі% 

примитивно-рекурсивное множество в /г н1 , то Ь 1 — 
— пр^ і , _ ^Ь 3 и, следовательно, Ь х рекурсивно-пере¬ 
числимо. 

Теорема 4. Класс всех рекурсивно-перечислимых 
подмножеств множества /V* есть кольцо множеств*). 

Доказательство. 1) Соединение рекурсивно-пере¬ 
числимых множеств рекурсивно-перечислимо, так как 

п Рі х . І к (Ц. 11 АО = пр*,. і^іУпр^ . і к Ь 2 . 


*) Система подмножеств некоторого множества М называется 
кольцом множеств, если наряду с любыми двумя своими элементами 
(являющимися подмножествами множества М) она содержит их 
соединение и поресечевие. 



142 РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МН-ВА И ПРЕДИКАТЫ [§ 5 

2) Но множества пр^. ік {Ь х []Ь^ и пр {і . Ѵ^іП 

Ппр {і> .. і к Ь 2 , вообще говоря, не равны (см. рис. 10). 
И все-таки пересечение рекурсивно-перечислимых мно¬ 
жеств рекурсивно-перечислимо. Докажем это. Пусть Ь' 
и Ь" — рекурсивно-перечислимые множества в 7Ѵ Й . Пусть 

І/ = прі ( 2 .а Х," = пр 2 ,з.где Ь г иД- 

примитивно-рекурсивные множества в 7Ѵ Й+1 *). Докажем, 
что тогда 

и п ь" = пр 2 , з.*, *+. № х ь х ) п (ь 2 х щ. (2) 

Если а = {х х . х к ) е то а б Ь' и а 6 Ь"> Так как 

а 6 I/, существует х' € N такой, что а х = (ж х . х к , х') $ Ь ѵ 

Так как а^Е", существует 
х” С N такой, что а 2 = (ж", ж х , 
х 2 ,...,х к )^Ь 2 . Тогда а 3 =<ж", ж х , 

х 2 . х к , так как 

а х е Ь х , и а 3 б Ь 2 X N. так 
как а 2 ^Ь 2 - Следовательно, 
« 3 6 (И х А)П(^. X ЛГ). Но 
пр 2 , з. к, к+і а 8 = а. Следова¬ 
тельно, а С пр 2> з. К к+і [(7Ѵ X 

ХІч)П (Ь 2 ХІѴ)]. 

Пусть теперь а = (х 1г х к ) 

С прг, з. к , й-н [(./V Х.Ь х ) П 

П(4 ХІѴ)]. Тогда существуют 
такие ж', х" ^ И, что р = (ж", ж х , 

*г 2 . П 

П(Ь а х 7Ѵ)]. Следовательно, р € 7Ѵ х Е х и р € х N. Так как 

Ре.Ѵ X Ь х ,$'=*(х х , ж 2 ,.. .,х к ,х')^Ь х . Но V =прі 7 2 . кЬ х . 

Следовательно, а = прі >2 .Аналогично: из 

следует, что Р " = (х",х 1 ,х 2 ,...х к )^Ь 2 , но Ь"= 

=пр 2> з. Кк+І Ь 2 . Следовательно, а = пр 2> 3 . к> к +і Р "{Ь п . 

Итак, а^Ь' и а ^Ь". Значит, а^Ь'[\И'. Равенство (2) 
доказано. 

Из (2), следствия теоремы 4 из § 4 и следствия 1 
теоремы 3 из § 4 вытекает рекурсивно-перечислимость 
множества Ь' [)Ь". Теорема 4 доказана. 


У 



*) Здесь существенно используется теорема 1: номера осей, 
по которым производится проектирование соответствующих при¬ 
митивно-рекурсивных множеств, целиком находятся в нашей власти. 
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Замечание. Рекурсивно-перечислимые множества 
из Л 7Іі не составляют тела множеств (ср. с теоремой 3 
из § 4): дополнение к рекурсивно-перечислимому множе¬ 
ству не обязано быть рекурсивно-перечислимым. Этот 
факт является центральным фактом в теории рекур¬ 
сивно-перечислимых множеств и, по существу, на нем 
основаны (или могут быть основаны) все известные при¬ 
меры несуществования алгоритмов. Пример рекурсивно- 
перечислимого множества, дополнение к которому не ре¬ 
курсивно-перечислимо, будет построен в § 9 (п. 2, при¬ 
мер 5). 

Определение. Множество в ТѴ А называется обще¬ 
рекурсивным, если оно само и его дополнение (до 7Ѵ Й ) 
являются рекурсивно-перечислимыми множествами. 

Обозначим класс всех обще-рекурсивцых множеств 
через О. Из теоремы 3 из § 4, теоремы 2 и определения 
обще-рекурсивного множества вытекает «тройное вклю¬ 
чение» : 

ПсОсР. (3) 

Замечание 1. Существование обще-рекурсивных, 
но не примитивно-рекурсивных множеств будет доказано 
в § 8 (п. 3, примеры 4 и 5). Существование рекурсивно 
перечислимых, но не обще-рекурсивных множеств будет 
доказано в § 9 (п. 2, пример 4). 

Замечание 2. Определение понятия «рекурсивно- 
перечислимое множество» можно дать также и в следу¬ 
ющей форме: множество называется рекурсивно-перечисли¬ 
мым, если оно служит проекцией некоторого обще-рекур¬ 
сивного множества*). Если множество Ь х рекурсивно¬ 
перечислимо, оно —по определению— является проекцией 
некоторого примитивно-рекурсивного множества Ь г , но 
П стО и, значит, оно является проекцией обще-рекурсив¬ 
ного множества Ь г . Пусть теперь множество Ь х является 
проекцией обще-рекурсивного множества Ь 2 . Оср. Зна¬ 
чит, Ь х является проекцией рекурсивно-перечислимого 
множества Ь 2 . По теореме 3 Ь х рекурсивно-перечислимо. 


*) Понятие обще-рекурсивного множества может быть опреде¬ 
лено независимо от понятия рекурсивно-перечислимого множества 
(см., например, теорему 2 из § 7). 
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Проекция обще-рекурсивного множества может и не быть 
обще-рекурсивной (пример 8 из п. 2 § 9). 

Класс О обще-рекурсивных множеств *) мы будем 
специально изучать в § 7. 

Теорема 5. Геометрическое произведение рекур¬ 
сивно-перечислимых множеств рекурсивно-перечислимо. 

Доказательство. Если Ь' — рекурсивно-перечис¬ 
лимое множество в УѴ' 1 (скажем, Ь = прі і 2 ,, аЬ 1( где 
Ь 1 — примитивно-рекурсивное множество в IV й * 1 ), а Ь" — 
рекурсивно-перечислимое множество в Л ТІ (скажем, 
Ь" — прі. 2 . іЬ 2 , где Ь 2 — примитивно-рекурсивное мно¬ 

жество в УѴ І+1 ), то V X Ь" тоже рекурсивно-перечислимо, 

так как V х Ь"= прі ( 2 , з. н, и-2, ь+з, ь+4,.... ь-и-И (Ц. X А:)> 

а Ь х х Ь 2 — примитивно-рекурсивное множество в /Ѵ ь + г + 2 
(следствие теоремы 5 из § 4). 

Теорема 6. Если Ь —рекурсивно-перечислимое мно¬ 
жество в іУ к , а а — подстановка к-й степени , то а (Ь) — 
рекурсивно-перечислимое множество. 

Доказательство. Пусть Ь = прі, 2 . кЬ х , где 

Ь х — примитивно-рекурсивное множество в УѴ Й+1 . Пусть 
1 2 ... к \ 

. Образуем из а следующую подста- 

а х а 2 ... а к / 

/1 2 ... к /с + 1\ 
новку (к + 1)-й степени: Ь = , , , , Обо- 

ѵ 1 \а х а 2 ... а к к + і) 

значим через с подстановку (/с+1)-й степени, обратную 
/1 2 ... к й + 1\ 

для Ь. Пусть с = , , ) . Множество Ь ( Ь 2 ) 

\Сі с 2 ... с к к+ 1 / 

примитивно-рекурсивно, так как % ь (х х , х 2 . х к , ж й+1 ) = 

= 1 Ьі {х ч , ж С2 , . .., х Ск , х к+1 ) (ср. с первым пунктом дока¬ 
зательства теоремы 1). И а(І/) = прі і2 . иЬІЬ^. 

Замечание. Аналогичная теорема тем более верна 
и для примитивно-рекурсивных множеств, но опа нам 
не понадобится. 

Теорема 7. Цилиндр в 7Ѵ Л+ ®, восставленный 
из рекурсивно-перечислимого множества І/СІУѴ Ь вдоль 
осей с номе рами } Х і / 2 * »■ ■, /д (1 ^ / 1 < /а < • • • < /» < 
рекурсивно-перечислим. 

*) Обще-рекурсивные множества называют иногда также рекур¬ 
сивными множествами. 
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Доказательство. Дадим два доказательства этой 
теоремы. 

1) Обозначим через і х , г 2 . і к номера осей, не сов¬ 
падающие с / х , / 2 .. (1 С і х < і* < ... < і к <к + $). 

По условию, Ь — рекурсивно-перечислимое множество, 
7Ѵ 3 — примитивно-рекурсивное, а значит (теорема 2), и ре¬ 
курсивно-перечислимое множество. По теореме 5 геоме¬ 
трическое произведение Ьх№ также рекурсивно-пере¬ 
числимо. Но Ь х №, конечно, еще не исследуемый цилиндр. 
Чтобы получить из множества Ь X Л' 8 исследуемый цилиндр, 
ладо в каждом кортеже из ^xN $ переставить компо¬ 
ненты согласно некоторой подстановке (к -р $)-й сте¬ 
пени. Л именно, если через а обозначить подстановку 

/1 2 ... к к -\-1 /с + 2 ... /с + $ \ 
а = . . . . . I , а через Ь — обрат- 

\ііі 2 ... і к ]і /«■••/,/ 

ную к ней, то легко видеть, что исследуемый цилиндр Я 
есть образ множества Ь х ^Ѵ 8 при подстановке Ь : Я = 
-=Ь(Ьх IV 3 ). По теореме 6 Я рекурсивно-перечислимо. 

2) Пусть Ь г — примитивно-рекурсивное множество 

в Л’ й+1 такое, что Ь — пр^г. к Ьі- Обозначим через Я х 

цилиндр в Й к +*+ 1 , восставленный из вдоль осей 
с номерами / х , / 2 , ..., / 8 . По следствию теоремы 4 из § 4 
Я х примитивно-рекурсивно. Исследуемый цилиндр Я 
равен проекции цилиндра Я х : 

я = прі, 2 . к, Ь +1 . к+а я х . 

Теорема 8. Пустъ г-местные примитивно-рекур¬ 
сивные функции / х , ..., / 8 осуществляют отображение ф 
пространства /Ѵ г в пространство N° (в > 0). 

1) Если Ь — рекурсивно-перечислимое множество в Л гг , 
то ср {Ь)~ рекурсивно-перечислимое множество в N 3 . 

2) Если Ь — рекурсивно-перечислимое множество в N 3 , 
то ф _1 {Ь)— рекурсивно-перечислимое множество в Л гг . 

Доказательство. Последствию 3 теоремы 6 из § 4 
график С ф отображения ф примитивно-рекурсивен, и, 
следовательно, рекурсивно-перечислим (теорема 2). А тогда, 
в силу равенства (9) из п. 4 § 2, равенства (10) из п. 4 § 2 
и теорем 7, 4, 3, исследуемые множества рекурсивно¬ 
перечислимы. 

Ю в. л. УспепскиІ) 
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Замечание 1. В § 6 будет доказана гораздо более 
сильная теорема (см. следствия 1, 2 теоремы 5 из § 6). 

Замечание 2. Теорема 8 говорит, что как образ, 
так и прообраз рекурсивно-перечислимого множества 
при цримитивно-рекурсивном отображении рекурсивно¬ 
перечислимы*). Эта теорема нами чаще всего будет при¬ 
меняться к случаю примитивно-рекурсивного взаимно¬ 
однозначного соответствия хМ между N и Л’ 8 . Прими¬ 
тивно-рекурсивное соответствие задает в обе стороны 
(а для применения теоремы 8 достаточно — в одну) при¬ 
митивно-рекурсивное отображение. Поэтому, если Ь — ре¬ 
курсивно-перечислимое множество в N, то хМ (/,) _ рекур¬ 
сивно-перечислимое множество в ІѴ 5 . И обратпо: если 
Ь — рекурсивно-перечислимое множество в /Ѵ $ , то х^ (Р) — 
рекурсивно-перечислимое множество в N **). 

Теперь мы в состоянии доказать две теоремы, кото¬ 
рые в значительной степени прояснят суть понятия 
«рекурсивно-перечислимое множество» и дадут ему еще 
одно определение. 

Теорема 9. Для того, чтобы непустое множество Ь 
в N было рекурсивно-перечислимым, необходимо 
и достаточно, чтобы оно было множеством значений какой- 
нибудь примитивно-рекурсивнФ функции типа N—*N. 

Доказательство. 1) Необходимость. Пусть 
Ь — прг^я, где I/! — некоторое непустое примитивно-рекур¬ 
сивное множество в 7Ѵ 2 (см. рис. И). Ь пе пусто. Фик¬ 
сируем в Ь какой-нибудь элемент Ь. Возьмем какое-ни¬ 
будь примитивно-рекурсивное взаимно-однозначпое соот¬ 
ветствие хГ21 (т. е. функции х [ і 2 ^, существу¬ 

ющее по теореме 19 из § 4. В силу х^ 2 1 множеству Ь с 7Ѵ 2 
соответствует в N некоторое примитивно-рекурсивное мно¬ 
жество Р (см. замечание 3 после теоремы 9 из § 4). 
Введем функцию / типа N — >7Ѵ: 

к[ 2] {1) 1$Р 

Ь 1$Р' 


*) Ср. со следствием теоремы 9 из § 4 и с замечанием 1 
после теоремы 9 из § 4. Причиной развипы служит теорема 3, 
не имеющая места для примитивно-рекурсивных множеств (см. 
замечание после теоремы 3). 

**) Ср. с замечанием 3 после теоремы 9 из § 4 
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По теореме 3 из § 4 и по следствию теоремы 8 из § 4 
/ примитивно-рекурсивна. Ес ли і$Р, то / (I) = Х 2 2] (О- 
Но, с другой стороны, в этом случае а = (хі 21 ( I ), х^ 1 ( I)) е Ь х 
и, следовательно, пр 2 а = х^ 2 - 1 (г) ^ I,. Если іЦР, то /(*) = 
= Ь^Ь. И, конечно, обратно: 
если у 0 С Ь, то в Ь х найдется 
пара р = {х 0 , у 0 ), вторая ко¬ 
ордината которой равна у 0 . 

Тогда х[) 2] (ж 0 , у 0 ) €Р и, сле¬ 
довательно, /(х[, 2] (ж 0 , ?/„)) = 

= х [ 2 2] (х [ 0 2] {х 0 , Уо)) = у 0 [(3) 
из п. 5 § 4]. 

2) Достаточность. 

Пусть (непустое) множество Ь 
(в 7Ѵ) является множеством 
значений примитивно-рекур¬ 
сивной функции /. Значит, 

Ь является образом множества N при отображении (7Ѵ в N), 
осуществляемом функцией /. Из рекурсивно-перечисли- 
мости множества N и теоремы 8 следует рекурсивно- 
перечислимость множества Ь. 

Теорема 10. Для того, чтобы, непустое множе¬ 
ство Ь в было рекурсивно-перечислимым, 

необходимо и достаточно, чтобы существовали такие 
примитивно-рекурсивные функции / х , / 2 , .. ., Д типа 
N—>N, что 

Ь = . Уъ)€Я к I Существует такое I, что 

2 /і = /і(0 [і = 1,2. к)}. 


У 



т. е. чтобы Ь было множеством всех кортежей вида 
</і(0» • • •, /Л0)> г Д е 1 пробегает всё N. 

Доказательство. 1) Необходимость. Возьмем 
какое-нибудь примитивно-рекурсивное взаимно-однознач¬ 
ное соответствие х^І (х^- 1 , Хг 4 , ..., х^ ] , Хо*- 1 ) между ./V и7Ѵ й , 
существующее по теореме 19 из § 4. Пусть Ь — непустое 
рекурсивно-перечислимое множество в 7Ѵ\ Тогда хИ [Ь) — 
непустое рекурсивно-перечислимое множество в N (заме¬ 
чание 2 после теоремы 8). По теореме 9 найдется такая 

10* 
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примитивно-рекурсивная функция %, что хИ (Ь) окажется 
множеством всех кортежей {§(1)), где I пробегает нату¬ 
ральный ряд. Но тогда Ь будет множеством всех корте¬ 
жей вида (х [ ," ] (#(г)), Ні {ё{і)) . х{ к] (8 (0)>(* 6 ІѴ).. Сле¬ 

довательно, искомые примитивно-рекурсивные функции 

равны / 1 (0 = ^1 А] (^(0)- к (0 = и [ 2* ] (ё (*)) ИТ. д. 

2) Достаточность. Ь является образом рекур¬ 
сивно-перечислимого множества N при отображении 

(ТУ в 1Ѵ к ), осуществляемом функциями / х , / 2 ./ ;і . 

По теореме 8 Ь рекурсивно-перечислимо. 

Теоремы 9, 10 дают новое определение понятию «рекур¬ 
сивно-перечислимое множество»: множество І/С7Ѵ назы¬ 
вается рекурсивно-перечислимым, если оно либо пустое, 
либо является множеством значений какой-нибудь при¬ 
митивно-рекурсивной функции (типа N — ->7Ѵ); множество 
ЬсіІЧ к {к > 1) называется рекурсивно-перечислимым, если 
оно либо пустое, либо является множеством значений 
какого-нибудь примитивно-рекурсивного отображения N 
в И к , т. е. множеством всех кортежей вида (Д (2), / 2 (I ),... 

..., /й( 0)> г Д е /і ./*—примитивно-рекурсивные функ¬ 

ции и 2 пробегает натуральный ряд. Это определение 
показывает, что рекурсивно-перечислимые множества 
являются уточнением интуитивного понятия перечисли¬ 
мого множества (§ 1, стр. 21). Действительно, поскольку 
примитивно-рекурсивные функции интуитивно-вычислимы, 
из теорем 9, 10 следует, что рекурсивно-перечислимые 
множества перечислимы*). 

Утверждение о том, что понятие рекурсивно-перечи¬ 
слимого множества есть математический аналог интуи¬ 
тивного понятия перечислимого множества, будет нам 
постоянно помогать эвристическим образом. Например, 
становится ясным, что дополнение к рекурсивно-перечи¬ 
слимому множеству Ь (в N, для простоты) совсем 
не обязано быть рекурсивно-перечислимым (см. замеча¬ 
ние после теоремы 4). В самом деле, из алгоритма пере¬ 
числения элементов множества Ь (вычисление значений 
соответствующей примитивно-рекурсивной функции /) 


*) Обратное будет следовать из Основной гипотезы и след¬ 
ствия 6 теоремы 5 из § 6. 
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никак нельзя (более осторожно: неясно, как) получить 
алгоритм перечисления элементов множества N \ Ь. Если 
Ь^Ь, то, вычисляя последовательно /(0), /(1), /(2) и т. д., 
мы это узнаем. Но если Ь^Ь, то, вообще говоря, в слу¬ 
чае произвольного рекурсивно-перечислимого множества 
мы это узнать не сможем (более осторожно: пока что 
неясно, как это узнать). Ведь даже если 1000000 первых 
значений / не дал числа Ь , отсюда вовсе не следует, что 
Ь^Ь — вполне возможно, что /(1 000001) = Ь. 

По другому обстоит дело, если Ь — не только рекур¬ 
сивно-перечислимое, но и обще-рекурсивное множество. 
В этом случае существуют как примитивно-рекурсивная 
функция /, порождающая Ь, так и примитивно-рекурсив¬ 
ная функция §, порождающая N \ Ь. Вычисляя одно¬ 
временно обе последовательности /(0), /(1), /(2),... 

и#(0), #(1), §(2) .мы любое раньше или позже 

получим водной из них и узнаем тем самым: Ь^Ь или 
Ъ^Й\Ь- Следовательно, понятие обще-рекурсивного мно¬ 
жества является математическим аналогом интуитивного 
понятия разрешимого множества (§ 1, стр. 20)*). 


2. РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ ПРЕДИКАТЫ 

Определение. Предикат Р{ в/V й ) называется рекур¬ 
сивно-перечислимым, если его множество истинности 
рекурс ивио-перечис лимо. 

Замечание. Очевидно, что если (? —рекурсивно- 
перечислимый предикат в IV й и для всех (а?!. х к ) € Й 

Р (ж 1р .. •, х к ) (^і) ••• і 

то предикат Р тоже рекурсивно-перечислим. Это триви¬ 
альное обстоятельство мы будем часто использовать 
в дальнейшем. 

Теорема 11. Предикат Р на Й тогда и только 
тогда является рекурсивно-перечислимым, когда 


*) Сейчас мы убедились лишь, что всякое обще-рекурсивное 
множество является разрешимым. Обратное будет следовать из 
Осповпой гипотезы и теоремы 2 из § 7. 
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он может быть получен навешиванием (неограниченного) 
квантора существования на некоторый примитивно-рекур¬ 
сивный предикат Р х (на /Ѵ й+1 ). 

Доказательство. 1) Необходимость («только 
тогда»). Пусть предикат Р (на /V й ) рекурсивно-перечис¬ 
лим. Обозначим его множество истинности Р (нам так 

сейчас будет удобнее) через Ь, Р ~ Ь. По определению 
рекурсивно-перечислимого предиката Ь — рекурсивно-пере¬ 
числимое множество в /V й . Возьмем такое примитивно¬ 
рекурсивное множество Ь х в /Ѵ А+1 , что Ь = прі.г . кЕ х - 

Обозначим через Р х предикат „(а^, х 2 , ..., х к , х к ^) а Ь г и . 
По определению примитивно-рекурсивного предиката Р х 

примитивно-рекурсивен. Кроме того, Р(х 1 ,х 2 . х к ) = 

= (3 х Ы1 ) Р х (х х , х г , ..., х к , х к+1 ) (см. замечание на стр. 76). 

2) Достаточность («тогда»). Если Р(х х .ж и1 , 

Х иі’ • • • > х к*і) ~ (3 Яд) Р± (Х\> • • • > Х иі , . . . , 

где Р х — примитивно-рекурсивный предикат (на /V й * 1 ), то 

из равенства Р = прі, 2 . і— і, і+і. к+і Р х [(23) из п. 3 § 3] 

следует рекурсивно-перечислимость предиката Р. 

Теорема И дает второе определение понятию «рекур¬ 
сивно-перечислимый предикат». В п. 3 § 4 мы изучали 
класс примитивно-рекурсивных предикатов. Посмотрим, 
какие из теорем п. 3 § 4 можно перенести на. класс 
рекурсивно-перечислимых предикатов и что можно дока¬ 
зать нового. 

Теорема 12. Если предикат примитивно-рекурси¬ 
вен , то он рекурсивно-перечислим. 

Это следует непосредственно из теоремы 2. 

Теорема 13. Навешивание (неограниченного) кван¬ 
тора существования сохраняет рекурсивно-перечислимость 
предиката. 

Это следует из соотношения (23) из п. 3 § 3 и теоремы 3. 

Для неограниченного квантора общности соответству¬ 
ющая теорема не имеет места. 

Лемма. Результат подстановки примитивно-ре¬ 
курсивных функций в рекурсивно-перечислимый предикат 
также является рекурсивно-перечислимым предикатом*). 


*) § 6 будет доказана гораздо более общая теорема (см. теоре¬ 
му 6 из § 6). 
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Доказательство. Произвольная подстановка при¬ 
митивно-рекурсивных функций всегда может быть заме¬ 
нена на (многократную) регулярную подстановку тех же 
функций и еще некоторых примитивно-рекурсивных функ¬ 
ций (теорема 1 из § 3). Поэтому достаточно доказать 
лемму для случая регулярной подстановки. Для случая же 
регулярной подстановки нужный нам результат следует 
из того, что множество истинности результата регуляр¬ 
ной подстановки в предикат Р есть прообраз множества 
истинности предиката Р при отображении, совершаемом 
подставляемыми функциями (теорема 8). 

Теорема 14. Конъюнкция и дизъюнкция рекурсивно¬ 
перечислимых предикатов рекурсивно-перечислимы. 

Доказательство. 1) Для простейшей конъюнкции 
это следует из равенства (9) из п. 3 § 3 и теоремы 4. 
Для общего случая это следует из уже доказанного для 
простейшей конъюнкции, теоремы 3 из § 3 и леммы. 

2) Для дизъюнкции доказывается аналогично со 
ссылкой, соответственно, на равенство (12) из п. 3 § 3 
и теорему 5 из § 3. 

Замечание. Операция отрицания не обязана сохра¬ 
нять рекурсивно-перечислимость даже всюду определен¬ 
ных предикатов, так как дополнение к рекурсивно-пе¬ 
речислимому множеству не обязано быть рекурсивно¬ 
перечислимым (см. равенство (5) из п. 3 § 3 и замечание 
после теоремы 4). 

Теорема 15. Навешивание ограниченного квантора 
существования сохраняет рекурсивно-перечислимость пре¬ 
диката. 

Доказательство. (Зж 4 ) Р (х ІУ ..., х ь _ 1У ж { х и1 , ... 

• ■ • . Х к) = Ш [[у < 2 ] <5 Р (*!, • • • , «ц, у, * {+1 , . . . , х к )]. 
Предикат примитивно-рекурсивен и, тем более 

(теорема 12), рекурсивно-перечислим. Из теорем 14, 13 
следует желаемое. 

Теорема 16. Навешивание ограниченного квантора 
общности сохраняет рекурсивно-перечислимость пре¬ 
диката. 

Доказательство. Пусть Р — рекурсивно-перечи¬ 
слимый предикат. Для простоты записи будем считать, 
что Р — предикат в IV 2 . Читатель увидит, что доказатель- 
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ство для общего случая проделывается абсолютно так же. 
Докажем, что предикат (?: () (х, г) = (Ѵу) Р (х, у) — ре- 

Ѵ<г _ 

курсивно-перечислим. Положим Р х : Р 1 (х, у) = ((х, у)^Р). 
Очевидно, Р 1 — рекурсивно-перечнслимый предикат на № 
и <2 (х, г) ~ (Ѵг/) Р 1 (х, у). По теореме 11 существует такой 

Ѵ<2 

примитивно-рекурсивный предикат Я на 7Ѵ 3 , что Р 1 (х, у) = 
= (Эи) Я (х, у, и). Следовательно, (? (гг, г) ~ (Ѵу) (Эи)/? (х, 

Ѵ<г 

у, и). Но легко видеть, что 

(Ѵг/) (Эи) Я (х, у, и) = (Эи) (Ѵг/) Я (х, у, ехр у ѵ). (1) 

Ѵ<г 

В самом деле. Пусть при некотором х—х 0 имеет 
место (Ѵг/) (Эи) Я (х 0 , у, и). Это означает, что для 

Ѵ<2 

каждого г/: 0 <г /<2 — существует такое и у , что име¬ 
ет место Я(х 0 , г/, и у ). Докажем, что тогда имеет место и 

2 

(Эи)(Ѵг/) Я(х 0 , у, ехр у г;). Действительно. При ѵ = []/>"* 

И<* ' г=0 

для любого у : 0 < у < 2 , очевидно, имеет место Я ( х 0 , у, 
ехр у ѵ) = Я (х 0 , у, и у ). Обратно. Пусть при некотором 
х = х 0 имеет место (Эи) (Ѵг/) Я(х 0 , у, ехр у и). Это озна- 

1/<2 

чает, что существует такое и, что для каждого 
у : 0 <г/ < г — имеет место Я(х 0 , у, охр у п). Тогда, если для 
каждого у : 0 < у < 2 положить и у = ехр и н, то для каж¬ 
дого г/:0<г/<2 будет иметь место Я(х 0 , у, и у ) и, 
следовательно, будет иметь место (Ѵг/) (Эи) Я (х 0 , у, и). 

1/<г 

Равенство (1) доказано. 

В силу (1) (?(х , 2)~(Эи)(Ѵг/)Л(Ті у, ехр и). Предикат Я 

Ѵ<г 

примитивно-рекурсивен. Из примитивно-рекурсивности 
функции ехр ( 2 ) (§ 4, п. 4) и следствия теоремы 10 из § 4 
вытекает примитивно-рекурсивность предиката ,,Я(х, у, 
ехр у ѵ)“. Тогда по следствию теоремы 13 из § 4 прими¬ 
тивно-рекурсивен и предикат „(Ѵг/)Л(т, г/, ехр ѵ и)“. Й, на- 

1 /<г 

конец, из теоремы И следует рекурсивно-перечислимость 
предиката (?, 
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В этом параграфе вводится самое главное понятие 
книги — понятие частично-рекурсивной функции. Это 
понятие принимается в качестве искомого уточнения интуи¬ 
тивного понятия вычислимой функции. Разумеется, сов¬ 
падение понятий «частично-рекурсивная функция» и 
«вычислимая функция с натуральными аргументами и зна¬ 
чениями» не может быть доказано. Это совпадение пред¬ 
ставляет собой естественно-научный закон, или гипотезу — 
«Основную гипотезу теории вычислимых функций». Опре¬ 
деление частично-рекурсивной функции и Основная гипо¬ 
теза рассматриваются в п. 1. В п. 2 изложение на некоторое 
время уходит в сторону от изучения частично-рекурсивных 
функций, и исследованию подвергаются функции, графи¬ 
ками которых служат рекурсивно-перечислимые мно¬ 
жества,— однако лишь затем, чтобы показать (в Теореме 
о графике), что функции с рекурсивно-перечислимыми 
графиками и частично-рекурсивные функции — зто одно 
и то же. Из этого обстоятельства проистекает много полез¬ 
ных следствий, которые излагаются в п. 3. Среди этих 
следствий — теорема о нормальной форме, показывающая, 
что всякая частично-рекурсивная функция / может быть 
стандартным способом (одним применением оператора [Л 
и одной регулярной подстановкой) получена из двух 
примитивно-рекурсивных функций, из которых одна зави¬ 
сит от /, а другая — может быть выбрана произвольно. 

Возможны различные эквивалентные друг другу уточнения 
понятия вычислимой функции. Одно из первых уточнений — для 
случая всюду определенных (!) функций с натураль¬ 
ными аргументами и значениями — было сделано А. Чёрчем [1936], 
предложившим отождествлять такие функции с обще-рекурсив¬ 
ными функциями. «Определение обще-рекурсивной функции пату- 



154 


ЧАСТИЧНО-РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ 


рального числа было сообщено Ж. Эрбраном К. Гёделю, который 
использовал его со значительным изменением в серии лекций 
в Принстоне в 1934 г.» (С. К. Клини [1936], стр. 726) *). 
Согласно эрбранову-геделеву определению, которое мЬжно найти 
на стр. 244 русского издания книги С. К. Клини [1952], всюду 
определенная функция / называется обще-рекурсивной, если все 
ее значения (точнее, все верные и только верные равенства вида 
/(*!, ..., х $ )=у) могут быть получены но определенным правилам 
из некоторой (своей для каждой функции) системы определяющих 
равенств. Если в этом определении избавиться от всюду-определен- 
ности функции / и но требовать, таким образом, чтобы для вся¬ 
кого кортежа (х 1 . х в > было выводимо равенство /(ж,,..., х я )— 

— у(при некотором у), то мы получим предложенное С. К. Клини 
([1938]; см. также стр. 291 русского издания книги [1952]) опреде¬ 
ление ч а с т и ч н о-р екурсивной функции; понятие час¬ 
тично-рекурсивной функции было введено С. К. Клини [1938] 
в качестве уточнения понятия произвольной (а не только всюду 
определенной) вычислимой функции с натуральными аргументами 
и значениями. Исходя из этого определения, С. К. Клини доказал 
([1943], теорема 3 и следствие теоремы 4; см. также [1952], § 63, 
теорему XVIII и следствие теоремы XIX), что все частично-рекурсив¬ 
ные функции и только они могут быть получены применением неко¬ 
торых стандартных операций к некоторым исходным функциям. 
Вот это-то характеристическое свойство частично-рекурсивных 
функций и принимается в наших «Лекциях» в качестве определения 
понятия «частично-рекурсивная функция» (см. определение на сле¬ 
дующей странице и теорему 1). Эрбраново-геделево-клиниево опре¬ 
деление частично-рекурсивной фувкции, требующее, по существу, 
построения некоторого исчисления, в данной книге не 
рассматривается вовсе. В § 14 будет сформулировано уточнение по¬ 
нятия вычислимой функции, основанное на совершенно' других 
представлениях (а именно, на представлениях о вычислении функ¬ 
ций на машинах; первые основанные на этих представлениях 
уточнения понятия вычислимой функции предложили в 1936 г. 
Э. Л. Пост [1936] и А. М. Тьюринг [1936]); там же будет установ¬ 
лена эквивалентность обоих рассматриваемых нами уточнений. 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНАЯ ГИПОТЕЗА 

В этом параграфе нам понадобится неограниченный 
оператор «наименьшее число», или оператор р, применяе¬ 
мый к функциям. Напомним, что под оператором р, при¬ 
мененным к функции І ($> , мы условились (§ 3, п. 5) 
понимать оператор р, навешенный на предикат 
„/(а^, ..., ж 8 )=0“. Слова «примененный к функции» мы 


*) Хотя записи этих лекций и были изданы (см. К. Гёдель 
[1934]), автор не имел возможности с ними ознакомиться. 
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часто будем опускать. Из контекста всегда будет ясно: 
к произвольному ли предикату или «к функции» (т. е. к 
предикату вида „Цх х , ..., х 8 )=0“) применен оператор. 
Операцию применения (неограниченного) оператора р 
к функции мы будем коротко называть: « операция р». 

Определение. Класс функций называется час¬ 
тично-рекурсивно замкнутым, если он 1) содержит функции 
СК°) и и 2) замкнут относительно операций подста¬ 
новки, примитивной рекурсии и операции р. 

Вспоминая определение примитивно-рекурсивно замк¬ 
нутого класса, можно определение понятия «частично¬ 
рекурсивно замкнутый класс» сформулировать по-дру¬ 
гому: класс функций называется частично-рекурсивно 
замкнутым, если он является примитивно-рекурсивно 
замкнутым классом и замкнут относительно операции р. 

Итак, из семейства всех примитивно-рекурсивно замк¬ 
нутых классов мы выделили классы, замкнутые относи¬ 
тельно операции р, и назвали их частично-рекурсивно 
замкнутыми. Класс всех функций, разумеется, частично¬ 
рекурсивно замкнут. Класс Ш примитивно-рекурсивных 
функций не является частично-рекурсивно замкнутым, 
так как операция р не сохраняет, вообще говоря, всюду 
определенность функции (см. пример 3 из п. 5 § 3), а любая 
примитивно-рекурсивная функция всюду определена 
(следствие 2 теоремы 2 из § 4). Но — и это для нас сейчас 
самое главное — класс всех интуитивно-вычислимых 
функций частично-рекурсивно замкнут (см. замечание 
в п. 9 § 3). 

Определение. Минимальный частично-рекур¬ 
сивно замкнутый класс (т. е. такой, который содержится 
в любом другом частично-рекурсивно замкнутом классе) 
называется классом частично-рекурсивных функций, а его 
члены, соответственно,— частично-рекурсивными функ¬ 
циями. 

Класс частично-рекурсивных функций совпадает, 
очевидно, с пересечением всах частично-рекурсивно замк¬ 
нутых классов, которое частично-рекурсивно замкнуто, 
не пусто (содержит 0 <0) и Ц 11 ) и содержится в любом 
другом частично-рекурсивно замкнутом классе. Обозна¬ 
чим класс частично-рекурсивных функций русской заглав¬ 
ной буквой Ч. 
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Кортеж функций (/ 1; / 2 , ..., / й ) называется частично¬ 
рекурсивным описанием функции /, если / ь —/ и каждая 
/і(1 < г< А) либо 1) является одной из функций СК°>, Хф, 
либо 2) получается из предыдущих функций кортежа при 
помощи операции подстановки, или операции примитивной 
рекурсии, или операции [Л. 

По аналогии с теоремой 2.из § 4 может быть доказана 
следующая. 

Теорема 1. Функция является частично-рекурсивной 
тогда и только тогда, когда она имеет какое-нибудь 
частично-рекурсивное описание. Другая формулировка: 
Функция является частично-рекурсивной тогда и 
только тогда, когда она может бытъ получена из функ¬ 
ций 0 (0 > и Хф при помощи операций подстановки, 
примитивной рекурсии и операции [Л в конечное число 
шагов. 

Как и в п. 1 § 4, отсюда вытекает следующее 

Следствие 1. Частично-рекурсивных функций — 
счетное множество. Поскольку множество Ф несчетно, 
существуют не частично-рекурсивные функции. Примеры 
таких функций будут построены в § 9 (п. 2, примеры 
2, 10, И). 

Из второго варианта определения примитивно-рекур¬ 
сивной функции (стр. 89) и теоремы 1 вытекают также 
следствия 2 и 3. 

Следствие 2. Каждая примитивно-рекурсивная 
функция частично-рекурсивна. Следствие 2 вытекает 
также из того, что класс примитивно-рекурсивных функ¬ 
ций, содержась в любом примитивно-рекурсивно замк¬ 
нутом классе, содержится и в классе частично-рекурсив¬ 
ных функций. 

Следствие 3. Функция тогда и только тогда 
частично-рекурсивна, когда она может бытъ получена из 
примитивно-рекурсивных функций при помощи операций 
подстановки, примитивной рекурсии и операции р в ко¬ 
нечное число шагов. 

Применяя теорему 1 из § 4, получим еще одно следствие 
только что сформулированной теоремы: 

Следствие 4. Функция тогда и только тогда 
частично-рекурсивна, когда она может бытъ получена из 
функций 0 (0) , Хф и функций выбора аргумента при помощи 
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операций регулярной подстановки, примитивной рекурсии 
и операции (д. в конечное число шагов. 

Частично-рекурсивные функции уже не обязательно 
всюду определены. Например, даже «нигде не определен¬ 
ная» функция также частично-рекурсивна (см. пример 3 
из п. 5 § 3). 

Определение. Функция называется обще-рекур¬ 
сивной, если она частично-рекурсивна и всюду определена. 

Обозначим класс обще-рекурсивных функций русской 
заглавной буквой Ѳ. Непосредственно ясно (см., напри¬ 
мер, следствие 2 теоремы 1 и следствие 2 теоремы 2 из § 4), 
что 

^сѳсг (1) 

Примером частично-рекурсивной, по не обще-рекур¬ 
сивной функции может служить хотя бы нигде не опреде¬ 
ленная функция. Поэтому уже сейчас мы можем заменить 
(1) на более сильное: 

^с0с :ч. (Г) 

Существование обще-рекурсивной, но не примитивно- 
рекурсивной функции будет доказано в § 8 (н. 3, примеры 1, 
2, 3, 6). Класс обще-рекурсивных функций будет изучаться 
нами в § 7. 

Как уже было отмечено выше, класс всех интуитивно¬ 
вычислимых функций является одним из частично-рекур- 
оивно замкнутых классов. Следовательно, любая частично¬ 
рекурсивная функция интуитивно-вычислима. В совре¬ 
менной теории вычислимых функций считают, что верно 
и обратное. 

Основная гипотеза теории вычис¬ 
лимых функций. Любая вычислимая (в интуитив¬ 
ном смысле) функция типа Л' 3 N частично¬ 
рекурсивна *). 

Основную гипотезу теории вычислимых функций можно 
также высказать в следующей форме: понятие частично¬ 
рекурсивной функции является искомым уточнением, точ- 


*) Утверждение «любая вычислимая всюду определенная 
функция типа обще-рекурсивна» часто называют тезисом 

Чёрча. 
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ным математическим аналогом понятия функции, вычисли¬ 
мой в интуитивном смысле. 

Только после формулирования (и принятия) Основной 
гипотезы приобретают точный смысл и могут быть дока¬ 
заны утверждения такого тина, как «не существует вычис¬ 
лимой функции такой, что...», «для всякой вычислимой 
функции...» и т. н. 

Основная гипотеза, разумеется, не может быть дока¬ 
зана, поскольку содержит в своей формулировке такое 
расплывчатое понятие, как «функция, вычислимая в интуи¬ 
тивном смысле». Какие же аргументы можно высказать 
в пользу Основной гипотезы? В чем заключается ее обосно¬ 
вание? Основным аргументом в пользу Основной гипотезы 
является многовековой опыт человечества. Все функции 
(типов ІѴ 3 — > ІѴ), с которыми когда-либо приходилось иметь 
дело математикам и которые математики признавали 
вычислимыми (в интуитивном смысле), оказались частично¬ 
рекурсивными *). В § 4 (пн. 1, 4) мы без труда доказали, 
что многие функции даже примитивно-рекурсивны и, тем 
более, частично-рекурсивны (следствие 2 теоремы 1). 
Пусть читатель попробует взять какую-нибудь интуитивно¬ 
вычислимую функцию типа ІѴ 8 — > N и доказать ее частично- 
рекурсивность. После достаточно большого числа подоб¬ 
ных опытов-упражнений он приобретет интуитивную 
уверенность в верности Основной гипотезы. А впрочем, 
заметим тут же, нам — в некотором смысле — не особенно 
важно, чтобы читатель согласился с Основной гипотезой. 
На протяжении §§ 4—И и § 14 мы никаких ссылок на 
Основную гипотезу делать не будем (за исключением мел¬ 
кого шрифта в н. 3 § 10). Таким образом, читатель, который 
не согласится принять Основную гипотезу, будет и дальше 
все «понимать» и все «принимать». Но для такого чита¬ 
теля будет непонятно то внимание, которое мы будем уде¬ 
лять понятию частично-рекурсивной функции. Для такого 
читателя теория частично-рекурсивных функций будет 
всего лишь теорией некоторого конкретного подкласса 
класса всех интуитивно-вычислимых функций. Мы же 

*) В этом отношении Основная гипотеза имеет такой же харак¬ 
тер, как и другие естественно-научные законы. Она является резуль¬ 
татом большого человеческого опыта, итогом многих тысяч испыта¬ 
ний, проверок, экспериментов. 
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в дальнейшем будем теорию частично-рекурсивных функ¬ 
ций воспринимать как теорию вычислимых (в интуитивном 
смысле) функций *). 

Аргументом в пользу Основной гипотезы будут также 
результаты § 14 (теоремы 5, 6, 7, 10). 

2. ФУНКЦИИ С РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫМ ГРАФИКОМ 

Теорема 2. Для любого положительного з, для лю¬ 
бой функции / (тина ІѴ 8 —» А), график которой С ( является 
рекурсивно-перечислимым множеством, и для любой при¬ 
митивно-рекурсивной функции большого размаха ф суще¬ 
ствует примитивно-рекурсивная функция ф (типа 
ІѴ 8+1 —>ІѴ) такая, что 

/ {х х .*,) = ф ((И [Ф (х х . Х іг I) = 0]). (1) 

Доказательство. По теореме 18 из § 4 суще¬ 
ствует такая примитивно-рекурсивная функция X (типа 
іѴ—»ІѴ), что функции ф и і осуществляют взаимно-одно¬ 
значное отображение пространства N на ІѴ 2 . Это отобра¬ 
жение нам сейчас понадобится. 

График С і функции / - рекурсивно-перечислимое мно¬ 
жество в Л' 8+1 . По теореме 1 из § 5 в ІѴ 8+2 существует 
такое примитивно-рекурсивное множество Б, что С ( = 
= прі, 2 , ..., 8 , 8 + 1 ^- Характеристическая функция х в мно¬ 
жества Б есть примитивно-рекурсивная функция типа 
N 6 * 2 —>N. Введем функцию 2ц тина . 

2в {х х . . 2 ) = Х в (®! . Х ш ,у, 2 ) 

также примитивно-рекурсивна. Когда 

(х х . х 8 , у, 2 > 6 Б, 2ц (х х . х ІУ у, г) = 0. 

Когда (х х . х ѣ , у, 2 )ёБ, Ъ и {х х . х Й , у, г) = 1**). 


*) Заметим, что иногда, вследствие Основной гипотезы, ча¬ 
стично-рекурсивные функции называют просто вычислимыми, а 
обще-рекурсивные функции —всюду вычислимыми (ведь понятие 
обще-рекурсивной функции оказывается—в силу Основной гипо¬ 
тезы— уточнением интуитивного понятия всюду определенной вы¬ 
числимой функции). 

**) 2ц является просто представляющей функцией множества I) 
см. сноску **) на стр. 46). 
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Определим функцию ф типа Д г -* ] —> N равенством: 

Ф (жі .*„ О = 2с (х х . х ш , ф (і), х ( I )). (2) 

Функция ф примитивно-рекурсивна. Докажем, что она 
искомая. Пусть мы хотим посчитать значение функции / 
на некотором кортеже (х х , ...,х 8 ), т. е. посчитать 
/ (х х , ..., х 8 ). Для этого нам необходимо и достаточно 
найти такое у, что {х х , .. х 8 , у)^С { . Но (я 1( .... х 8 , у)^С / 
тогда и только тогда, когда существует такое г, что 
(х х , ..., х в , у, Используя свойства функции 2о, 

можно сказать, что / (х х , ..х в ) равно такому у, для 
которого найдется такое 2 , что 2д (х х , ..., х в , у, г) =0. 
Значит, чтобы сосчитать / (х х , ..., х в ), надо найти такую 
па РУ (У> г), что 2 в (х х , ...,х в , у, г)=0 и взять первую 

компоненту этой пары: если Ъг>(х х . х в , у, г) = 0, то 

/ (х х , х 8 ) = у (и обратно). Но вместо пары (у, г) можно 
искать ее «номер», т. е. прообраз при (взаимно-однознач¬ 
ном) отображении пространства N на ІѴ 2 , осуществляемом 
функциями ф, х. 

Поэтому можно сказать так: чтобы сосчитать 
/ (х х , .... х в ), нужно найти такое I € А’, что Ъ в (х х , х 8 , 

Ф {I), X ( I)) = 0 и тогда / (х х . х в ) = ф (I). Используя (2), 

можно то же самое сказать так: для того, чтобы сосчи¬ 
тать / {х у ,..., х в ), нужно найти такое I, что ф (х х х 8 , І) = 0, 

и тогда / (х х ,..., х 8 ) = ф («). Таких I, что ф (х х . х в , I) — 0, 

может быть, конечно, много (в О может найтись несколько 

кортежей, проектирующихся в (х х . х в , у)). Но нам 

годится любое из них, например наименьшее. Поэтому 
можно сказать и так: / (х х , ..., х 8 ) равно значению функ¬ 
ции ф от наименьшего I такого, что ф(ж х . х в ,1) — 0. 

Окончательно получаем: 

І(х х , ..., х в ) = ф ((рО [ф (х х , ...,х в , 0 = 0]). 

Теорема доказана. 

Замечание. Функция / может быть не всюду опре¬ 
делена. Из доказательства теоремы видно, что равенство (1) 
верно именно в том смысле, в каком мы условились на 
стр. 30 понимать подобные равенства: функция / опре¬ 
делена тогда и только тогда, когда определена функция 

У = 0*0 [ф (®1 . Х в , 0 = 0] и для кортежа {х х , .. ., х в ) 

из области их определения верно (1). 
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Лемма 1. Если график функции / (типа Д 7Г —» УѴ) 
есть рекурсивно-перечислимое множество, то область 
определения функции / также рекурсивно-перечислима. 

Доказательство. Область определения функции 
типа УѴ Г —> N есть проекция ее графика на первые г осей 
(стр. 42). По теореме 3 из § 5 следует желаемое. 

Лемма 2. Если функция / типа имеет 

рекурсивно-перечислимый график, то прообраз рекурсивно¬ 
перечислимого множества в N при частичном отобра¬ 
жении пространства А’ г в УѴ, осуществляемом функцией /, 
также рекурсивно-перечислим. 

Доказательство. В силу равенства (6) из п. 4 
§ 2 и теорем 7 из § 5, 4 из § 5 и 3 из § 5, исследуемый 
прообраз рекурсивно-перечислим. 

Теперь мы можем, наконец, сформулировать и доказать 
Теорему о графике, которая свяжет два важнейших по¬ 
пятил нашей теории: понятие частично-рекурсивной функ¬ 
ции и понятие рекурсивно-перечислимого множества, даст 
еще одно определение понятию «частично-рекурсивная 
функция» и явится еще одним аргументом в пользу Основ¬ 
ной гипотезы. 

Теорема 3. (Теорема о графике.) Функция / (типа 
УѴ 3 — тогда и только тогда является частично- 
рекурсивной, когда ее график является рекурсивно¬ 
перечислимым множеством (в УѴ 8+1 ). 

Теорема 3 представляет собой математический аналог 
следующего интуитивного утверждения, о котором мы уже 
говорили на стр. 22: функция тогда и только тогда вы¬ 
числима, когда ее график является перечислимым мно¬ 
жеством. Поэтому теорема 3 является еще одним под¬ 
тверждением Основной гипотезы. 

Доказательство. 1) Достаточность («тогда»). 
Пусть график функции / типа УѴ 1 —> УѴ рекурсивно-пере¬ 
числим. 

Возьмем произвольную примитивно-рекурсивную функ¬ 
цию большого размаха ф (такая функция существует в 
силу замечания 1 из п. 5 § 2 и теоремы 19 из § 4). 
По теореме 2 существует примитивно-рекурсивная функ¬ 
ция ф (тина УѴ 8+1 — >А) такая, что 

/ (Ч . Ч) = ф ((И-0 (*і. О - 0]). (3) 

11 В. А. Успенский 
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Равенство (3) показывает, что функция / может быть по¬ 
лучена подстановкой в примитивно-рекурсивную функ¬ 
цию (ф) результата применения операции р, к другой 
примитивно-рекурсивной функции (ф). По следствию 3 
теоремы 1 функция / частично : рекурсивна. 

2) Необходимость («только тогда»). Докажем, 
что класс функций, графики которых являются рекур¬ 
сивно-перечислимыми множествами, частично-рекурсивно 
замкнут. Отсюда будет следовать, что любая частично¬ 
рекурсивная функция / лежит в этом классе, т. е. что 
ее график С ( рекурсивно-перечислим. Обозначим иссле¬ 
дуемый класс русской заглавной буквой 38. 

В силу следствия 1 теоремы 6 из § 4 и теоремы 2 из 
§5 о/сС^ЗЗ. В частности, 0 <0) €і? и Ѵ^^ЗЗ. 

Остается проверить, что класс 33 замкнут относи¬ 
тельно операций подстановки, примитивной рекурсии 
и операции р. 

1. Подстановка. Для простоты записи докажем 
на примере. Пусть функция получается подстановкой 
функций /' 2) , / 2 2) в функцию / <3) по закону: 

8 ( х > У> 2 , в) = / (/і ( У> г), в, / 2 (ж, г)). 

И пусть /, Д, / 2 принадлежат к 38, т. е. их графики 
С /( С/ , С/ 2 рекурсивно-перечислимы. Докажем, что тогда 
и график С д функции § рекурсивно-перечислим 

[(*. у, 2, В, V ) 6 С 9 ] — [§ ( X , у, 2, в) = У] «х, 

~ (ЗиУ (Зйу 2 ) [(/і (у, %) = т г ) & 

& (/* (я, г) = Щ) & (/ (Юі, и, ш 2 ) = у)] ~ 

~ (Эо>і) (Эю.) [((г/, г, щ) 6 Су & 

(X ((ж, 2 , щ) е С, 2 ) & ({щ, и, ш 2 , ѵ ) е СД]. 

Рекурсивно-перечислимость произвольного множества Ь 
(скажем, в N 3 ) эквивалентна, по определению рекурсивно¬ 
перечислимого предиката, рекурсивно-перечислимости пре¬ 
диката „(ж, у, г) € Ь Множества С/, С/ а , С / рекурсивно¬ 
перечислимы. Из теорем 14 из § 5 и 13 из § 5 следует 
рекурсивно-перечислимость предиката „(ж, у, г, и, ѵ) 6 С я “, 
а следовательно, и множества С д . Значит, %$:38. Итак, 
класс 33 замкнут относительно подстановки. 
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2. Примитивная рекурсия. Фиксируем какое- 
нибудь примитивно-рекурсивное отображение множества N 
на множество N :0 (такое существует по теореме 21 из § 4). 
Функции і ь і 2 , отображающие ІѴ\{0} на IV м \ {Л}, нам 
вскоре понадобятся. 

Пусть функция получается примитивной рекурсией 
из функций /і 3-1) , /г +1) . 

| 8 (0> %2> • 4 • > %і) = /і • • • > %»)• (^) 

\ $(ге + 1. х 2 , ..., х а ) — / 2 (га, х 2 . Х ш ,§(п, х 2 . х а )). (5) 

И пусть / 1? / 2 ^ і?, т. е. их графики С С/ а рекурсивно¬ 
перечислимы. Докажем, что тогда и график функции ^ 
рекурсивно-перечислим. С д С^N 3 * 1 . Разобьем С д на два 
непересекающихся подмножества. Пусть 

О г = $ {(га, х 2 .*„ у) е О д | га = 0}, 

0 2 = Ш {( п , х 2 , ...., X', у) е Сд | га > 0}. 

Тогда С^П^а^Л и = &!(_) С*. 

Из (4) следует, что С, = {0} X Следовательно, С і 
рекурсивно-перечислимо (теорема 5 из § 5). Остается 
доказать рекурсивно-перечислимость множества С 2 . 
Изучим предикат „(га, х 2 , ..., х а , у) С 0 2 \ Если (га, 

..., х а , у) С С 2 , то § (п, х 2 , х ѣ ) = у я п> 0. Вспомним, 
как вычисляется ^ (га, а: 2 , ..., х 3 ) при га > 0. Для того, 
чтобы вычислить % (га, а: 2 , ..., я,) при га > 0, надо по¬ 
следовательно вычислить %{і, х 2 , .... х 3 ) для і = О, 1, 2,... 
..., га —1 и, наконец, ^(ге, х 2 , ..., а:,). Обозначим 
?(г, Ч . х а ) через н і+1 (і = 0,1,2 .га —1). По (4) 

$(0, . = 0*і . х а ) = и 1 . 

Тогда по (5) 

& (1» • • • >"®») = /г (0» • • • > "*з> (0» . •., а? 4 )) = 

= / 2 (0, я:,, .... ж„ Н!) = н 2 

Снова по (5) 

§ (2, х 2 , •. •, х а ) = /а (1, я 2 , . • •, ж 3 , ^ (1, # 2 , ..., а: 3 )) = 

= /а (1, *г. •••> х ь , и 2 ) = и 3 

и т. д. 

11 * 
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Наконец, 

д(п- 1,х 2 , х а ) = 

= / 2 (га - 2 , х 2 . х а , 8(п- 2, х 2 . х а )) = 

= / 2 (га- 2, х 2 . х а , и п ^) =и„, 

§(п, х 2 , х а ) = 

= к(п- 1, х 2 , . .х а , §{п- 1, х 2 , .. Х а ))=ж 
= / 2 (ге- 1 , х 2 , . . х а , и п ) = у. 

Следовательно, 

[(га, х 2 , ..., х а , у) е С 2 ] ~ [[^ (га, я 2 , .. •, х 3 ) = у] & [га > 0]]~ 

~ (ЭМі) (Зм 2 ) ... (Эк п ) {[Д ( х 2 .* 8 ) = М і 1 

^ [/2 (^> ^21 • • ■ » *^ 8 > ^і) ~ ^ 2 ] ^ 

^ [/2 (1> ^" 2 > • • • I ® 8 » ^ 2 ) = «ЗІ 

... (X [/ 2 (га - 2 , .. х 3 , и п ^) = м„] (X 

(X [/ 2 (га - 1 , х 2 , ..., а: 8 , и„) = г/]} (X [га > 0 ] ~ 

~ (3*4) (Эм 2 ) .. . (Зм„) {[/і (а: 2 .ж 8 ) = Ні ] (X 

(X (Ѵг) [(г > 0) -> (/ 2 (г -і,х 2 . . щ) = и і+1 )] (X 

І<П— 1 

<Х [/2 (га — 1, х 2 . х в , и п ) = у]} & [га > 0] • ( 6 ) 

(последний переход ср. с (17) из п. 4 § 3). 

Согласно фиксированному нами примитивно-рекурсивному 
отображению множества N на множество /V 00 , для кор¬ 
тежа {и ѵ и 2 , .. ., и п ) существует такое I > 0 , что 4 ( I ) = га 

и 1 2 (і, г + 1) = га і+1 (і = 0, 1, 2.га —1). Следовательно, 

( 6 ) можно переписать так:* 

[<га, х 2 . х а , у) е С 2 ] ~ (30 1[Ч (0 = и] <Х [і 2 (О 1) = 

= /і (я 2 .* 8 )] & (Ѵі) [(*' = 0) V (Ч (Ч- і + !) = 

І<П~1 

“ /2 0' 1» *^2» * ‘ • > ^6» 1 2 (^» 0))] ^ [У = /2 1 > ^2» ' ' • 

і 2 (*. "))]} «X [га >0]. (7) 

По определению примитивно-рекурсивного отображения 
множества N на /Ѵ°° существуют такие примитивно-ре- 
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курсивные функции і*, і*, что 4 (I) = і* ( I) для I > О 
и і 2 ( I , і) — і* (I, і) для і > О и і : 1 < г < 4 (I). Перепишем 
равенство (7), заменив в нем функции 4 , 4 на і* и і| *). 

[(л, х 2 , х а , у) е С 2 \ ~ (30 {[ 4 * (0 = п] & [ 4 * ((, 1) = 

= /і (*,. • • •, *.)] & (Ѵ0 [(і = 0) V (і, і +1) = 

і<п—1 

= / 2 (і 1, х 2 , . • •, х 8 , 4 (^> 0))] ^ 

& [у = и ( п !, * 2 .« 8 , I* (*, га))]} & [и > 0]. (8) 

Обозначая (некоторые) предикаты, имеющиеся в правой 
части ( 8 ), соответственно через Р х , Р 2 , Р 3 , Р л , можно ( 8 ) 
переписать так: 

[(га, х 2 . х а , у) е С 9 ] ~ (30 {Р х (0 га) & Р 2 (I , ж 2 , ...,х а )& 

& (Ѵ0 [(і = 0) V Р 3 (г, і, . . ж,)] <5 

І<П—1 

(X Р А {у, га, х 2 , ..., х а , 0} [га > 0]. (9) 

Докажем рекурсивно-неречислимость, например, пре¬ 
диката Р 3 . Примитивно-рекурсивные функции г=г —1 
и 2 = 1 * (/.г) принадлежат к 38, так как (см. выше) 
<88 <^38. По условию ] 2 $і38. Следовательно, и функция 
г = / 2 (г — 1, х 2 , .. ., х 8 , і* (0 г)) принадлежит к 38 , так как 
мы уже доказали замкнутость класса 38 относительно 
операции подстановки. Примитивно-рекурсивная функция 
г = і*(4г+1) также принадлежит к 38. А тогда преди¬ 
кат Р 3 рекурсивно-перечислим, так как если две функ¬ 
ции: к х и к 2 — имеют рекурсивно-перечислимые графики, 
то рекурсивно-перечислимым будет и предикат „к х — к 2 ІІ : 
его множество истинности есть проекция пересечения 
графиков на «оси аргументов» (теоремы 4 из § 5 и 3 
из § 5). 

Аналогично доказывается рекурсивно-неречислимость 
предикатов Р х , Р 2 , Р 4 - Предикаты „г = 0“ и „л > 0“ даже 
примитивно-рекурсивны и, :?ем более, рекурсивно-дѳре- 


*) Сейчас у нас уже есть понятие частично-рекурсивной функ¬ 
ции, но еще не доказано про него необходимых теорем. Иначе 
перехода от (7) к (8) можно было бы не делать (ср. со сноской 
на стр. 133). 
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числимы (теорема 12 из § 5). Из (9) и теорем 14 из § 5, 
16 из § 5 и 13 из § 5 следует рекурсивно-перечислимость 
предиката „(п, х 2 , ..., х в , у) ^ С 2 “, а значит, и множе¬ 
ства С г . Но С д = С 1 []С 2 . Множества С х и С 2 рекурсивно- 
перечислимы. Значит, рекурсивно-перечислимо й множе¬ 
ство С я (теорема 4 из § 5). Следовательно, §€&. Итак, 
класс Ж замкнут и относительно операции примитивной 
рекурсии. 

3. Операция р. Пусть функция ^ получается из 
функции /(«+ 1 ) применением оператора р по последнему 
(для простоты записи) аргументу 

8 0*і. ••■.*.) = (|»У) [/ (®і. • • •. я.. У) = 0]. (Ю) 

И пусть график С ( функции / рекурсивно-перечислим. 
Докажем, что тогда и график С д функции § также рекур¬ 
сивно-перечислим. Разобьем исследуемое множество О д 
на две непересекающиеся части. Пусть 

(*1 = Ё {(Я-І» • • • > ^ 8 > У) С ^0 I У = 0}> 

С% = Ё {( а '1< • • • > Х а , у) С @д | У ^ 0}. 

Тогда 6 1 [)С 2 = Л и С а = С 1 []С 2 . Обозначим через Р об¬ 
ласть определения функции /. Р с ІѴ* +1 . Разобьем Р также 
на две части. Пусть 


Рі = ${(х і, •• .,т„ у)$Р \}(х ѵ ..х а , у) = 0}, 

Ё 2 = Ё {(^і> • • • > х а , у) ^ Р | / (Хі> ••• і х а , у) > 0}. 

Тогда / ? хП^’г = Л и Р = Р 1 []Р І . 

Из оиределения оператора «наименьшее число» сле¬ 
дует, что 

Какие кортежи из Р х принадлежат к С д ? Во-первых, все 
кортежи вида {х г , ...,х 1 , 0). Если (%, х в 0)$Р 1 , то 

/(#х, ..., х а , 0) определено и равно 0. А тогда ^(х^ ..., х а ) = 0 
и, следовательно, (х ѵ ..., х 3 ,0 )€С д . Точнее: (х г ,..., х а , 0)Ё С*, 
Итак, если {х и ... , х а , 0) С /’ц то (Яц ..., х а , 0) € С х . Сле¬ 
довательно, 

( 11 ) 


Сх = [^Х{(0»]П^ 
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Во-вторых, к С д принадлежат все те кортежи^, ...,х а ,у) 
из Р х , для которых у > 0, і{х х , ..х а , у) — 0 и для 
всех 2 , 2 < у, выполняется {х х , ..., х а , г) ^ Р 2 . Такие кор¬ 
тежи из Р х составят, очевидно, С 2 . Пусть Р 3 = ё {{х х , .... х а , 
у)$Р\[у>в]& (Ѵг) [<«!, ...,х а , г> е /’а]}. Тогда 

г<у 

С* = Ръ[\Р х . ( 12 ) 

Множество Р рекурсивно-перечислимо по лемме 1. Мно¬ 
жество Р х рекурсивно-перечислимо по лемме 2 (прообраз 
рекурсивно-перечислимого множества {0}). Множество Р 2 
рекурсивно-перечислимо также по лемме 2 (прообраз ре¬ 
курсивно-перечислимого множества ІѴ\{0}). Из (И) и тео¬ 
рем 2 из § 5, 5 из § 5 и 4 из § 5 следует рекурсивно- 
перечислимость множества С х . Множество Р 3 также рекур¬ 
сивно перечислимо. Докажем это. 

[{х х , ...,х а ,у)$ Р 3 ] ~ [((«!, • • •, Х а , у) 6 Р) & (у > 0) (X 

& (Ѵг) ((х х , х 3 , г) $Р 2 )]. (13) 

1<У 

Множества Р и Р 3 рекурсивно-перечислимы. Из (13), тео¬ 
ремы 16 из § 5, теоремы 12 из § 5, примененной к пре¬ 
дикату „у > 0“, и теоремы 14 из § 5 следует рекурсивно- 
перечислимость предиката „(х ѵ ..., х 5 , у)^Р 3 \ а значит, 
и множества Р 3 . Из (12) следует тогда рекурсивно-пере- 
числимость множества С 2 . Итак, множества С х и С 2 ре- 
курсивно-перечислимы. Но С п = С х И С 2 \ следовательно, 
рекурсивпо-перечислимо и множество С п (теорема 4 из § 5). 
Значит § € 38. Итак, класс 38 замкнут и относительно 
операции р. 

Подведем итог. 0 <0> € 38 и Я ,) 11 С 38. Класс 38 замкнут 
относительно операций подстановки, примитивной рекур¬ 
сии и операции р. Следовательно, 38 — частично-рекур¬ 
сивно замкнутый класс. А тогда Ч с \38. Теорема дока¬ 
зана. 


3. СЛЕДСТВИЯ ТЕОРЕМЫ О ГРАФИКЕ 

Теорема 3 дала нам в руки очень сильное оружие для 
изучения класса Ч частично-рекурсивных функций. 
Прежде всего перефразируем теорему 2. 
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Теорема 4*). (Слабая теорема о нормальной форме**).) 
Для любого положительного в, для любой частично-рекур¬ 
сивной функции / типа УѴ 3 — >N и для любой примитив¬ 
но-рекурсивной функции большого размаха ф существует 
примитивно-рекурсивная функция х типа 7Ѵ 3 * 1 —»7Ѵ, та¬ 
кая, что 

/ (®і .*.) = ф ((И [* (®і .* 8 > I) = 0]). (1) 

Замечание. Однако не всякая частично-рекурсив¬ 
ная функция / типа N е —>N допускает представление 
вида 

/ (*і .*,) = (М'О [т (жі .ж,, г) = 0], 

где т примитивно-рекурсивна. Действительно, если т — 
примитивно-рекурсивная функция, то график функции 
у — (р,() [т (х и ..., х 3 , I) = 0] примитивно-рекурсивен (след¬ 
ствие теоремы 17 из § 4). В то же время существуют 
частичпо-рекурсивные (и даже обще-рекурсивные) функ¬ 
ции с не примитивпо-рекурсивным графиком (пример 17 
из п. 3 § 8). 

Частичное отображение пространства УѴ Г в простран¬ 
ство N 3 (» > 0), осуществляемое частично-рекурсивными 
функциями, мы будем называть частично-рекурсивным 
отображением. Подчеркнем, что частично-рекурсивное 
отображение является, вообще говоря, частичным 
отображением ***). 


*) Для некоторой фиксированной функции большого размаха <р 
эту теорему доказал впервые С. К. Клини (см. [1936], теорему IX). 
То, что функцию <р можно выбрать произвольно (лишь бы она 
оставалась примитивно-рекурсивной функцией большого размаха), 
установил А. А. Марков [1947, 1949]. Кроме того, А. А. Марков 
доказал также следующее утверждение: пусть примитивно-рекур- 
сивпая фупкция ф типа А -> А такова, что при некотором я для 
любой обще-рекурсивной функции / типа А 8 ->■ А существует такая 
примитивно-рекурсивная функция ттппа А 3+1 -* А, что выполняется 
равенство (1); тогда ф—фупкция большого размаха. Подробное 
изложение этих результатов А. А. Маркова можно пайти в его 
статье [1949], а также в нп. 6—9 § 18 книги Р. Петер [1951]. 

**) Ср. теорему 2 из § 9. 

***) Точнее, быть может, поэтому было бы говорить о частично¬ 
рекурсивном частичном отображении. Мы все-таки сохраним эту 
более краткую терминологию. 
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Докажем теорему, являющуюся обобщением Теоремы 
о графике (теорема 3). 

Теорема 5. Частичное отображение пространства 
Л ?г в П* (в > 0) тогда и только тогда частично-ре¬ 
курсивно, когда его график рекурсивно-перечислим. 

Доказательство. Рекурсивно-перечислимость гра¬ 
фика частично-рекурсивного отображения (пространства 
ІЧ Г в немедленно следует из Теоремы о графике (тео¬ 
рема 3), равенства (2) из п. 4 § 2 и теорем 7 из § 5 
и 4 из § 5. Если же функции фр, ..., фр осуществляют 
частичное отображение пространства 7Ѵ Г в № и график С 
этого отображения рекурсивно-перечислим, то рекурсивно¬ 
перечислимыми будут и графики С/, функций / { (і = 1, 2. в), 

так как С/. = пр 1і 2 . г , г -и С (теорема 3 из § 5). Из ре- 

курсивно-перечислимости графиков С следует частично- 
рекурсивность функций / { (Теорема о графике), т. е. ча- 
стично-рекурсивность отображения. 

Следствие 1. Образ рекурсивно-перечислимого мно¬ 
жества при частично-рекурсивном отображении рекур¬ 
сивно-перечислим. (См. (9) из н. 4 § 2 и теоремы 7 из § 5, 
4 из § 5 и 3 из § 5.) 

Следствие 2. Полный прообраз рекурсивно-перечис¬ 
лимого множества при частично-рекурсивном отображе¬ 
нии рекурсивно-перечислим. (См. (10) из н. 4 § 2 и тео¬ 
ремы 7 из § 5, 4 из § 5, и 3 из § 5.) *) 

Следствие 3. Облаетъ определения частично-рекур¬ 
сивного отображения рекурсивно-перечислима. (См. стр. 42 
и теорему 3 из § 5.) 

Следствие 4. Область определения частичнотрекур- 
сивной функции рекурсивно-перечислима (частный случай 
следствия 3) **). 

Следствие 5. Облаетъ значений частично-рекурсив- 
ного отображения рекурсивно-перечислима, (См. стр. 42 
и теорему 3 из § 5.) 

Следствие 6 . Область-значений частично-рекурсив¬ 
ной функции рекурсивно-перечислима (частный случай след¬ 
ствия 5). 


*) Ср. с леммой 2 из п. 2. 

**) Ср. с леммой 1 из п. 2. 
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Замечание. Например, областью значений «нигде 
не определенной» функции является пустое множество. 

Следствие 7. Множество уровня частично-рекур¬ 
сивного отображения ф, осуществляемого функциями 
/М, но любому кортежу (у г .г/ 8 ), т. е. мно¬ 
жество Ш {{Ху . х г ) е 7Ѵ Г | Д {ху, ...,х г ) = Уі (і = 1,2,...,»)} 

рекурсивно-перечислимо. (Исследуемое множество уровня 
равно прі, 2 . г[0 9 Г\{М г х {уу, . .у,»]. Оно рекур¬ 

сивно-перечислимо по теоремам 2 из § 5, 7 из § 5, 4 из § 5 
и 3 из § 5.) 

Следствие 8. Множество уровня частично-рекур¬ 
сивной функции рекурсивно-перечислимо (частный случай 
следствия 7)*). 

Следствие 9. Всякое множество, характеристи¬ 
ческая функция которого частично-рекурсивна, являет¬ 
ся рекурсивно-перечислимым. (Для доказательства доста¬ 
точно заметить, что всякое множество есть множество 
уровня своей характеристической функции по числу 1, 
и применить следствие 8.) 

Теорема 6. Подстановка частично-рекурсивных функ¬ 
ций в рекурсивно-перечислимый предикат сохраняет рекур- 
сивпо-перечислимость предиката **). 

Доказательство. Произвольная подстановка неко¬ 
торых функций всегда может быть заменена па (много¬ 
кратную) регулярную подстановку тех же функций и неко¬ 
торых частично-рекурсивных функций (теорема 1 из § 3 
и следствие 2 теоремы 1). Поэтому достаточно доказать 
теорему для случая регулярной подстановки. Для слу¬ 
чая же регулярной подстановки нужный. нам результат 
следует из того, что множество истинности результата 
регулярной подстановки в предикат Р есть прообраз 
множества истинности предиката Р при отображении, 
совершаемом поставляемыми функциями (следствие 2 
из теоремы 5). 

Теорема 7. Пустъ функция / (типа 7Ѵ 3 —> И) кусоч¬ 
но задана при помощи частично-рекурсивных функций 


*) Следствия 4, 6, 8 можно было, конечно, вывести сразу из 
Теоремы о графике (теорема 3). 

**) Ср. с леммой из п. 2 § 5 и с доказательством Теоремы 
о графике. 
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/ ( ® ) , /М и рекурсивно-перечислимых множеств А г ,А п 
(в 7Ѵ 5 ). Тогда функция / частично-рекурсивна. 

Доказательство. По Теореме о графике (теорема 3) 
графики С/ и . .., С )п функций Д./ п рекурсивно-пере¬ 

числимы. Если 

/і (^і» • • •» (^і .^ 

/2 (*^1» * * * » *^з) (^І .^ -^2» 

/ (*і .я 8 ) = < 

/п (*^1» • • •» *^в) . * * * 1 ^ 

тос / =[с / 1 п(4 1 хлг)]и[с /І п(^хлг)іи...и[с / „п(л,хлг)]. 

Из теорем 7 из § 5 и 4 из § 5 следует рекурсивно-пере- 
числимость графика С г Из Теоремы о графике (теорема 3) 
следует частично-рекурсивность функции /. 

Следствие 1. Пусть д( 8 ) — частично-рекурсивная 
функция, а А — рекурсивно-перечислимое множество в №. 
Определим функцию так: 

/ (х 1г ...,х 1 ) = д (х и ..., х 8 ), если (х 1г ..., х,)$А. 

Так определенная функция § частично-рекурсивна (см. за¬ 
мечание па стр. 104). 

Следствие 2. Функции 4 , і 2 , осуществляющие отоб¬ 
ражение множества 7Ѵ\{0} на множество 7Ѵ°°\{Л} при 
примитивно-рекурсивном отображении множества N на 
/V х1 , частично-рекурсивны *). 

Доказательство. По определению примитивно- 
рекурсивного отображения множества N на множество 7Ѵ°° 
существуют такие примитивно-рекурсивные функции і*, і* , 
что 4(0 = і*(0 для I > 0. И і 2 (1, і) = і* (/, і) для 1>0 
и і : 1 < 4 ( I ). Множество % {і > 0} даже примитивно-рекур¬ 
сивно. По следствию 2 теоремы 1, теореме 2 из § 5 
и только что доказанному следствию 1 функция 4 ча¬ 
стично-рекурсивна. Предикат „[2 > 0] & [1 < Г< 2 ]“ = 


*) Вот теперь, после теоремы 6 и следствия 2 теоремы 7, нам 
бы не нужен был переход от (7) к (8) при доказательство Теоремы 
о графике (теорема 3). См. сноску на стр. 165. 
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= «[* > 0 ] & [г •> 0 ] & [г < г]“ примитивно-рекурсивен 
(теорема 11 из § 4), а значит, и рекурсивно-перечислим 
(теорема 12 из § 5). Предикат „[2 > 0]& [1 < г< 4 (/)]“ 
получается подстановкой частично-рекурсивной функции 4 
в рекурсивно-перечислимый предикат. По теореме 6 
он тоже рекурсивно-перечислим. А тогда но следствию 
2 теоремы 1 и по следствию 1 теоремы 7 частично-рекур¬ 
сивна и функция і 2 . 

Пример. Функции типа N 2 —^N: 

2 = X - у, 


X 



2 = У 


частично-рекурсивны, в силу следствия 1 теоремы 7, 
так как 

х — у = А\і(х,у), если ж>у, 

■— — сііѵ (х, у), если (у Ф 0 ) <$ Оіѵ(у, х), 

Ѵу = (і*0 [рог (г, х) = у], если х > 0, 

= [р°Ч ж > 0 = 2 /]> если х > 0 . 

Теорема 8 . Множество Ь в № тогда и только 
тогда рекурсивно-перечислимо , когда оно является 
множеством уровня некоторой частично-рекурсивной 
функции /Ф. 

Доказательство. В одну сторону это следует 
из следствия 8 теоремы 5. Докажем в другую. Пусть Ь — 
рекурсивпо-неречислимое множество в 7Ѵ 8 . Определим 
функцию /Ф «кусочно» при помощи частично-рекурсив¬ 
ной функции 1 <3> (следствие 2 теоремы 1 ) и множества Ь: 

}( х і> -ж,) = 1 , если (ж 1( ...,х 8 )ЬЬ 

(см. рис. 12). По следствию 1 теоремы 7 функция / 
частично-рекурсивна. Очевидно, В—множество уровня 
функции / по числу 1 . 

Результат этой теоремы любопытно сравнить с резуль¬ 
татом следствия 3 теоремы 7 из § 4 и с теоремой 9 из § 7. 
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Ввиду этой аналогии .рекурсивно-перочислимые множе¬ 
ства можно было бы называть частично-рекурсивными. 
Однако эту аналогию (примитивно-рекурсивные функ¬ 


ции — примитивно-рекурсивные множества; частично-ре¬ 
курсивные функции — частично-рекурсивные множества) 


нельзя простирать слишком 
рекурсивных функций и 
множеств тривиальным об¬ 
разом выполняется следую¬ 
щее утверждение: множе¬ 
ство тогда и только тог¬ 
да примитивно-рекурсивно, 
когда его характеристиче¬ 
ская функция нримитивно- 
рекурсивна (см. определе¬ 
ние примитивно-рекурсив¬ 
ного множества вн. 2 § 4). 
Для частично-рекурсивных 


далеко *). Для примитивно- 
У 



функций и частично-рекур¬ 
сивных (рекурсивно-пере¬ 


числимых) множеств анало¬ 


гичная теорема не верна. В силу следствия 9 из теоремы 5, 


если характеристическая функция некоторого множе¬ 
ства Ь частично-рекурсивна, то множество Ь будет рекур¬ 
сивно-перечислимым. Обратное же не верно. В § 9 (и. 2, 
пример 9) будет построен пример рекурсивно-перечисли¬ 
мого множества, характеристическая функция которого 


не частично-рекурсивна. 

Теорема 9. Множество Ь в 7Ѵ 5 тогда и только 
тогда рекуреивно-перечиелимо, когда оно является 
областью определения некоторой частично-рекурсивной 
функции. 

Доказательство. С одной стороны, для любого 
рекурсивно-перечислимого множества Ь в 7Ѵ 8 существует 


*) Ср. также теорему 3 й следствие 1 теоремы 6 из § 4, тео¬ 
рему 5 и следствие 3 теоремы 6 из § 4, теорему 6 и следствие тео¬ 
ремы 10 из § 4, теорему 7 и следствие теоремы 8 из § 4, следствие 8 
теоремы 5 и следствие 1 теоремы 7 из § 4 и т. д. Но в то 
же время ср. теорему 3 и замечание после следствия 1 теоремы 6 
из § 4, следствие 1 теоремы 5 и замечание 1 после теоремы 9 
из § 4 и т. д. 
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частично-рекурсивная функция /< 8 >, областью определе¬ 
ния которой является Ь. Мы уже строили фактически 
искомую функцию для доказательства теоремы 8: 

/(а^.ж 8 ) = 1, если (ж 1 , ...,х,)^Ь (см. рис. 12). 

С другой стороны, в силу следствия 4 теоремы 5, об¬ 
ласть определения всякой частично-рекурсивной функ¬ 
ции рекурсивно-перечислима. 

Теорема 10. Множество Ь в N тогда и только 
тогда рекурсивно-перечислимо, когда оно является 
множеством значений некоторой частично-рекурсивной 
функции / (типа /V—>А). 

Доказательство. Если множество Ь в N рекур¬ 
сивно-перечислимо и пе пусто, оно есть множество значе¬ 
ний даже некоторой примитивно-рекурсивной функции 
(теорема 9 из § 5 и следствие 2 из теоремы 1). Пустое 
множество есть множество значений «нигде не определен¬ 
ной» функции (замечание после следствия 6 теоремы 5). 
С другой стороны, множество значений любой частично¬ 
рекурсивной функции рекурсивно-перечислимо (след¬ 
ствие 6 теоремы 5). 

Аналогично, со ссылкой на теорему 10 из § 5 и след¬ 
ствие 5 теоремы 5, доказывается 

Теорема И. Множество Ь в А’ 8 (5 > 0) тогда 
и только тогда рекурсивно-перечислимо, когда оно 
является множеством значений некоторого частично¬ 
рекурсивного отображения (пространства N в А 8 ). 

Теоремы 10, 11 дают новый вариант определения ре¬ 
курсивно-перечислимого множества. 

Теорема 12. Пустъ ср и ф — два взаимно-обратных 
частичных отображения: ср —частичное отображение про¬ 
странства 1Ѵ Г в А 8 , ф —частичное отображение простран¬ 
ства А 8 в Л' г (г > 0, в > 0). Если (р —частично-рекурсив¬ 
ное отображение, то и частичное отображение ф ча¬ 
стично-рекурсивно *). 

Доказательство. Пусть частично-рекурсивпое 
отображение ср пространства А г в N і осуществляется 
функциями Д г ), ..., /М. Обозначим график частичного 
отображения ф через С ф . По теореме 5 множество С ф 
рекурсивно-перечислимо. Возьмем подстановку (г ф «)-й 


*) Ср. с замечанием 2 после теоремы 9 из § 4. 
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степени: 

/ 1 2 ... г г +1 г + 2 ... г + «\ 

а \г +1 г + 2... г + « 1 2 ... г )’ 

Подстановка а записана не корректно, так как, вообще 
говоря, г Ф 8 и число г + в не попадет под число г. 
В нижнем ряду подстановки а должна стоять пере¬ 
становка г + 1, г + 2, ..., г + 5 , 1, 2, ...., г. А под какое 
число попадет, например, г + «, нам безразлично. 

Подстановка а «перевернет» множество С ф «около бис¬ 
сектрисы». Множество а (С ф ) будет графиком обратного 
частичного отображения, т. е. частичного отображения ф. 
По теореме 6 из § 5 множество а (6ц,) рекурсивно-пере¬ 
числимо. А тогда — снова по теореме 5 — будет частично¬ 
рекурсивным частичное отображение ф. 

Следствие. Если / и § — две взаимно-обратные 
функции типа N —>А и функция / частично-рекурсивна, 
то и функция § - частично-рекурсивна. 



§ 7. ОБЩЕ-РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ, 
МНОЖЕСТВА, ПРЕДИКАТЫ 


В п. 1 этого параграфа исследуются введенные ранее 
понятия обще-рекурсивного множества и обще-рекурсивной 
функции. Понятие обще-рекурсивной функции служит, 
как уже отмечалось, уточнением интуитивного понятия 
всюду определенной вычислимой функции. Понятие обще¬ 
рекурсивного множества служит, как показывают тео¬ 
ремы 1 и 2 этого параграфа, уточнением интуитивного 
понятия разрешимого множества. В п.2 вводится понятие 
обще-рекурсивного предиката, служащее уточнением 
интуитивного понятия вычислимого всюду определенного 
предиката. В п. 3 исследуются обще-рекурсивные пере¬ 
счеты рекурсивно-перечислимых и, в частности, обще- 
рекурсивпых множеств. Теоремы 23 и 24 этого пункта 
показывают, что понятие рекурсивпо-перечислимого мно¬ 
жества действительно является уточнением понятия пере¬ 
числимого множества. 

1. ОБЩЕ-РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ И МНОЖЕСТВА 

Обще-рекурсивпые функции были у нас определены как 
всюду определенные частично-рекурсивные функции. 
Однако понятие обще-рекурсивной функции может быть 
определено и независимо от понятия частично-рекурсив¬ 
ной функции, а именно способами, совершенно аналогич¬ 
ными тем, которыми определялись примитивно-рекурсив¬ 
ные функции (на стр. 91 — 92 или 97 — 98) и частично- 
рекурсивные функции (на стр. 155 или 156). 

Назовем применение оператора р к всюду определен¬ 
ной функции / обще-рекурсивным, если в результате этого 
применения снова получается всюду определенная функ- 
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ция. Таким образом, применение оператора р (по і-му 
аргументу) к всюду определенной функции /"“ будет 
обще-рекурсивным, если для каждого кортежа (а: 1 , ..., х^ 1г 
х их , • • •. я п > найдется такое у, что / (а^, .... я 4 _ г , у, 

х іл . х п ) = 0 и при всех і < у значение /(ж 1 . х ІЛ , 

{, гс і+1 , .... х п ) > 0. Назовем класс функций обще-рекур¬ 
сивно замкнутым, если он содержит функции О 10 ’, 
и замкнут относительно операций подстановки, прими¬ 
тивной рекурсии и обще-рекурсивного применения опера¬ 
тора р. Минимальный обще-рекурсивно замкнутый класс 
(пересечение всех обще-рекурсивно замкнутых классов) 
0' совпадает с 0. Действительно. Если /6(9, то, в силу 
Слабой теоремы о нормальной форме (теорема 4 из § 6) 
и очевидного включения #С0', имеем /6(9'. С другой 
стороны, класс 0, очевидно, обще-рекурсивно замкнут. 
Поэтому, Ѳ'сѲ. Таким образом, мы получаем второе 
определение понятия «обще-рекурсивная функция». 

Назовем кортеж функций (/ х , / 2 , ..., / й ) обще-рекур¬ 
сивным описанием функции /, если / й = / и каждая 
/і(1<і<&) либо 1) является одной из функций 0 <0) , Х а> , 
либо 2) получается из предыдущих функций кортежа 
при помощи операции подстановки, или операции при¬ 
митивной рекурсии, или обще-рекурсивного применения 
оператора ц. Понятие обще-рекурсивного описания позво- 
’ляет доказать теорему, являющуюся аналогом теоремы 2 
из § 4 и теоремы 1 из § 6, и получить тем самым еще 
одно определение обще-рекурсивной функции: функция 
называется обще-рекурсивной, если она имеет какое- 
нибудь обще-рекурсивное описание. 

В § 6 было указано (и. 1, (1')), что между классом 
примитивно-рекурсивных функций, классом 0 обще-рекур¬ 
сивных функций и классом Ч частично-рекурсивных 
функций имеет место следующее «включение»: 

^С0СЧ. (1) 

В § 5 было указано (п. 1, (3)), что между классом П 
всех примитивно-рекурсивных множеств, классом О обще¬ 
рекурсивных множеств и классом Р рекурсивно-перечис¬ 
лимых множеств имеет место аналогичное отношение: 

ПсОсР. (2) 


(2 в. А. Успенский 
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Класс Ш -примитивно-рекурсивно замкнутый, но не 
частично-рекурсивно замкнутый класс. Класс П соответ¬ 
ствует классу <31 в смысле определения на стр. 99: 
множество тогда и только тогда принадлежит к П, 
когда его характеристическая функция принадлежит к Ш 
(впрочем, это выполняется тривиально: именно это свой¬ 
ство и было взято за определение класса П). Класс Ч — 
даже частично-рекурсивно замкнутый (и тем более —при¬ 
митивно-рекурсивно замкнутый). Между функциями из % 
и множествами из Р выполняется много отношений, ана¬ 
логичных связям между 31 и И. Но в то же время 
теорема: «множество тогда и только тогда рекурсивно¬ 
перечислимо, когда его характеристическая функция 
частично-рекурсивна» — не верна. Как показывает след¬ 
ствие 9 теоремы 5 из § 6, если характеристическая функ¬ 
ция некоторого множества частично-рекурсивна, то это 
множество рекурсивно-перечислимо. Но обратное не верно: 
в § 9 (п. 2, пример 9) будет построен пример рекурсив¬ 
но-перечислимого множества, характеристическая функ¬ 
ция которого не частично-рекурсивна *). 

Класс 0 — конечно, не частично-рекурсивно замкну¬ 
тый класс: операция р легко может нарушить всюду- 
определенность функции й вывести из класса 0 (при¬ 
мер 3 из п. 5 § 3). Но класс 0 — примитивно-рекурсивно 
замкнутый класс: 0 <0) (Е 0, € 0, операции подстановки 

и примитивной рекурсии сохраняют всюду-определен- 
ность (замечание 2 из п. 3 § 2 и замечание 2 из п. 7 § 2). 

Докажем, что класс О обще-рекурсивных множеств 
соответствует классу 0 обще-рекурсивных функций 
в смысле определения на стр. 99. 

Теорема 1. Множество Ь ( в №) тогда и только 
тогда обще-рекурсивно, когда его характеристическая 
функция обще-рекурсивна**). 

Доказательство. 1) Необходимость («только 
тогда»). Пусть Ь — обще-рекурсивное множество в №. 
Тогда (по определению) множества Ь и ^Ѵ 3 \І< рекур- 

*) См. также теорему 8 из § 6 и текст после нее (стр. 172, 173). 

**) Сформулированное в этой теореме необходимое и достаточ¬ 
ное условие обще-рекурсивности множества часто используется 
в качестве определения понятия «обще-рекурсивное множество» 
(см., например, С. К. Клипи [1952], стр. 272 — 273 русского издания). 
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сивно-перечислимы. Характеристическая функция 
множества Ь естественным образом определяется «кусочно» 
при помощи частично-рекурсивных (даже примитивно¬ 
рекурсивных) функций 1' 8) и 0 <8> и рекурсивно-перечисли¬ 
мых множеств Ь и 7Ѵ 8 \І< 

...,х а ) = 

1 х^Ь 
О ж€ЛГ 8 \І,. 

По теореме 7 из § 6 час¬ 
тично-рекурсивна. Но харак¬ 
теристическая функция Хь> 
как и всякая характеристи¬ 
ческая функция, всюду опре¬ 
делена. Следовательно, 
обще-рекурсивна. 

2) Достаточность 
(«тогда»). Пусть характери¬ 
стическая функция множества Ь (С 7Ѵ 8 ) будет обще-ре¬ 
курсивной. Ее график (по определению характеристи¬ 
ческой функции) равен: 

С ч = [Ьх{1}][}[(№\Ь)х{0}]. ( 3 ) 

Отсюда 

Ьі — пр і . .. [с %ь П (7Ѵ 8 х {1})], (4) 

7Ѵ 8 Ѵ = П Р1 , 2 .[С Хь П(^х{0))1 (5) 

(см. рис. 13). Функция х ь обще-рекурсивна. По Теореме 
о графике (теорема 3 из § 6) рекурсивно-перечислимо. 
По (4), (5) и теоремам 2 из § 5, 5 из § 5, 4 из § 5 и 3 
из § 5 множества Ь и №\Ь также рекурсивно-пе¬ 
речислимы. Следовательно, Ь — обще-рекурсивное мно¬ 
жество. 

Теорема 2. Множество Ь (в 7Ѵ 8 ) тогда и только 
тогда обще-рекурсивно, когда его характеристическая 
функция частично-рекурсивна. 

Теорема 2 является тривиальной перефразировкой 
теоремы 1, так как характеристическая функция любого 
множества всюду определена. 




12 * 
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В силу Основной гипотезы мы можем теперь отожде¬ 
ствить обще-рекурсивные множества с разрешимыми 
подмножествами пространств /V 8 . 

Из теоремы 1 и определения на стр. 99 вытекает, 
что множествами, принадлежащими к примитивно-рекур¬ 
сивно замкнутому классу О, являются обще-рекурсив¬ 
ные множества и только они*). Применим многочислен¬ 
ные теоремы из § 4 к примитивно-рекурсивно замкну¬ 
тому классу 0. В § 4 мы теоремы 3 — 17 доказали для 
произвольного примитивно-рекурсивно замкнутого клас- 
са а потом после каждой из этих теорем сформу¬ 
лировали—в виде следствия —ее частный случай для 
конкретного примитивно-рекурсивно замкнутого класса, 
класса' о%. Теперь совершенно аналогично сформули¬ 
руем—в виде теорем — частные случаи теорем 3 — 17 
из § 4 для другого конкретного примитивно-рекурсивно 
замкнутого класса, класса 0. 

Теорема 3. Класс всех обще-рекурсивных подмно¬ 
жеств множества К 3 есть тело множеств. (Из теоремы 3 
из § 4.) 

Теорема 4. Цилиндр, восставленный из обще-рекур¬ 
сивного множества, также обще-рекурсивен . (Из теоре¬ 
мы 4 § 4.) 

Теорема 5. Геометрическое произведение обще¬ 
рекурсивных множеств обще-рекурсивно . (Из теоремы 

5 § 4 .) 

Теорема о. График обще-рекурсивной функции 
обще-рекурсивен. (Из теоремы 6 § 4). 

Замечание. Обратное не верно. Примером не обще- 
рекурсивпой (но, конечно, частично-рекурсивной!) функ¬ 
ции с обще-рекурсивным графиком может служить хотя 
бы «нигде не определенная» функция. Если же функция 
с обще-рекурсивным графиком всюду определена, то 
она, конечно, обще-рекурсивна. 

Отображение пространства /Ѵ г в К 3 (в > 0), осуще¬ 
ствляемое обще-рекурсивными функциями, мы будем 
называть обще-рекурсивным отображением (аналогично 


*) В силу того жѳ определения и теоремы 2 множествами, при¬ 
надлежащими к классу %, также являются обще-рекурсивные мно¬ 
жества и только они. 
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можно определить обще-рекурсивное отображение мно¬ 
жества N в №° и множества Л'°° в N*)). 

Теорема 7. График обще-рекурсивного отображения 
(пространства ГГ в Л 3 ) обще-рекурсивен. (Из следствия 2 
теоремы 6 § 4.) 

Теорема 8. Множество уровня обще-рекурсивной 
функции (по любому числу) обще-рекурсивно. (Из тео¬ 
ремы 7 § 4.) 

Теорема 9. Множество Ь (в 7Ѵ 3 ) тогда и только 
тогда обще-рекурсивно, когда оно является множест¬ 
вом уровня некоторой обще-рекурсивной функции. (Из след¬ 
ствия 2 теоремы 7 § 4.)**). 

Теорема 10. Если функция / (типа /V 3 — >К) 
кусочно задана при помощи обще-рекурсивных множеств 
А ѵ ..., А п и обще-рекурсивных функций Д, ..., / п , при- 

П 

чем Н^ІѴ 3 , то функция / обще-рекурсивна. (Из тео¬ 
ремы 8 § 4.) 

Теорема 11. Полный прообраз обще-рекурсивного 
множества (в ГГ) при обще-рекурсивном отображении 
(пространства ГГ в IV 3 ) обще-рекурсивен. (Из теоремы 9 
из § 4.) 

Замечание. При обще-рекурсивном отображении 
даже область значений, а следовательно, и образ про¬ 
извольного обще-рекурсивного множества не обязаны 
быть обще-рекурсивными. В § 9 (п. 2, пример 7) будет 
построен пример обще-рекурсивного отображения N. в N, 
при котором само N перейдет в не обще-рекурсивное 
множество. 

Можно указать некоторые достаточные условия, при 
которых образ обще-рекурсивного множества при обще¬ 
рекурсивном отображении остается обще-рекурсивным. 

Теорема 12. Пустъ ср -обще-рекурсивное отображе¬ 
ние пространства ГГ на /V 3 . И пустъ М — такое обще¬ 
рекурсивное множество в ГГ, что ср (М) (") Ф (ГГ\М) = Л. 
Тогда ср(М) обще-рекурсивно. 

Доказательство. Из условий, наложенных на 
отображение ср и множество М, вытекает (см. замеча- 


*) См. стр. 126, 127. 

**) Ср. с теоремой 8 из § 6. См. текст после нее (стр. 172, 173). 
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ние 2 в п. 4 § 1), что 

7Ѵ 3 \ср (М) = ер (7Ѵ Г \М). (6) 

По условию ф — обще-рекурсивное отображение и, том 
более, частично-рекурсивное. Поскольку М — обще-рекур- 
сивноо множество, М и 7Ѵ Г \М рекурсивно-перечислимы. 
По следствию 1 теоремы 5 из § 6 ф ( М ) и ф (ІѴ Г \Л/) 
рекурсивно-перечислимы. По (6) ІѴ 8 \ф (М ) рекурсивно¬ 
перечислимо. Следовательно, ф (М) — обще-рекурсивное 
множество. 

Замечание. Из доказательства видно, что тео¬ 
рема 12 верна и для частично-рекурсивного 
отображения пространства И т на ІѴ 8 . 

Теорема 13. Множество нижних точек обще¬ 
рекурсивного множества (в ІѴ 2 ) обще-рекурсивно. (Из 
теоремы 17 § 4.) 

Теорема 14. Операторы и П (і > сохраняют обще- 
рекурсивностъ функций. (Из лемм 1 из и. 3 § 4 и 2 из 
и. 3 § 4.) 

2. ОБЩЕ-РЕКУРСИВНЫЕ ПРЕДИКАТЫ 

Определение. Предикат Р (на Л Г8 ) называется 
обще-рекурсивным, если он принадлежит к классу 0, 
т. е. если его характеристическая функция (или, что то 
же самое, если его множество истинности) обще-рекур¬ 
сивна. 

Замечание. Из (1) и (2) вытекает, что всякий при¬ 
митивно-рекурсивный предикат обще-рекурсивен, всякий 
обще-рекурсивный предикат рекурсивно-перечислим. 

Из этого замечания и из теорем 11 из § 5 и 13 из § 5 
вытекает 

Теорема 15. Предикат на /Ѵ ь тогда и только 
тогда является рекурсивно-перечислимым , когда 
он может быть получен навешиванием (неограниченного) 
квантора существования на некоторый обще-рекурсивный 
предикат*). 

Теорема 16. Предикат, являющийся результатом 
подстановки обще-рекурсивных функций в обще-рекурсив¬ 
ный предикат, обще-рекурсивен. (Из теоремы 10 из § 4.) 


) Ср. с теоремой 11 из § 5. 
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Теорема 17. Операции исчисления высказываний (от¬ 
рицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация) сохра¬ 
няют обще-рекурсивностъ предикатов. (Из теоремы 11 
из § 4.) 

Теорема 18. Навешивание ограниченного квантора 
существования сохраняет обще-рекурсивностъ предика¬ 
тов. (Из теоремы 12 из § 4 и замечания после нее.) 

Теорема 19. Навешивание ограниченного квантора 
общности сохраняет обще-рекурсивностъ предикатов. (Из 
теоремы 13 из § 4 и замечания после нее.) 

Замечание. Навешивание неограниченных кванто¬ 
ров может но сохранить обще-рекурсивность предиката 
(см. примеры 13 из и. 2 § 9 и 14 из п. 2 § 9). 

Теорема 20. При применении нестрого ограничен¬ 
ных операторов «наименьшее число », «наибольшее число » 
и «число тех, которые » к обще-рекурсивным предика¬ 
там получаются обще-рекурсивные функции. (Из теоре¬ 
мы 14 § 4.) 

Замечание. Теорема 20 верна и для строго огра¬ 
ниченных операторов «наименьшее число», «наибольшее 
число» и «число тех, которые» (см. замечание после тео¬ 
ремы 14 из § 4). 

Навешивание неограниченного оператора р, на обще¬ 
рекурсивный предикат не обязано давать обще-рекурсив¬ 
ную функцию *). Навешивание неограниченного опера¬ 
тора р на рекурсивно-перечислимый предикат не обязано 
давать частично-рекурсивную функцию **). Но все же 
имеет место 

Теорема 21. Функция, получающаяся навешиванием 
неограниченного оператора «наименьшее число » на обще¬ 
рекурсивный предикат, частично-рекурсивна. 

Доказательство. Пусть ]{х х , ... , х і _ 1 , х иі , ... 

••• і х з) ~ (И^і) Р ( ж і* ••• > *і-і, *і, *иі, • • • і ж 8 )> 

Р — обще-рекурсивный предикат па 7Ѵ 8 . По определению 
обще-рекурсивного предиката характеристическая функция 
%р предиката Р обще-рекурсивна. Тогда обще-рекурсивна 

*) Хотя бы потому, что может получиться не всюду опреде¬ 
ленная функция. 

**) Потому что множество нижних точек рекурсивио-перечис- 
лимого множества может и не быть рекурсивно-перечислимым (см. 
сноску на стр. 279). 
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и функция у = 5§Хр(ж 1 , , х а ). Легко видеть, что 

/ (^І» • • • ) З'І-ІІ -Т-і + І» • • • 1 %$) = (И^і) Хр (^іі • • • > %$) = 0]. 
Следовательно, функция / получается применением опе¬ 
ратора р к обще-рекурсивной функции. Значит, / частич¬ 
но-рекурсивна. 

Теорема 22. Если функция / {типа ку¬ 

сочно задана при помощи обще-рекурсивных предикатов 
Р і, ••• , Р п и обще- рекурсивных функций / 1( ... , / п , 

П ,_, 

причем = 7Ѵ 8 , то функция / обще-рекурсивна. (Из 

І=1 

теоремы 15 § 4.) 

3. ОБЩЕ-РЕКУРСИВНЫЕ ПЕРЕСЧЕТЫ 

Теорема 23. Множество Ь в N тогда и только 
тогда рекурсивно-перечислимо , когда оно либо пу¬ 
сто, либо является множеством значений некоторой 
обще-рекурсивной функции. 

Доказательство очевидно в силу теоремы 9 из § 5, 
следствия 6 теоремы 5 из § б и соотношения (1) из 
п. 1 § 6. 

Теорема 24. Множество Ь в Л гв (в > 0) тогда и 
только тогда рекурсивно перечислимо, когда оно 
либо пусто, либо является множеством значений неко¬ 
торого обще-рекурсивного отображения N в ІѴ 8 . (Теорема 
10 из § 5, следствие 5 теоремы 5 из § 6 и соотношение 
(1) из п. 1 § 6.) 

Теоремы 23 и 24 дают еще один вариант определения 
рекурсивно-перечислимого множества*). Этот вариант как 
раз и показывает, что понятие рекурсивно-перечислимого 
множества является уточнением понятия перечислимого 
множества. 

Теорема 25. Если прямой пересчет некоторого мно¬ 
жества обще-рекурсивен, то это множество обще-рекур¬ 
сивно. (Из теоремы 16 из § 4.) 

Следствие. Каждое бесконечное рекурсивно-пере¬ 
числимое множество Ь (в Л г ) содержит бесконечное же 
обще-рекурсивное подмножество. 


*) Ср. с определением на стр. 148,- 
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Доказательство. В силу теоремы 23, Ь есть мно¬ 
жество значений некоторой обще-рекурсивной функции / 
типа N — >N. Рассмотрим функцию ср: 

I Ф (0) = / (0), 

1 Ф (ж+1) = /((ц/) [/(*)> ф(ж)]). 

В силу бесконечности множества Ь, функция ср всюду 
определена и является прямым пересчетом некоторого 
бесконечного множества ^5'С^. В силу теорем 16, 21 и 
бесконечности множества Ь функция § а} : 

§(У) = Н№) [/(*)> У]) 

обще-рекурсивна. Поэтому всюду определенная функ¬ 
ция ф ш , полученная примитивной рекурсией из # (1> (и кон¬ 
станты / (0)), тоже обще-рекурсивна. Итак, обще-рекур¬ 
сивная функция.ф является пересчетом множества ^ С Ь. 
По теореме 25 3 обще-рекурсивно. 

Может быть доказана несколько более сильная, чем 
теорема 25, 

Теорема '26. Если бесконечное множество Ь (в Щ 
является множеством значений неубывающей обще- 
рекурсивной функции / (типа N —>13), то множество Ь 
обще-рекурсивно. 

Доказательство. Введем функцию ф: 

Ф(л) = (ці) [/(<)> л]. 

Функция ф частично-рекурсивна (в силу теорем 16 и 21) 
и всюду определена (в силу бесконечности множества Ь), 
а значит, обще-рекурсивна. Для предиката вы¬ 

полняется соотношение 

[п€Ц = (Зі)[1(і) = п]. (1) 

Поскольку функция / неубывающая, соответствующее і 
не превосходит числа ф (п). Поэтому, наряду с (1), имеет 
место также 

[*€*,]= т [/(о=иі- с 1 ') 

*<Ф(П) ■ 

В силу (1') и теорем 16, 18 предикат а значит, 

и множество Ь, является обще-рекурсивным. Теорема 

доказана. 
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Все конечные множества (в любом /V 3 ) примитивно- 
рекурсивны (стр. 101), а следовательно, обще-рекурсивны 
(по (2) из п. 1). 

Теорема 27. Бесконечное множество Ь (в ІѴ) яв¬ 
ляется обще-рекурсивным тогда и только тогда , 
когда его прямой пересчет обще-рекурсивен. 

Доказательство. 1) Достаточность («тогда») 
доказана в теореме 25. 

2) Необходимость («только тогда»). Пусть Ь— бес¬ 
конечное обще-рекурсивное множество в N. Обозначим 
наименьшее число в Ь через а. Определим примитивной 
рекурсией функцию / а> : 

I т = “■ (2) 

| /(< +1) - Ош) ([*>/(!)] Л [Хь И=1]). 1 ' 

Очевидно, что функция /, определенная равенствами (2), 
является прямым пересчетом множества Ь. Из замечания 
после определения обще-рекурсивного предиката и тео¬ 
рем 1, 16, 17, 21 следует, что функция к : 

Н (и) = (рп) {[« > в] <5 [хь ( п) = 1]} 

частично-рекурсивна. Так как Ь — бесконечное множе¬ 
ство, функция Н всюду определена: для любого и най¬ 
дется такое п, что п$Ь и п > в. Значит, функция к 
обще-рекурсивна. Но схема (2) задает примитивно-рекур¬ 
сивно функцию / через функции а т и к. Следовательно, 
функция / обще-рекурсивна (замечание 2 в п. 7 § 2). 

Следствие. Каждое бесконечное обще-рекурсивное 
множество (в 7Ѵ) есть множество значений некоторой 
возрастающей обще-рекурсивной функции (типа 
7Ѵ—>7Ѵ). 

Обобщив понятие прямого пересчета на случай бес¬ 
конечных множеств в /V 3 , можно было бы получить ре¬ 
зультат, аналогичный теореме 27 и следствию из нее, 
и для бесконечных обще-рекурсивных множеств в /V 3 . 

Используя теорему 27, мы сейчас получим аналогич¬ 
ный (но, естественно, более слабый) результат для ре¬ 
курсивно-перечислимых множеств. 

Теорема 28. Каждое бесконечное рекурсивно-пере- 
чцслцмое множество Б в N есть множество значений 
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некоторой однолистной*) обще-рекурсивной функции 
(типа N —> А). 

Доказательство. В силу теоремы 23, рекур¬ 
сивно-перечислимое множество Ь (в /V) является множе¬ 
ством значений некоторой обще-рекурсивной функции / 
(типа А—>А). Но функция / не обязана, конечно, быть 
однолистной. Сделаем из нее однолистную функцию. 
Введем предикат Р (на А): Р(і) = (Ѵж) [/(ж) ф /(<)]. 

х<1 

Посмотрим повнимательнее, из каких чисел состоит Р. 
Когда Р(1) = и ? Р(0) = г* (по (7) из п. 4 § 3). Р(1) = и, 
если (0). Р{2) = и, если / (2) ф / (0) и / (2) ф / (1) 

и т. д. Короче говоря, Р получается из А так: мы идем 
по А слева направо и вычеркиваем те числа, на кото¬ 
рых значения функции / совпадают со значениями на 

уже пройденных числах. То, что останется, это и есть Р. 

На Р функция / уже однолистна, но по-прежнему поро¬ 
ждает все Ь. Множество Ь бесконечно. Следовательно, 

и Р — бесконечное множество. Предикат Р — обще-рекур¬ 
сивный (теоремы 16 и 19). Значит, Р — бесконечное обще¬ 
рекурсивное множество. По следствию из теоремы 27 оно 
есть множество значений некоторой возрастающей и, зна¬ 
чит, однолистной обще-рекурсивной функции Тогда 
функция к‘.к(п)=1(§ (я)) будет однолистной обще-рекур¬ 
сивной функцией, порождающей множество Ь. 

Замечание. Обратная теорема очевидна (след¬ 
ствие б теоремы 5 из § 6). 

Теорема 29. Если Ь —бесконечное рекурсивно-пере¬ 
числимое множество в А 8 , то существуют такие обще¬ 
рекурсивные функции к у , ... , к а (типа Л 7 —>А), что 
отображение пространства А в А 8 , задаваемое функ-. 
циями к 1г ... , к $ , отображает взаимно-однозначно А 
на Ь (при «=1 это утверждение превращается в утвер¬ 
ждение предыдущей теоремы). 

Доказательство. Фиксируем какое-нибудь при¬ 
митивно-рекурсивное взаимно-однозначное соответствие 

*) Функция / типа А 8 —* N называется равнозначной, или одно¬ 
листной, если на разных кортежах (из А 8 ) она принимает разные 
Значения. 
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хМ между /V и /V 3 (такое соответствие существует по 
теореме 19 из § 4). Функции хМ, хМ, ... , х| 8] , х^ 1 , 
осуществляющие это соответствие, нам сейчас понадо¬ 
бятся. Образ множества Ь в N, задаваемый соответ¬ 
ствием хМ, т. е. множество 

хМ(хМ (і), Х [з](*), .... х? 1 (І)) 6 Ц, 

является бесконечным рекурсивно-перечислимым множе¬ 
ством (см. замечание 2 после теоремы 8 из § 5 или 
следствие 1 теоремы 5 из § 6). По теореме 28 у множе¬ 
ства хМ (Ь) существует однолистный обще-рекурсивный 
пересчет Тогда функции Н 1 (г)=х| 8] (^(К)) (г=1, ..., я) — 
будут взаимно-однозначно отображать N на Ь. Эти функ¬ 
ции будут обще-рекурсивными и, следовательно, иско- 
мыми. 

Замечание. Обратная теорема очевидна (следствие 5 
теоремы 5 из § 6). 

Любопытным «антиподом» к теореме 28 является 
. Теорема 30. Каждое непустое рекурсивно-перечи¬ 
слимое множество Ь в N. есть множество значений 
некоторой обще-рекурсивной функции (типа N —>А'), при¬ 
нимающей каждое свое значение бесконечное число раз. 

Доказательство. Если / — произвольный обще¬ 
рекурсивный пересчет множества Ь (теорема 23), а 
§ — произвольная обще-рекурсивная функция большого 
размаха (замечание 1 из п. 5 § 2, теорема 19 из § 4 и 
(1) из п. 1), то функция Н, определяемая равенством 

*(*) = /(*(*)). 

— искомая. 

Взаимно-однозначное соответствие между /Ѵ г и /V 3 
называется обще-рекурсивным, если оба задаваемых им 
отображения (7Ѵ 1 ' на іѴ 3 и 7Ѵ 3 на ІѴ Г ) обще-рекурсивны. 

Из следствия 2 теоремы 5 из § 6 и из теоремы 11 
вытекает 

Теорема 31. При обще-рекурсивном взаимно-одно¬ 
значном соответствии сохраняются реку рейв но-перени- 
слимость и обще- реку рейв ноетъ множеств (т. е. рекур¬ 
сивно-перечислимому множеству соответствует рекур¬ 
сивно-перечислимое, а обще-рекурсивному — обще-рекур¬ 
сивное). 
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Полезно фиксировать также следующую теорему, яв¬ 
ляющуюся тривиальным следствием теоремы 19 ид § 4: 

Теорема 32. Для любого положительного 8 суще¬ 
ствует обще-рекурсивное взаимно-однозначное соответ¬ 
ствие между N и ІѴ 8 . 

Замечание. Для любых двух обще-рекурсивных 
взаимно-однозначных соответствий между N и Й 5 суще¬ 
ствует обще-рекурсивная функция, дающая по числу, со¬ 
ответствующему какому-либо кортежу при первом соот¬ 
ветствии, число, соответствующее этому же ■. кортежу 
при втором соответствии. (Доказательство такое же, 
как в замечании на стр. 125.) Можно доказать даже, 
что для любых двух обще-рекурсивных отображений 
а и р натурального ряда N на пространство № суще¬ 
ствует обще-рекурсивная функция ф, дающая по всякому 
числу п такое число т, что а (я) =■ р (т). Действительно, 
если а осуществляется обще-рекурсивными функциями 

..а 8 , а р — обще-рекурсивными функциями 

р х .Р 4 , то можно положить, например, 

Ф (и) = (цт) [(Оі (п) = 0! (т)) & (<х 2 ( п) = р 2 (т))& ... & 

••• (и) = р 4 (т))]. 

Поскольку предикат, стоящий в квадратных скобках, 
обще-рекурсивен (на основании теорем 16 и 17 он есть 
конъюпкция результатов подстановки обще-рекурсивных 
функций а { , Р 4 в обще-рекурсивный предикат равенства), 
то и функция ф обще-рекурсивна (она частично-рекур¬ 
сивна по теореме 21 и, очевидно, всюду определена). 



§ 8. ФУНКЦИЯ, УНИВЕРСАЛЬНАЯ 
ДЛЯ ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫХ 
ФУНКЦИЙ 

В этом параграфе, в п. 2 (теорема 4) для каждого « 
строится обще-рекурсивная функция, содержащая в не¬ 
котором точно разъясняемом смысле все примитивно¬ 
рекурсивные функции от я аргументов. Построение ука¬ 
занной функции и в особенности доказательство ее обще- 
рекурсивности является довольно громоздким: построе¬ 
ние функции вместе с доказательством, что построенная 
функция — такая, какая нужно, занимает в общей слож¬ 
ности 31 страницу. К тому же доказательство обще-ре- 
курсивности требует специального аппарата, разраба¬ 
тываемого в п. 1. Зато в п. 3 из одного только факта 
существования построенной в п. 2 функции извлекается 
целый ряд примеров объектов (множеств, функций и ото¬ 
бражений), отдельные «характеристики» которых не при¬ 
митивно-рекурсивны: пример обще-рекурсивной, но не 
примитивно-рекурсивной функции; пример обще-рекур¬ 
сивного, но не примитивно-рекурсивного множества; при¬ 
мер всюду определенной функции с примитивно-ре¬ 
курсивным графиком, но не примитивно-рекурсивной; 
пример примитивно-рекурсивного отображения, обрат¬ 
ное отображение к которому не примитивно-рекурсив¬ 
но и т. п. 

Читатель, не располагающий достаточным временем, 
не слишком интересующийся или не желающий вникать 
в техническую сторону дела, может при желании, без 
ущерба для понимания дальнейшего, опустить весь п. 1 
и доказательство теоремы 4 в п. 2 (стр. 204 — 235), по¬ 
верив на слово в справедливость этой теоремы и пожи¬ 
ная ее плоды в п. 3. 
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1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ АППАРАТ 

Этот пункт носит вспомогательный характер для по¬ 
строения функции, указанной в заглавии параграфа. 
Сама универсальная функция будет определена и по¬ 
строена в п. 2. 

До сих пор для нас основными объектами, на кото¬ 
рых мы строили свою теорию, задавали функции, опре¬ 
деляли предикаты и т. п., были элементы множества №°, 
т. е. кортежи натуральных чисел всевозможной длины. 
Нам понадобятся при построений универсальной функ¬ 
ции не только кортежи натуральных чисел, но и кор¬ 
тежи кортежей. 

Определим индуктивно понятие объекта к- го ранга. 

Объектами нулевого ранга назовем натуральные числа, 
т. е. объекты множества ІѴ = {0, 1, 2, 3, ...}. 

Если х ѵ х 2 , ... , х 3 (з > 0) —объекты нулевого ранга, 

то выражение а = (ж 1 , . . х в ) мы будем называть 

объектом первого ранга. Число « называется длиной 

объекта. Объекты нулевого ранга х х . х 3 называются 

компонентами ( координатами ) объекта первого ранга а. 
Присоединим также к объектам первого ранга «несоб¬ 
ственный» пустой объект: (). Будем обозначать пустой 
объект первого ранга через А. Пустому объекту Л есте¬ 
ственно Приписать длину 0. Итак, объектами первого 
ранга являются один объект длины 0, а именно — пустой 
объект Л = ( ), объекты длины 1: (0), (1), (2), ... , т. е. 
элементы множества N 1 *), объекты длины 2: (0, 0), 

(0,1), (1,0), (0,2). т. е. элементы множества ГР 

и т. д. Короче говоря, объектами 1 ранга являются про¬ 
сто элементы множества ІѴ 30 . 

Хотя уже можно делать индуктивный переход, мы 
все-таки определим отдельно понятие объекта второго 
ранга. Если а 1( ... , а 8 (в > 0) — объекты первого ранга, 
то выражение (а х , ... , а,) называется объектом второго 
ранга длины з. Таким образом, объектами второго ранга 
(положительной длины) являются кортежи кортежей на¬ 
туральных чисел. 

*) Таким образом, мы различаем элементы множества N —на¬ 
туральные числа—0, 1,2,3... и элементы множества ІѴ 1 — <0>, 
<1>, <2>, <3>, ... (ср. замечание 1 после определения на стр. 136). 
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Пример, а = ((23), (0,1,0), (3, 3, 3, 3, 3))—объект 
второго ранга длины 3. 

К объектам второго ранга отнесем также пустой 
объект — ( ). Обозначать пустой объект второго ранга мы 
будем опять через Л и будем приписывать ему снова 
длину 0. 

Пусть уже определено понятие объекта к -го ранга, 
причем среди объектов к -го ранга имеется ровно один 
объект длины 0, пустой объект Л = ( ). 

Если йц а 2 . в, (5 > 0) — объекты /с-го ранга, 

то выражение (а 1( а 2 .а 8 ) называется объектом 

(А-|-1)-го ранга длины $. К объектам (&+1)-го ранга 
присоединим также, по определению, один объект длины 0, 
пустой объект К = {)*). 

Множество всех объектов /с-го ранга обозначим через 

Используя обозначения, введенные в п. 1 § 2, можно 
написать: 


где 



№° г = іѵ°° = у іѵ з =7ѵ°иіѵ і иіѵ 2 м..., 

«6ЛГ 


ІѴ° = {Л}. 

I) (ІѴ 00 ) 8 - (/V го ) 0 у (ІѴ 00 ) 1 у ... = (ЛГ)*, 


где 

(ЛГ)°-{Л}. 


*) Таким образом, у нас имеются объекты неопределенного 
ранга, или, лучше сказать, объекты, принадлежащие сразу ко 
многим рангам. Так, например, объект Л = < ) является объектом 
длины 0 любого ранга к: к 1. Объект < Л) = (< >> является объек¬ 
том длины 1 любого ранга /с:й> 2. Объект <Л, Л> = <Л, < >> = 
= << >, < >> является объектом длины 2 любого ранга к: к >2. 
Объект ((3), Л) = ((3>, < > является, конечно, обьектом вполне 

определенного ранга, а именно ранга 2. 

**) Фактически в п. 2 нам понадобятся только объекты пер¬ 
вого и второго ранга. Поэтому мы и определили отдельно понятие 
объекта второго ранга. Читатель при дальнейшем чтении пункта 1 
может иметь это в виду. 
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Вообще, 

лг к+1 = и (л то ° й ) 3 = (/ѵ оой ) о °. 

•ЕІѴ 

^ ^'1 

В терминах п. 1 § 2 №° есть просто совокупность 

к 

всех кортежей над №° , поскольку объект (к + 1 )-го 
ранга —это кортеж над'множеством объектов к-то ранга. 

Очевидно, что множество ІѴ°° объектов А-го ранга — 
счетное. 

Обозначим через еМ произвольное взаимно-однознач¬ 
ное отображение множества N на множество объектов 

А-го ранга ІѴ^ (к — 1 , 2 , 3, ...). 

Докажем существование отображений е [ П, е^ 2 !, е^ 3 !, ... 

..., еМ, ..., обладающих некоторыми специальными 
свойствами. Условимся раз навсегда, что при всех ото¬ 
бражениях еИ, которые мы будем рассматривать, числу О 
мы будем ставить в соответствие пустой объект Л. 

В п. 6 § 4, когда мы строили некоторые специальные 
отображения е [1 1 множества N па множество ІѴ°°, мы 
естественным образом ввели в рассмотрение две фупкции: 
функцию і) 1 ’, дающую но положительному номеру *) I дли¬ 
ну я соответствующего объекта первого ранга а, и функ¬ 
цию і 2 2) , дающую по номеру I {I > 0 ) и числу і (1 < і < 8 ) 
і-ю компоненту объекта а. Построение некоторого ото¬ 
бражения е [1 ], но существу, сводилось к заданию функ¬ 
ций 4 , і 2 . Функциями 4 , і 2 отображение еПІ вполне 
определялось. 

Оказывается, исходя из любого отображения еЮ или, 
что то же самое, функций 4 , і 2 , его осуществляющих, 
можно построить такую цепочку отображений е 1 2 1 , е^, 
еНЗ, ..., которая будет осуществляться в смысле, точно 
поясняемом ниже, теми же функциями 4 , і 2 . Л именно: 
для любого к: к > 2 функция 4 по (положительному) 

*) Если задано некоторое частичное отображение натурального 
ряда N на множество М и числу N при этом частичном ото¬ 
бражении соответствует элемент а ^ М, условимся число п пазывать 
номером элемента а (относительно рассматриваемого частичного 
отображения). Само частичное отображение натурального ряда N 
на множество М называется нумерацией множества М. Ниже (§ 11) 
мы специально будем изучать понятие нумерации. 

13 в. А. Успенский 
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і будет давать длину « объекта к-го ранга (I), 
а функция і 2 по і(і> 0 ) и і( 1 <і<«) будет давать 
номер — относительно отображения еІ й — — і-й компоненты 
объекта еИ (<). 

Если, для простоты изложения, обозначить через еС°] 
тождественное отображение N на себя, то и при к = 1 
можно будет говорить, что і 2 (і, і) равно номеру—отно¬ 
сительно еС°] — і-й компоненты объекта е [1 ] (і) (ведь для 
такого еС°]: е^ 0 ] ( I ) = I). 

Теперь может быть сформулирована 
Теорема 1. Для любого отображения еЧ], осуще¬ 
ствляемого функциями 4 , і 2 , существуют такие отобра¬ 
жения е^ 2 ], е^ 3 ], .... еМ, ..., что для любого 

к : к > 1 функция 4 по 1(1> 0 ) будет давать длину в 
объекта еМ(і), а функция і 2 по і (і > 0 ) и і( 1 <і<«) 
будет давать номер — относительно отображения — 
і-й компоненты объекта еИ(і). 

1) Хотя мы сразу могли бы сделать индуктивный 
переход (базис индукции — отображение еС 1 ] —у нас есть), 
мы все-таки построим отдельно отображение еС 2 ^ *). 

Возьмем произвольное положительное Найдем 

сначала объект первого ранга еП](г), соответствующий 
числу I по отображению Такой объект первого ранга 
найдется однозначно. А именно: если 4 (() = «и і 2 ( I , і) = 
= п і (1<і<«), то еС 1 ](і) = (/г 1 , тг 2 , ..., п г ). Для каждого 
( 1 <і<«) найдем — опять вполне однозначно — объект 
первого ранга еП] ( 74 ), соответствующий числу п і по 
Из этих объектов первого ранга составим объект второго 
ранга. Этот-то объект второго ранга мы и поставим в соот¬ 
ветствие числу і. Таким образом, 

е Г 21 (г) = ( е [і]( Пі ) ; .... еЧ](п й )) 

где п { = 1 2 (і, і), а в = 4 ( I ). Очевидно, что каждому положи¬ 
тельному I будет поставлен в соответствие таким способом 
один вполне определенный объект второго ранга и разным 
І 6 -/Ѵ будут поставлены в соответствие разные объекты. 
Каждый непустой объект второго ранга будет при этом 
поставлен в соответствие некоторому положительному I. 
А именно: пусть а = (а 1г ..., а 8 ) (в > 0) — объект 


*) См. сноску **) на стр. 192. 
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второго ранга. Найдем числа . . п а , соответствующие 

объектам первого ранга а 1( .... а 8 по отображению 
Затем найдем число I, соответствующее — по еО]—объекту 
первого ранга ( 74 , п а ). Очевидно, что взятый нами 
произвольный непустой объект второго ранга а как раз 
и соответствует этому I (см. рис. 14). 

і 


еО] (I) — (И^, П 2 , • • •, п $ ) — (і 2 1 )» 1 2 (^> 2 ), • • • , 1 2 {рг 1 1 ( 0 )) 

| еЕ1] 

е [2] (<) = (%, а 2 , . ..,а в ) = (еО]( Иі ), еО](п 8 ), ..., еѴЦп,)) = 

= (вШ (і 2 ( і, 1 )), ..., еП] (і 2 {I, (*)))> 

Рис. 14. 

Из построения видно, что і х (I) равно длине объекта 

(I), а і 2 (I, і) равно номеру — относительно еП] — і-й 
компоненты объекта е№(1). 

2) Пусть уже построены требуемые отображения 

е[ 2 ], е СЗ].еИ (к >2). Построим отображение 

еРЧ-і]. Возьмем произвольное положительное Найдем 
сначала объект первого ранга еСЭ(г), соответствующий 
числу I по отображению еО]. Такой объект первого ранга 
пайдется однозначно. А именно: если 4 (() = «и і 2 ( I, і) = 
= (1<і<$), то еВ](/) = (и 1 , п 2 , ...,п 3 ). Для каждого 

тг 4 ( 1 <г<$) найдем — опять-таки однозначно, ввиду 
взаимно-однозначности еМ — объект к - го ранга еИ(п 4 ), 
соответствующий числу п і по еР‘1. Из этих объектов к -го 
ранга составим объект (А:+1)-го ранга. Этот-то объект 
(& 4 - 1 )-го ранга мы и поставим в соответствие числу I. 
Таким образом, 

еРН-Э (I) ~ (еМ (пі), ..., (« 3 )>, 

где п і = і 2 (1, і), а 5—^(1). Очевидно, что каждому поло¬ 
жительному I будет поставлен в соответствие таким спо¬ 
собом один вполне определенный объект (/с-)- 1 )-го ранга 
и разным 1- (; N будут поставлены в соответствие разные 

13* 
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объекты. Каждый непустой объект (к 1)-го ранга будет 
при этом поставлен в соответствие некоторому положи¬ 
тельному і. А именно: пусть а = (а 1 .а х ) ($>0) — 

объект (&+1)-го ранга. Найдем числа п ѵ п 2 , .... п г , 
соответствующие объектам к- го ранга а!, а 2 , ..., а 8 
по отображению Затем найдем число I, соответству¬ 
ющее—по е^] —объекту первого ранга (га 1 , п 2 , ..., п 8 ). 
Очевидпо, что взятый нами произвольный непустой объект 
(& + 1 )-го ранга а как раз и соответствует этому I (см. 
рис. 15). 

\* а 

еСП (/) = ( 74 , и 2 . п г ) = (і 2 ( 1 , 1 ), і 2 ( 1 , 2 ), ..., і 2 (і, 4 ( 0 )) 

і е [ Ч 

е [Л + 1] (0 = (“і. «г.а 8 > = (е [ ' {] Ы, (п 2 ), ..., еИ (п 8 )) = 

= <е [Ч (і.(М)).вМ(і 2 (*. 4 (*)))> 

Рис. 15. 

Из построепия видно также, что 4 (і) равно длине 
объекта а 1 равно номеру — относительно 

еМ — і-й компоненты объекта е 1 ^ (/). 

Итак, исходя из отображения еСЗ, мы построили такие 
отображения е^ 2 1 , .... е^ _ 1 1 , еМ, ..., что вся цепочка 

еі‘ 1 , еС 2 1 .... удовлетворяет требованиям теоремы. 

Теорема 1 доказана. 

Про функции 4 , і 2 и отображения еСЧ ( г&\ ..., 
связанные между собой так, как сказано в формулировке 
теоремы 1 , мы условимся говорить, что цепочка отображе¬ 
ний ... определяется функциями 4 , і 2 . 

Следствие 1. Существует цепочка отображепий 
еСП ( еС 2 1 , ..., определяемая частично-рекурсивными 
функциями 4 , і 2 . (См. теорему 21 из § 4 и следствие 2 
теоремы 7 из § 6 .) 

Следствие 2. Существует цепочка отображений 
еСП і еИ, ..., определяемая такими частично-рекур¬ 
сивными функциями 4 , і 2 , что 

4 (С 0 <* (і> 0, 1 < і< 4 (())■ 
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(См. теорему 22 из § 4 и следствие 2 теоремы 
7 из § 6 .) 

Фиксируем до конца пункта произвольную цепочку 
отображений еПІ, е^, ..., определяющуюся частично- 
рекурсивными функциями і г , і 2 . 

Назовем множество Ь объектов к- го ранга рекурсивно- 
перечислимым, если рекурсивно-перечислимо множество 
| Ь | номеров (относительно еМ) объектов из I в смысле 
определения рекурсивно-перечислимого множества на 
стр. 136 и замечания 1 после него. 

Требует проверки одна деталь. Мы уже в § 5 имели 
определение рекурсивно-неречислимого множества в №. 
Встает вопрос: если множество Ь в № рекурсивно¬ 
перечислимо в смысле определения на стр. 136, будет 
ли оно рекурсивно-перечислимо, если его рассматри¬ 
вать как множество объектов первого ранга, т. е. 
будет ли рекурсивно-перечислимым множество | Ь | номе¬ 
ров объектов из Ь ? И обратпый вопрос: если множество Ь 
объектов первого ранга длины я (другими словами, І/С №) 
рекурсивно-перечислимо, т. е. рекурсивно-перечислимо 
множество | Ь | номеров объектов из Ь, будет ли множе¬ 
ство Ь рекурсивно-перечислимым в смысле старого опре¬ 
деления? 

Теорема 2. Множество Ь в № рекурсивно-пере¬ 
числимо (в смысле определения на стр. 136) тогда 
и только тогда, когда рекурсивно-перечислимо множе¬ 
ство | Ь | номеров объектов из Ь. 

Доказательство. 1) Необходимость («только 
тогда»). Пусть Ь — рекурсивно-перечислимое множество 
в №. Исследуем множество \Ь\ номеров объектов из Ь. 
Легко видеть, что 

[<€|ЬЦ — {[4 (0 = я] <$ [<і 2 (I, 1 ), і 2 (/, 2 ). . (і, я)) 6 Ц). 

Предикат „(а^, ..., х а ) { Ь“ рекурсивно-перечислим. Функ¬ 
ции 4 , і 2 частичпо-рекурсивиы. Из теоремы 12 из § 5, 
теоремы 6 из § б и теоремы ^4 из § 5 следует рекурсивно- 
перечислимость предиката „1$ | Ь |“, а значит, и множе¬ 
ства Ь. 

2) Д о ст а т очно с ть («тогда»). Пусть Ь — множе¬ 
ство в № и \Ь\ — множество номеров объектов из Ь. 
И пусть | Ь | — рекурсивно-перечислимое множество в N. 
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Тогда существует частично-рекурсивная функция / типа 
ІѴ— »'А Г , порождающая \Ь \ (теорема 10 из § 6 ). Частично¬ 
рекурсивные функции 

У = Ч (/ (0, 1). У = Ч (/ ( і )> 2 ). У = Ч (/ (0> *) 

задают частично-рекурсивное отображение N в ІѴ*. Оче¬ 
видно, Ь является множеством значений этого частично¬ 
рекурсивного отображения. По следствию 5 теоремы 5 
из § 6 Ь рекурсивно-перечислимо. 

У читателя может возникнуть еще один вопрос. А если 
взять цепочку отображений еП], е^, определяющуюся 
некоторыми другими частично-рекурсивными функциями 
І і> Ч> будет ли рекурсивно-перечислимость относительно 
одной цепочки отображений соответствовать рекурсивно- 
перечислимости относительно другой цепочки отображе¬ 
ний? Нетрудно показать, что так и будет. Мы не будем 
этого строго доказывать, так как нам это не понадобится. 
Фактически, в п. 2, при построении универсальной функ¬ 
ции нам понадобится одна фиксированная цепочка ото¬ 
бражений. 

Используя интуитивный аналог понятия «рекурсивно-пере¬ 
числимое множество»—понятие перечислимого множества, покажем 
«на пальцах» идею доказательства. Пусть мы имеем две це.почки 
отображений, определяющихся каждая своей парой частично- 
рекурсивпых функций. Пусть Ь —множество объектов А-го ранга, 
рекурсивно-перечислимое относительно одпой цепочки отображе¬ 
ний. Это означает, что множество | Ь |, номеров относительно 
из этой цепочки рекурсивно-перечислимо. «Докажем», что множе¬ 
ство | Ь | 2 номеров относительно из второй цепочки тоже 

рекурсивно-перечислимо. На интуитивном уровне, на котором мы 
сейчас ведом рассуждение, это означает, что из способа перечисле- 
пия множества | Ь |, нужно получить способ перечисления множе¬ 
ства | Ь | 2 . Алгоритм перечисления элементов ив | Ь | 2 следующий. 
Запустим алгоритм перечисления элементов из Получив 

какое-нибудь л 1 е|^!і, найдем (функции, определяющие обе 
цепочки, предполагались частично-рекурсивными и, значит, интуи¬ 
тивно-вычислимыми) соответствующий объект к -го ранга а, а Е Ь. 
Как найти в | Ь .| 2 такое л 2 , которому бы соответствовал тот же п? 
Будем подряд (для чисел 0, 1, 2, 3 ..) паходить соответствующие 
(относительно из второй цепочки) объекты к- го ранга, пока 
но дойдем до а. То п, на котором мы дойдем до а, и будет иско¬ 
мым л 2 . Таким образом, по п 1 $ I Ь |і мы найдем соответствующее 
га 2 б | і і 2 . Перечисляя один за другим номера из | Ь\ 1г мы после¬ 
довательно перечислим и | Ь | 2 . 
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Теорема 3. Если Ь — рекурсивно-перечислимое мно¬ 
жество объектов к-го ранга, то и множество V й объек- 
тов (к + і)-го ранга рекурсивно-перечислимо*). 
Доказательство 

(Ѵі) [і 2 (I, * +1) 61Ь| ]. 

і<ц(0—і 

Из теоремы б из § 6 и теоремы 16 из § 5 следует рокур- 
сивно-перечислимость предиката „I 6 | Ь°° |“, а, значит, 
и множества |Ь°°І, а, следовательно, и множества Ь°°. 

Кроме объектов к-ѵо ранга, нам понадобится еще 
рассматривать пары вида (а, Ь), где а —объект р-го 
ранга, а Ь —объект ?-го ранга. Множество всевозможных 
таких пар (при фиксированных р ид) является внешним 

произведением [ІѴ 00 ^ **). Возьмем какой-нибудь эле¬ 

мент (а, Ь) из [./Ѵ 00 , ІѴ 00 ]. Объекту р-го ранга а по еМ 
соответствует взаимно-однозначно некоторый номер п а . 
Объекту </-го ранга Ь по е м соответствует также взаимно¬ 
однозначно некоторый номер щ. Таким образом, эле- 

Р Я 

ментам (а, Ь) из [ІѴ 00 , ІѴ 00 ] взаимно-однозначно соот¬ 
ветствуют пары ( п а , «ь) 03 ^У 2 - Назовем подмножество Ь 

множества [ІѴ 30 , №° 9 ] рекурсивно-перечислимым, если 
соответствующее множество |Ь| «пар номеров» рекур¬ 
сивно-перечислимо (в смысле ли старого определения, 
в смысле ли нового — из теоремы 2 следует, что это все 
равно). 

Предикат Р на [№° , ІУ 309 ] назовем рекурсивно-пере¬ 
числимым, если рекурсивнотперечислимо его множество 

истинности Рсг[іУ°° Р , ІѴ 009 ]. 

Пусть Р — предикат на [ІУ°° Й+1 , ІУ 00 *], а В —множество 

к 

в №° . Множество Ь называется замкнутым относительно 


*) В соответствии с общим определением (§ 2, п. 1), под Ь°° 
понимается множество всевозможных объектов (А4-1)-го ранга, 
построенных из объектов к -го ранга, входящих в Ь. 

2 1 

**) Фактически нам понадобится в п. 2 только [/V , ІѴ ). 
(См. сноску **) на стр 192.) 
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предиката Р, если, каковы бы ни были объект (& + 1)-го 
ранга а и объект Л>го ранга Р, из а 6 Ь°° и Р (а, Р) = и 
следует, что РбЬ. 

Очевидно, например, что само множество ІѴ°° Й замк¬ 
нуто относительно любого предиката на [ІѴ°° +1 , №° ]. 

Возьмем, наконёц, некоторое множество М в 7Ѵ°° 
и предикат Р на [7Ѵ°°^ *, ]. Рассмотрим всевозможные 

множества Ь в А ' 00 , удовлетворяющие двум условиям: 

1) Ь^М и 2) Ь замкнуто относительно предиката Р.‘( 1) 

Класс таких множеств не пуст, так как, например, 

множество 7Ѵ°° удовлетворяет обоим условиям. Пере¬ 
сечение всех множеств, удовлетворяющих условиям ( 1 ), 
обозначим через Ам, р- Очевидно, что Ам.р также удов¬ 
летворяет условиям ( 1 ) и что А м , р — «наименьшее» из 
множеств, удовлетворяющих условиям ( 1 ) (если множе¬ 
ство Ь удовлетворяет условиям (1), то А м _рС:Ь), Мно¬ 
жество Ам, р естественно назвать замыканием множе¬ 
ства М относительно предиката Р, 

Теперь, наконец, может быть сформулирована основ¬ 
ная лемма, ради которой мы вводили все определения. 

Основная лемма. Если М — рекурсивно-пере- 

к 

числимое множество в №° и Р — рекурсивно-перечисли¬ 
мый предикат на [7Ѵ°° Й+1 , Л^ 00 *], то А м ,р — рекурсивно¬ 
перечислимое множество в 7Ѵ°° . (Короче: замыкание 
рекурсивно-перечислимого множества относительно ре¬ 
курсивно-перечислимого предиката рекурсивно-перечи¬ 
слимо.) 

Доказательство. 1) Объект (&+1)-го ранга 

а = (а 15 а 2 . а 8 ) назовем правильным (относительно 

М и Р), если для любой его компоненты а і либо 1) а ; С М, 
либо 2) можно найти такие ]\,}\, • • •, І ц , меньшие, чем і, что 

Р((а^, а ,' 2 . су), а ; ) = и. Обозначим через #множе<;тво 

объектов /с-го ранга, каждый из которых является ком¬ 
понентой в каком-нибудь правильном объекте (&+ 1 )-го 
ранга. Докажем, что Ам.р —В. 

Напомним, что Ам.р— это пересечение всех множеств 

осЛ 

в N , содержащих множество М и замкнутых относи- 
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тельно предиката Р. Докажем, что В также обладает 
этими двумя свойствами. Отсюда будет следовать, что 
Ац.рЧіВ. Очевидно, что В~зМ, так как любой элемент 
а из М является компонентой, например, в правильном 
объекте (/с + 1)-го ранга (а). Докажем, что множе¬ 
ство В замкнуто относительно предиката Р. Пусть 
а=(а д , .... а 3 )6 В™, т. е. щ€В (і = 1 , 2 , ..., в), 

и Р (а, Р) = и. Докажем, что Р ^В. Каждое аЗначит, 
каждое а і является компонентой некоторого правильного 
объекта (&+1)-го ранга (у и , у і2 .а 4 ) (без ограниче¬ 

ния общности можно, конечно, считать, что правильный 
объект (к 1)-го ранга, содержащий в качестве компо¬ 
ненты а іг оканчивается именно объектом а { ). Тогда 

(ѴіІ» Ѵі2> • • • > ®1» Ѵгі» Ѵ22> * • • » ®2> • • • > Ѵзі. Ѵз2> • • ■ » ®3’Р) 
правильный объект (к + 1)-то ранга, содержащий в каче¬ 
стве компоненты р. Следовательно, Р 6 В. Значит, В зам¬ 
кнуто относительно предиката Р. Итак, В~-ЗАм,р. 

Докажем обратное «включение». Возьмем произволь¬ 
ный объект к -го ранга а из В и произвольное множе¬ 
ство Ь, удовлетворяющее условиям (1). Докажем, что а^Ь. 
Отсюда будет следовать, что а 6 4м, р, т. е. что Вс^А Мі р. 
Так как а 6 В, а является компонентой некоторого пра¬ 
вильного объекта (/с+1)-го ранга а = (р 1( Р 2 .а). 

Докажем по индукции, что все компоненты объекта а 
принадлежат к Ь. Из определения правильного объекта 
ясно, что начинаться он может только с элементов из М. 
Следовательно, р д С М. Мег Ь. Значит, р х Р Ь. Пусть 
теперь Рі. Рг> • • • > Р( 6 В- Докажем, что р 1+1 рЬ. По опре¬ 
делению правильного объекта либо Р І+1 ^М, либо из 
предыдущих компонент, т. е. из Р д , р 2 , ..., Р, можно 
составить такой объект (к + 1)-го ранга 6, что Р (Ь, Р (+1 ) = и. 
Есди Р (+1 ^М, то Р (+1 6Ь. Если же имеет место второй 
случай, то пз предположения индукции следует, что Ь 6 Е°°. 
А тогда из замкнутости множества Ь относительно пре¬ 
диката}/ 3 следует, что Р (+1 6-Ь. Итак, А М<Р = В. 

2) до сих пор мы не пользовались рекурсивно-перечис- 
лимог/ью М и Р. Докажем теперь, что множество В 
рекуриивно-перечислимо. 

Введем предикат на N :(?(ѵ) = и, если о —номер 
(относительно е^+С) какого-нибудь правильного объекта 
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(& + 1)-го ранга. Докажем рекурсивно-перечислимость 
предиката (). Пусть () ( ѵ ) = и. Тогда ѵ служит номером 
некоторого правильного объекта (к + 1)-го ранга 

а = (а 1 .а 3 ). Для любой компоненты а 4 либоі) а 4 €.М, 

а тогда і 2 (у, г) € | М |, либо 2) существует такой объект 

(А + 1)-го ранга Ъ = (Р х . Р ( ), что каждое Р р есть 

некоторое а д с ^ < і и Р (6, а 4 ) = и. На «язык номеров» 
этот второй случай переводится так: существует такое и 
(номер объекта Ь), что для каждого /, не превосходя¬ 
щего (и), число і 2 (и, /) равно некоторому і 2 ( ѵ , А) при 

А < і и (и, 4 (ѵ, і)) € | /*|. Следовательно, 

<Пѵ)ъ (Ѵі) {[і,(о,г + 1)€|М|]Ѵ 

(ю )-1 

Ѵ(3и) (V/) (3 А) ([і 2 (и, / + 1) = 

(и )-1 

= 4 ( ѵ . А)] <5 [А < і +1] & [(и, 1 2 (у, і + 1)) 6 | р |])}. 

Из рекурсивно-перечислимости М ш Р, т. е. множества 

гомеров \М\ и множества пар номеров |.Р|, и теорем 
12 из § 5, 6 из § 6, 14 из § 5, 13 из § 5, 16 из § 5 
следует рекурсивно-перечислимость предиката 

А теперь легко уже доказать рекурсивно-перечисли¬ 
мость множества В , т. е. рекурсивно-перечислимость 
л ножества | В\. Ведь объект А-г о ранга а тогда 
и только тогда принадлежит к В, когда существует 
правильный объект (А-(-І)-го ранга а, компонентой кото¬ 
рого а является. Другими словами, п С | В | тогда и только 
тогда, когда существует такое ѵ, что <2 (у) = и и для 
некоторого і і 2 ( ѵ , і) = п: 

[п € | В |] ~ (Э о) [<? (о) <5 (3 і) (і, ( ѵ , і) = и)]. 

Из рекурсивно-перечислимости предиката @ и теорем 
12 из § 5, 6 из § 6, 13 из § 5, 14 из § 5 следует рекур¬ 
сивно-перечислимость предиката „л(||В|“, а, значит, 
и множества | В |, а следовательно, и множества В. 

3) Множество В рекурсивно-перечислимо. А м ,р = В. 
Значит, и множество А Мі Р рекурсивно-перечислимо. 
Основная лемма доказана. 
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2. УНИВЕРСАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 

Определение. Функция типа Н‘ +І -*Я 

называется универсальной для данного класса функций 
типа № ~>N, если для любой функции /(•) из этого 
класса существует такое число п, что для всех {х г , х е ) 
справедливо равенство 

Н х і . Х в )=Р(п,Х 1 , .... X,). (1) 

Число п, для которого выполняется равенство (1), назы¬ 
вается при этом номером функции / относительно нуме¬ 
рации, задаваемой функцией Р, пли, короче, относитель¬ 
но функции Р *). 

Через ЗР мы обозначили класс всех примитивно¬ 
рекурсивных функций. Обозначим через е/РМ класс всех 
примитивно-рекурсивных функций от 5 аргументов 
(5 = 0, 1, 2, ...). Таким образом, 

0 <#? (в) . (2) 

8=0 

В этом пункте мы для каждого 5 построим функцию 
Ф (8+1) , универсальную для класса <РР (в) . 


*) Часто встречается другое понятие универсальной функции. 
Именно, функция У 1в+1 > называется универсальной (в новом смыс¬ 
ле) для данного класса функций типа А 8 —> А, если, во-первых, 
она универсальна в смысле только что сделанного определения и, 
во-вторых, для любого п функция / <8) , определяемая равенством 

/(ж 1 . Хі) = Р{п, х х , ..., ж й ), 

принадлежит к рассматриваемому классу. 

(ІІодчоркном, что термин «универсальная функция» употреб¬ 
ляется в нашой книге в совершенно другом смысле, чем в рабо¬ 
тах А. А. Маркова [1947, 1949] и на стр. 191 русского издания 
книги Р. Нетер [1951] и стр. 258 русского издания книги 
С. К. Клини [1952], где говорится оо этих работах. Именно, 
А. А. Марков называет функцию <р типа А —> А универсальной 
для числа *, если она примитивно-рекурсивна и для всякой 
общо-рекурсивной функции / типа А 8 —» А найдется такая прими¬ 
тивно-рекурсивная функция т тина А 8+1 —*А, что 1(х г , ..., х я ) = 
= Ф ((р/) [т (х г , ..I) =0]). Наше употребление термина «уни¬ 
версальная функция» совпадает с употреблением, встречающимся, 
например, у А. Н. Колмогорова [1954].) 
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Сам факт существования функции, универсальной для 
класса очевиден. Действительно, функций в 

счетное множество (следствие 1 теоремы 2 из § 4). 
Значит, существует отображение N на нумерующее 

(может быть, с повторениями: одна функция из может 
оказаться образом нескольких чисел из N, может иметь 
несколько номеров) функции из Возьмем какое- 

нибудь отображение-нумерацию. Определим теперь, 
используя эту нумерацию, функцию Ф (8+1) следующим 
образом: Ф(н 0 , х ѵ ..., х $ ) равно значению функции 
с номером п 0 (относительно фиксированной нами нуме¬ 
рации функций из на кортеже (ж 1( .... х 3 ). Так 

определенная функция Ф (8+1) тривиальным образом 
является универсальной для функций из . Но так 
неэффективно (существует (!) отображение, возьмем 
какое-нибудь отображение) построенная функция нас 
не устроит ввиду того, что такое построение не позво¬ 
ляет получить содержательных следствий. 

Теорема 4. Для любого $> 0 существует обще- 
рекурсивная функция Ф (8+1) , универсальная для клас¬ 
са примитивно-рекурсивных функций от з аргу¬ 

ментов*). 

Замечание 1. Для класса универсальной 

обще-рекурсивной функцией является функция І'Д. 

Замечание 2. Мы построим сразу, одновременно 
универсальные обще-рекурсивные функции для всех 
классов (5 = 0, 1, 2, 3, ...). 

Доказательство. Доказательство будет длинным. 
Мы расчленим его на отдельные этапы**). Основных 
этапов будет три: 0. Предварительные замечания (стр. 205); 

1. Построение универсальных функций (стр. 205 — 213); 

2. Доказательство обще-рекурсивности построенных функ¬ 
ций (стр. 213 — 235). 

*)Эта теорема в первые была доказана Р. Петер ([1935], 
§ 2 и [1957], § 11, пп. 3—7). Проводимое ниже построение уни¬ 
версальной функции следует в осповных чертах построению 
Р. Нетер. 

**) Подробный план доказательства приведен после ого завер¬ 
шения па стр. 235. 
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0. Предварительные замечания 

Фиксируем какие-нибудь отображения е^ 2 3, 

определяемые (в смысле п. 1) такими частично-рекур¬ 
сивными і х> і 2 , что 

і 2 (*> 0 < 1 Д ля 1 > 0 и і : 1 < і (3) 

Такие отображения существуют по следствию 2 из тео¬ 
ремы 1. Эти отображения е^, е^ 2 ] и функции і 1( і 2 нам 
будут нужны на всех этапах доказательства. 

1. Построение универсальных функций 

Этот этап расчленяется в свою очередь на четыре 
следующих этапа: 1. 0. Описание таблицы (стр. 205 — 206); 
1.1. Заполнение таблицы (стр. 206 — 211); 1.2. Доказатель¬ 
ство «универсальности» заполненой таблицы (стр. 211 — 
212); 1.3. Построение функций ф (8+,) (стр. 212 — 213). 

1.0. Описание таблицы 

Прежде всего построим некоторые конкретные отобра¬ 
жения натурального ряда N на каждый из классов 

Составим таблицу с двумя входами, в которой на 
пересечении «-го столбца и п -й строки поместим символ 
(«, л = 0, 1, 2, ...; см. табл. 1). Каждому символу 
мы поставим в соответствие некоторую нримитивно- 
рекурсивную функцию из <Л (3) так, что в 8-м столбце 
окажутся все функции из Тем самым в 8-м столбце 

мы получим отображение N на Взаимно-однозпач- 

ности соответствия между функциями из <Л^ и симво¬ 
лами Д 8 > (п— 0, 1, 2, ...) мы добиваться при этом не 
собираемся: каждому символу /М мы поставим в соот¬ 
ветствие одпу, вполне определенную функцию из <Л (5 \ 
и каждой функции из М® будет соответствовать хотя 
бы один символ в 8-м столбце, но разным символам 8-го 
столбца будет очень часто соответствовать одна и та же 
функция из <ЯГ (з) . Пересчет функций из Ш будет «с повто¬ 
рениями». 
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Таблица 1 
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ГГ 
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гг 
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ГГ 

ГГ 

гг 


/Р 


• 







п 

ГГ 

/п' 


Ш 

/(О 
>п 


• 



ш 

Ш 




1.1. Заполнение таблицы 

Представим себе, что у нас таблица еще пустая (см. 
табл.2), а рядом сложены символы/^> («, п = 0,1, 2,...). Мы 
должны «заполнить» таблицу, вписать в каждую клетку 
таблицы соответствующий символ Д 8 >, но только после то¬ 
го, как мы поставим ему (символу в соответствие не¬ 
которую функцию из Итак, начнем ставить в соответ¬ 
ствие символам /<*> функции из и заполнять таблицу. 

1.1.0. Введение предикатов УѴ 
Определим па ІѴ 2 четыре предиката: УѴ 1г \Ѵ 2 , УѴ 3 , УѴ 4 . 
И"і(/г, в)~[/г<в + 1], (4) 

\Ѵ 2 (п, в)~[л>в+1](5[і 2 (п, 1) = 0]<Х[і 1 (л) >4], (5) 
\Ѵ 3 ( п , в) ~ [п > « +1] <5 

с$[і 2 (п, 1) = 1](5[1 1 (п)>3](5[®>1], (6) 
\Ѵ 4 (п, з) ~ \Ѵ 4 (п, з) & \Ѵ 2 (п, з) <5 \Ѵ 3 (п, з) . (7) 
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Таблица 2 



Легко видеть, что для любых п и я истинен один 
и только один из этих четырех предикатов. 

Например, если \Ѵ 2 ( п , я) = и, то і 2 ( п , 1) = 0 и, значит, 
\Ѵ 8 ( п , я) = л (именно для этого и введены соответст¬ 
вующие конъюнктивные члены в определения предика¬ 
тов ]Ѵ 2 , \Ѵ 3 ). 


1.1.1. Случай И 7 * 

Заполним на первом шаге клетки таблицы, соот¬ 
ветствующие \Ѵ 1г т. е. те клетки, для которых 
я ^ я -{- 1. « 

Если я = 0 (а тогда при любом я \Ѵ г (0, я) = и), 
положим 

/[, в) = 0 (в) . (8) 

Если 1<га<я (а тогда (п, я) = г*), положим 

= 


( 9 ) 
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Если /г = 5 + 1 (а тогда \Ѵ г (п, з) = и) и 5>1, положим 

# ) = /& = Ч' ) - (10) 

И, наконец, при 5 = 0 и п — 1 (1, 0) = и), положим 

Л 8) = / ( і 0) = 1 (0) . (И) 

Условиями (8) —(11) часть таблицы, соответствующая 

И+ заполнилась. Таблица приняла вид, изображенный 
на табл. 3 или табл. 4. 


Таблица 3 



Из функций, уже попавших в таблицу, при помощи 
операций регулярной подстановки и примитивной ре¬ 
курсии можно получить любую примитивно-рекурсивную 
функцию (см. определение примитивно-рекурсивной функ¬ 
ции на стр. 89). 

Продолжим заполнение таблицы. Заполнять таблицу 
мы дальше будем индуктивно, образуя каждый раз 
функцию из выше лежащих функций, т. е. из уже 
имеющихся в таблице. 
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■Таблица 4 
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0 
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0 

0(0) 

0(П 

0(2) 

0(3) 

0<1) 


1 

1 < 0 > 

Л 1 ’ 

/<, г> 

у(3) 



2 


Яі и 

л 2 > 

/^з> 

Л 4> 


3 



яі 2) 


п» 


4 




к[ 3> 

л 4 > 


• 



1 

1 


1.1.2. Случай ]Ѵ 2 


Если ѴѴ г (п, $) = и, то фупкцшо, соответствующую 
такому /И, мы построим с помощью операции регуляр¬ 
ной подстановки из функций выше лежащих рядов. 

Возьмем объект первого ранга, соответствующий — по 
фиксированному нами отображению — рассматривае¬ 
мому нами числу п. Этот объект по определению пре¬ 
диката \Ѵ 2 имеет вид: 

е [1] ( п ) = (0, Ь 0 , Ъ ѵ .... Ъ к ,й), где к> 1. (12) 

Так как \У 2 ( п , з) = и, п > 0. По (3) 

Ъ { = і 2 (п, і + 2) < п {і = 0, 1, ..., к). (13) 

Положим 


...,а: 8 ) = /^(/^(а: 1 ,'... 1 }^(х 1г ...,*,)). (14) 


Так как < п (г = 0, 1, ..., к), все функции / ь . нахо¬ 
дятся в таблице выше функции / п и, значит, но индук- 

14 в. А. Успенский 
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тивному предположению, уже попали в таблицу. По¬ 
скольку к > 1 , регулярная подстановка в функцию 
/(*> возможна. Роль последней компоненты й, т. е. 

условия 4 ( п) >4, в определении предиката 1У 2 будет 
выяснена позднее. 

Заметим, что в рассматриваемом случае (ТУ 2 ( п , $) = и) 
и в наших обозначениях (см. ( 12 )) 

4 (ц) = к + 3 или к = 4 (н) — 3. (15) 

1.1.3. Случай \Ѵ а 

Если \Ѵ а {п, я) = и, то функцию, соответствующую 
такому /^» мы получим при помощи операций примитив¬ 
ной рекурсии из функций вышележащих рядов. 

Объект первого ранга, соответствующий — по е*^ — 
рассматриваемому п, на этот раз, согласно определению 
предиката ]Ѵ 8 , можно записать в виде 

е С1] (п) = ( 1 , с і, с 2 , 4 . 4 ), где к>0. (16) 

В частности, объект 8 ^ 1 ] (п) может иметь вид (1, с 2 с 2 ) 
(к = 0). Так как ]Ѵ а (п, з) = и, п > 0. Следовательно, по 
(3) с А = і 2 (ті, і+ 1) < п (і = 1, 2). Так как ѴѴ а {п, з) = и, 

.<•>1. Значит, 5 — 1 >0. Функцию, соответствующую /®, 
мы построим по схеме примитивной рекурсии из функций 

И /с 8+1) . Положим 

' 1 'а 


Іп ( х 1, • 

• > Х 1-1’ 0) - /с х ^ • • • > Х в-і)> 

(17) 

Іп { Х Ъ ■ 

■ *,-1» *. + !) = 

. 

= 

/с 2 +1) К.®,- 1( Іп ( ж і> • • •. *<,))• 

(18) 


Так как с і < п (і = 1, 2), функции / с . (і = 1, 2) 'находятся 

в таблице выше функции /^. Так как в — 1 > 0, опреде¬ 
ление (17) вполне корректно —в таблице есть (в —1)-й 

столбец и функция 
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1.1.4. Случай \Ѵ 4 


Если \Ѵ 4 ( п , з) = и, положим 

/^ = 0 (8) . 

Заполнение таблицы закончено. 
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(19) 


1.2. Доказательство «универсальности» 
заполненной таблицы. 

Очевидно, что в таблицу попали только примитивно¬ 
рекурсивные функции (мы заполняли таблицу, исходя из 
функций О 00 , І ( °\ ^ 8) и і‘° \ при помощи операций регу¬ 
лярной подстановки и примитивной рекурсии). Очевидно 
также, что в 5 -й столбец попали только функции из ат2Г (8) 
(см. (8)-(11), (14), (17) — (18), (19)). 

Докажем, что все примитивно-рекурсивные функции 
попали в таблицу. Для того, чтобы это доказать, доста¬ 
точно показать, что функции, попавшие в таблицу, со¬ 
ставляют примитивно-рекурсивно замкнутый класс. 

Прежде всего, в таблице имеются функции 0 <0) , 
и все функции /^ ((8) — (10)). Докажем замкнутость таб¬ 
лицы относительно операций регулярной подстановки и 
примитивной рекурсии. 

Пусть функции /(^, /ь‘\ .. - ,ІьІ {к> 1) уже попали 
в таблицу. Докажем, что функция # (8 >: 



также попала в таблицу. Из объектов первого ранга вида 
(0, Ь 0г Ь ѵ ..., Ь к , й) (&> 1) выберем, меняя й, такой объект, 
номер п которого будет удовлетворять условию п > 5 1. 

Такой объект первого ранга найдется, так как таких п, 
что п < 5 + 1 — только конечпое число (ведь 5 у нас фикси¬ 
ровано дб этого перебора объектов первого ранга). Возьмем 
любой из таких объектов (их будет бесконечно много!). 
Для его номера п и данного пам з будет выполняться 
условие \Ѵ 2 (п, з) = и. А тогда по (14) №==8 и, следо¬ 
вательно, функция § попала в таблицу в клетку с этими 
п И 5. 


14 * 
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Пусть теперь функции 4* -1) и /' 8+1) уже попали в таб¬ 
лицу (следовательно, 5 > 1). Определим примитивной 
рекурсией через функции /' 8_1) и /< 8+1) функцию § (в) : 




§(х ѵ .о) = /;^ 

*(*І» •• 1) = /с’ +1) 


(Ж 1 , . . . , ^-і), 

К. •••,*,)) 

( 20 ) 


Покажем, что функция § попадет в какую-нибудь клетку. 
Из объектов первого ранга вида (1, с ѵ с 2 , йу, ..., к к ) (&> 0) 
выберем, меняя й г , ...,й к , любой такой объект (их будет 
бесконечно много!), номер п которого удовлетворяет усло¬ 
вию: л >5+1 (в частности, может случиться, что уже 
объект (1, с 1 , с 2 ) будет удовлетворять этому условию). 
Для этого п и данного нам .9 будет выполняться условие 
И г 3 (п, 8) = и. А тогда, сравнивая (17) —(18) с (20), полу¬ 
чаем: § — Іп' 1 - Следовательно, функция § попадет в таб- 
бицу в клетку с этими л и 5. 

Итак, в таблице находятся все функции из и только 
они. В частности, в 5-м столбце таблицы занумерованы 
(л = 0, 1, 2, 3, ...) все функции из а^ (8) и только они 
(из доказательства замкнутости таблицы видно, что очень 
многие функции имеют но бесконечному числу номеров). 
Мы получили в 5-м столбце таблицы отображение 'ІѴ па 
<^Г (8) (5 = 0, 1,2, ...). 


1.3. Построение функций Ф (8+1) 

Фиксируем некоторое натуральное і. Получить функ¬ 
цию Ф (і+1) , универсальную для класса , мы теперь 
можем очень просто: 

Ф (л, Ху,..., х ( ) = 4° (Ху, х г ). (21) 

Для любой функции найдется такое л, что $ = 4°. 

ДЛЯ ЭТОГО Л И Любого (Жц . . ., х { ) 

Ф(П,Ху, ...,&!)=/«(*!, •••,*()=$(*И •••.*()*). 


) Ср. с рассуждениями на стр. 204. 
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і) 

Так построенная функция Ф <(+1) интуитивно-вычислима 
п всюду определена. Действительно. Возьмем любое п и 
(х и . .., ж ( ) (і У нас фиксировано заранее). Применяя пра¬ 
вила (8) — (И), (14), (17) - (18), (19), но I и п найдем при¬ 
митивно-рекурсивную (и значит, интуитивно-вычислимую 

н всюду онределенную) функцию Л затем вычислим 

Ф (/?, х^, . .., х ^) — / п (т^, . . ., X ^). 

Интуитивная вычислимость функции Ф^ 1 ' очевидна. До¬ 
казать же ее обще-рекурсивность —технически— гораздо 
труднее. 

2. Доказательство о бщ е-р е к у р с и вн о с т и 
построенных функций 

Докажем, что определенная равенством (21) функция 
Ф (і г1) обще-рекурсивна. Этим доказательство теоремы бу¬ 
дет закончено. 

2.0. Переход к графику 

Поскольку таблица у нас заполнена целиком и заполне¬ 
на всюду определенными (примитивно-рекурсивными) функ¬ 
циями, ясно, что функция Ф (г+1) всюду определена. Дока¬ 
жем, что график Сф функции Ф (Ч_1) рекурсивно-неречислим. 
Из теоремы о графике (теорема 3 из § 6) и всюду-оиреде- 

лешюсти функции ф (г+І) будет следовать ее обще-рекур¬ 
сивность. > Все остальное изложение будет посвящено 
доказательству рекурсивпо-неречислимости графика Сф 
функции ф (г+1) . 

2.1. Доказательство ре курсивно¬ 
перечислим ости графика 

Это доказательство мы проведем в два этапа: 2.1.0. Све¬ 
дение к множеству Р (стр. 214) и 2.1.1. Доказательство 
рекурсивно-перечислимости множества Р (стр. 214 — 235), 
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2.1.0. Сведение к множеству Р 

График -Сф есть множество в А і+2 таких кортежей 
(п, . . у), что 

Ф К Жі .я ( ) = (»!.®,) = у. 

Рассмотрим множество объектов первого ранга вида 
(га, я, Ху, ...,х ѣ ,у) таких, что Д 8) (а^, ..., х в ) = у. Обозна¬ 
чим множество всех таких объектов через Р. Множество 
Р не лежит ни в каком ІѴ 8 , так как я не фиксировано 
и объекты из Р имеют разную длину. Например, в Р 
содержатся объекты вида ( п , 0, у) такие, что = у (я = 0), 
объекты вида (п , 1, х, у) такие, что ( х) = у (я= 1) и т. д. 
Объектов первого ранга длины 0,1 и 2 в Р, очевидно, 
нет. Справедливо равенство 

Сф = п Р1 ,з,4./ + з(^П^+ 3 )- (22) 

Если мы докажем рекурсивпо-перечислимость множества Р, 
то из (22) и теорем 2 из § 5, 4 из § 5 и 3 из § 5 будет сле¬ 
довать требуемая рекурсивпо-перечислимость графика Сф. 

Более подробно. Допустим, что множество Р рекур¬ 
сивно-перечислимо, т. е. множество его номеров (отно¬ 
сительно е^ 1 - 1 ) рекурсивно-перечислимо. Множество ІѴ 1+3 
рекурсивно-перечислимо в смысле определения на стр. 136; 
следовательно, в силу теоремы 2, множество его номеров 
(относительно е 11 - 1 ) рекурсивно-перечислимо. Тогда, по 
теореме 4 из § 5, рекурсивно-перечислимо и пересечение 
двух указанных множеств номеров, которое есть не что 
иное, как множество номеров множества Р (“| ІѴ г+3 . Снова 
применяя теорему 2, получаем, что рекурсивно-перечислимо 
(в смысле определения на стр. 136) и само множество 
Р П -/Ѵ г+3 . А тогда по теореме 3 из § 5 рекурсивно-перечис¬ 
лимо и множество С ф . 

2.1.1. Доказательство рекурсивно¬ 
перечислим ости множества Р 

Все свелось к доказательству рекурсивно-перечисли- 
мости множества объектов первого ранга Р. Вот для 
Этого-то нам и понадобятся объекты второго ранга и та 
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теория, которую мы строили в п. 1. Рекурсивно-перечис- 
лимость множества Р мы докажем при помощи Основной 
леммы из п. 1. Мы построим в ,№° такое рекурсивно- 

а 

церечислимое множество М и зададим на [УѴ“ , ^Ѵ°°] такой 
рекурсивно-перечислимый предикат Р, что окажется 
Р = Ам, р • Тогда по Основной лемме Р будет рекурсивно¬ 
перечислимым. 

2.1.1.0. План доказательства 

Итак, дальнейший план доказательства будет такой: 

1) мы построим в /V 00 множество М и докажем, что оно 
рекурсивно-перечислимо (стр. 215 — 216), 2) мы определим 

на [/V 00 , /V 00 ] предикат Р и докажем, что он рекурсивно¬ 
перечислим (стр. 216 — 230), 3) мы докажем, что Р = Ам, р 
(стр. 230 — 235). Этим — по Основной лемме — все будет до¬ 
казано. Приступим к выполнению этого плана. 

2.1.1.1. Построение множества М 

Построим в №° множество М. В множество М мы 
включим те (и только те) элементы множества Р, которые 
соответствуют первому этапу в заполнении таблицы (см. 
(8)—'(И)). Точнее: через М мы обозначим множество тех 
объектов, которые имеют один из четырех видов: 

1) Объекты первого ранга вида (0, я, х г . х г , 0), 

где 5 и х л (і = 1, ..., я) — любые (ср. с (8)). В частности, 
при я —0 получается только один объект: (0, 0, 0). 

2) Объекты первого ранга ( п , я, х и .. ., х а , х п ), где п 
и я связаны условием: 1 <п<я, аж 4 (! = 1, ..., я) —любые 
(ср. с (9)). 

3) Объекты первого ранга вида (я+1, я, х л , ... 

..., ж , +1), где я> 1, а х, (і = 1, ..., я) — любые (ср. 

с (10)). 

4) Один объект первого ранга: (1, 0, 1) (ср. с (И)). 

Заметим сразу же, что 

М<^Р. (23) 

Докажем, что М — рекурсивно-перечислимое множество 
в ІѴ°°, т. е. что рекурсивно-перечислимо множество | М | 
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номеров объектов из М. 

(п$\М\)~Яі(п)\/Я2(п)\'Яз(п)\'Яі( п )> (24) 

где Яі — Яі — предикаты, определяемые равенствами: 

Яі («) ~ [4 («) = 4 К 2 ) + 3] Я [і 2 (га, 1 ) = 0 ] <5 

І і(«)) = 0], 

<? 2 (и) ~ К И = 4 («. 2) + 3] <5 [і 2 (га, 4 (га)) = 

= і 2 (га, і 2 (га, 1) 4 2)] <5 [4 (га, 1) > 1] <5 [4 (га, 1) < 4 (га, 2)], 
Яз (л) ~ [4 (п) = 4 К 2 ) + 3] & [4 (га, 1 ) = 4 (га, 2 ) + 1 ] «5 

<5 [4 К 4 («)) = 4 (л. 3) + 1] <5 [4 (га, 2) > 1], 
<?4 (л) ~ [4 (л) = 3 ] & [4 (га, 1) = 1] <5 

<5 [4 К 2) = 0] <5 [ 4 (га, 3) = 1]. 

Но теоремам 12 из § 5, 6 из § 6 и 14 из § 5 предикаты 
Яі — Я 4 рекурсивно-перечислимы. По (24) и теореме 14 
из § 5 тогда рекурсивно-перечислим и предикат „га С М“, 
а значит, и множество \М\, а следовательно, и мно¬ 
жество М. 

Итак, мы построили в №° рекурсивно-перечислимое 
множество М, для которого вдобавок выполняется (23). 

2.1.1.2. Определение предиката Р . 

а 

Определим теперь на [ІѴ°° , Л 7 °°] предикат Р. Преди¬ 
кат Р мы определим как дизъюнкцию трех предикатов: 
Р 2 , Р 3 , Р 4 , следуя второму, третьему и четвертому шагу 
в заполнении таблицы 

Р(а, р) = Р 2 (о, Р) Ѵ-Рз ( а > Р)ѴР 4 (й, Р). 

Учитывая два равенства в схеме примитивной рекурсии 
((17) и (18)), мы предикат Р 3 тоже определим как дизъюнк¬ 
цию двух предикатов: Р' 3 и Р". 

р»(а. р )=р;к Р)ѵр;(о, р). 

Так что окончательно будет: 

Р (а, р) = Р 2 (а, р) ѵ Р'г (а, р) Ѵ^з (а, Р) ѴР 4 (а, Р). (25) 

Определим, наконец, четыре дизъюнктивных члена, за¬ 
дающих предикат Р по (25). 
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2.1.1.2А. Определение предиката Р 2 

2 

Предикат Р 2 на [УѴ^ , Л г= °] определяется так: 

Р 2 (а, Р) ~ [а имеет вид {{Ь 0 , к, и ъ и к , у), 

8. Х^у • • • у Х 8 у И^)у . . У у {Ъ к у 8у Х^У . . . у Х & у н^))] <5 

<5 [Р имеет вид ( п, 8, х л . х а , у)\ & 

<5 ( Ѵг) [Ъ { = і 2 ( п , і + 2)] <5 [4 (п) = к + 3] <5 Ц' 2 (п, 8). (26) 

і </і 

Поясним, что означают слова «имеет вид», и одновре¬ 
менно убедимся, что определение предиката Р 2 корректно, 
т. е. что для любого объекта второго ранга а и для лю¬ 
бого объекта первого ранга р из определения (26) одно¬ 
значно вытекает: 

Р 2 (я. Р) = ** или Р 2 (а, Р) = л. 

Покажем это, дав определение предиката Р 2 в другой 
форме. 

Пусть мы имеем некоторый объект второго ранга а 
и некоторый объект первого ранга р. Мы будем считать, 
что Р 2 (а, Р) = и тогда и только тогда, когда между дли¬ 
ной объекта а, длиной объекта Р, длинами компонент 
объекта а (как объектов первого ранга), координатами*) 
компонент объекта а и координатами объекта Р выпол¬ 
няются следующие тринадцать соотношений: 

1) Длина объекта р не меньше трех. 

Обозначим длину объекта Р через 8 4 3. Из первого 
условия следует, что 8 > 0 . 

2) Вторая координата объекта Р равна 8 . 

Обозначим первую координату объекта Р через п, по¬ 
следнюю, (8 4 3)-ю координату — через у. Обозначим коор- 


*) В дальнейшем доказательстве мы будем все время одновре¬ 
менно иметь дело с объектами первого и второго ранга. Для облег¬ 
чения чтения мы условимся объекты первого ранга, из которых 
построен объект второго ранга о=<а 1 , а 2 , называть ком¬ 

понентами объекта а, а объекты нулевого ранга, из которых строится 
объект первого ранга а= (х 1} х„, ..., х.), называть координатами 
объекта а. Чтобы задать объект второго ранга п, очевидно, доста¬ 
точно задать, координаты его компонент. 



218 ФУНКЦИЯ, УНИВЕРС. ДЛЯ ПРИМИТИВНО-РЕКУРСИВНЫХ [§ 8 


динаты объекта Р — с третьей по предпоследнюю, если 
такие существуют — через х х , х 2 , .. ., х, (в > 0). Итак, при 
наших обозначениях и условиях Р = (/г, 8, х х , . ..,х 8 , у). 
В частности, если 8 = 0, р = (п, 0, у). 

3) Длина объекта а не меньше двух. 

Обозначим длину объекта а через &+1. Из третьего 
условия следует, что А:>1. 

4) Длина первой компоненты объекта а равна & + 3. 

Поскольку А:>1, & + 3>4. 

5) Вторая координата первой компоненты объекта а 
равна к. 

6) Последняя, (к + 3)-я координата первой компо¬ 
ненты объекта а равна у. 

7) Длины всех компонент объекта а, начиная со вто¬ 
рой, равны 8 + 3. 

Поскольку 8>0, 8+3>3. 

Обозначим первую координату (і + 1)-й компоненты 

объекта а через Ь і (і = 0, 1. к). Обозначим координаты 

первой компоненты объекта а — с третьей по предпослед¬ 
нюю—через н 1 , ...,и к . Итак, при наших обозначениях 
и условиях первая компонента объекта а равна (Ь 0 , к, 
ѵ и ...,и к ,у). В частности, если &=1, она равна 
(6,, к, и и у). 

8) Вторые координаты всех компонент объекта а, 
начиная со второй, равны 8. 

9) Последняя, (8 + 3)-я координата (г+1)-й компо¬ 
ненты объекта а равна гг { (г = 1, 2, ...,к). 

Мы обозначили уже первую координату и наложили 
условия на вторую и последнюю, (в + 3)-ю координату 
всех компонент объекта а, начиная со второй. Остались 
еще не определенными 8 координат (с третьей по пред¬ 
последнюю) каждой из этих компонент (8>0). 

10) Для каждой из компонент объекта а, начиная 
со второй, (/ + 2)-я координата равна х 3 (/=1,2, ...,8). 

Окончательно, при наших обозначениях и условиях 

а = ((^о» к , и х , •. •, у}> (^1» • • •, ^і)> • • • 

• • • > (^ь> • • • і ии. ))• 

Вели к—1, а = ((Ь 0 , 1, и х , у), (Ь и 8, х ѵ . .., х„, и х )). 
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Если к = 

И) 

12 ) 

13) 


и 5 = 0 , а = (( Ь 0 , 1, и и у ), ( Ь и 0 , 14». 

\Ѵ 2 (п, 8)=и, 

4 (п) = к + 3, 

(Ѵі) [4(«- * + 2) = Ь { ]. 


Докажем сразу же, что предикат Р 2 рекурсивно- 
перечислим, т. е. что рекурсивно-перечислимо его мно¬ 
жество истинности > Л' т0 °], т. е. рекурсивно-пере¬ 

числимо множество |-Р 2 |^~Л^ «пар номеров» (а, Ь) таких, 
что для объекта второго ранга а, соответствующего — 
по - числу а, и для объекта первого ранга р, 
соответствующего—по е^І — числу Ь, выполняется Р 2 ( О, 
Р) = и. Для того чтобы доказать рекурсивно-перечисли- 

мость множества | Р г [, нам просто нужно будет выразить 
на «языке номеров», на «языке функций і х , і 2 » тринад¬ 
цать условий, определяющих предикат Р 2 . 

Напомним, что для I > 0 значение 4 ( I) равно длине 
объекта (I) (к = 1 , 2 , .. .), а для 2>0 и г': 1 <г< 
< 4 (і) — значение 1 2 {1, і) равно номеру — относительно 
— й компоненты объекта (<) (к= 1 , 2 , .. . 

.... еМ (/) = /). 

Запишем сначала на «языке функций 4 , і 2 » то, что 
мы обозначили. 

Если а —номер объекта а при е [ 2 3, а Ь — номер объ¬ 
екта р при еП], то 


5=4(Ь)-3, 


п = і 2 (Ь, 1), 
у=і 2 (Ь, 4 (Ь)), 

х { = і 2 (Ь, і+ 2) (і = 1 , 2, ..., 5 ), 
к = 4 (а) — 1, 

Ь{ = і 2 (і 2 (а, і + 1), 1) (і = 0, 1, .... к), 

Мі= і 2 (іг ( а > 1 ). » + 2 ) (і = 1 , 2 , .... к). 

А теперь, записывая подряд ца «языке функций 4 , 4 » 
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тринадцать условий, определяющих предикат Р 2 , получим: 
((а,Ъ) 6 | Р 2 ;) — [4 ( Ь) > 3]& 

& [і 2 (Ь , 2 ) = 4 ( Ь ) — 3] $ [4 (а) > 2 ] & 

& [4 (і 2 (а, 1 )) = 4 (а) + 2]& [і 2 (і 2 (а, 1 ), 2 ) = 4 (а) - 1 ]& 

<5 [Ц (4 (а, 1 ), ц (і 2 (а, 1 ))) = і 2 ( Ъ , 4 (б))] & 

& (Ѵі) [ 4 ( 4 ( 0 , і + 2)) = 4 (б)] <5 

•і <11 (о) —2 

<*(Ѵі) [і 2 (і 2 (а, і + 2), 2 ) = 4(&)-3]<$ 

і<іі(а)—2 

(ѴО [4 (і 2 (о, і + 2 ), 4 (і 2 (а, і + 2 ))) = і 2 (і 2 (а, 1 ), 

і + 3)] & 

(Ѵі) (V/) [і 2 (і 2 (а, і + 2 ), / + 3) = і в ( 6 , / + 3)]<5 

г<і!(а)-2 3<Ц(Ь)-3 

&ѴУ 2 (і 2 (б, 1), 4 (б) -3) Я [ 4(4 (б, 1)) = 4 (а) + 2]<5 
<5т (Ѵі) [і 2 (і 2 ( 6 , 1), і-Н 2 ) = і 2 (і 2 (а,і+1),1)]. (27) 

г<іі(а)-1 

Из рекурсивно-перечислимости предиката И / 2 (теоремы 
12 из § 5, 6 из § 6и 14из§ 5), теорем 12 из§ 5, 6 из §6, 16 
из § 5, 14 из § 5 и (27) вытекает рекурсивно-перечисли- 

мость предиката „(а, д)$\Р 2 1“, а значит, и множества | Р 2 І, 
а следовательно, и предиката Р 2 . 

Чтобы не возвращаться потом к предикату Р 2 , пока¬ 
жем тут же, в качестве заготовки к третьему пункту 
нашего плана (см. план доказательства на стр. 215), что 
множество Р замкнуто относительно предиката Р 2 . 

Пусть 1) для некоторого объекта второго ранга а 
и некоторого объекта первого ранга Р значение Р 2 (а, Р) 
равно и, т. е. 

a) а имеет вид 

((6 0 , к, ? 4 , ..., иу ), (і+ .ѵ, • • •, +, Кі)» • • • 

* • • > ^і, • • • > ^4))> 

b) Р имеет вид (га, », х г . х ѣ , у), 

c) і 2 (га, і + 2 ) = 6 4 (і = 0 , 1 . к), 

<]) 4(п) = А:+3, 

е) Т+ ? (га, 5) = и , 
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и 2) а 6^“, т. е. 

a) < Ь 0 , к,и г . и к , у)$Р, 

b) (Ь іг з, х г . х $ , и { ) 6 Р {і = 1, • • •, к). 

Докажем, что 0 = ( п , з, х г . х ѣ , у) 6 Р- 

Из второго условия следуют равенства 

/$К- • • •> и и)=у> 

/{? (^і > • • • > “О — и і 

(28) 

. 1 { ъ1 ( х і .*«) = и к- 

Из первого условия [с, сі, е] следует, что объект первого 
ранга, соответствующий — по е^І — числу п, равен (с точ¬ 
ностью до не определенной условием 1 последней его 
координаты, которую мы обозначим сейчас через й)\ 

е Ш (в) = (О, Ь 0 , Ь 1г Ь к , Л) (ср. с (12)). 

]Ѵ 2 (п, з) = и [е]. Значит, і!(п)> 4. Из [й] следует /с> 1. 
\\ / 2 (п,з) = и. Следовательно, при заполнении таблицы 
функция определялась равенством (14). 

Ввиду равенств (14) и (28), (х І7 ...,х 8 ) = у. Зна- 
чит, (в, 8 , х ъ . .., х„ у)$Р. 

Подытожим: мы доказали, что Р 2 — рекурсивно-пере¬ 
числимый предикат на [/V е0 . ^°°] и что множество Р 
замкнуто относительно предиката Р 2 . 

Проделаем то же самое для остальных трех дизъюнк¬ 
тивных членов равенства (25). 

2.1.1.2В. Определение предиката Р'. л 

Предикат Р’ 3 на [№° 2 , А'”] определяется так: 

Р'г (а, Р) — [а имеет вид ^<с х , 5—1, х 1г ...,х в _ ѵ ,у))]61 
&[Р имеет вид (п, з, х 1г ...,х в _ л , 0, г/)]& 

сХ[і 2 (п, 2) =с 1 ]сХИ / 3 (/г, 5). (29) 

Опять «распишем» определение предиката Р’ 3 в более 
подробной форме. Это поможет нам перейти к равенству, 
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аналогичному (27), и доказать рекурсивно-перечисли- 
мость предиката Р' 3 .. 

Для некоторого объекта второго ранга а и некоторого 
объекта первого ранга р значение Р' а (а, Р) равно и 
тогда и только тогда, когда выполняются следующие 
десять условий: 

1) Длина объекта р не меньше четырех. 

Обозначим длину объекта р через 5 + 3. Из первого 

условия следует, что 5 > 1. 

2) Вторая координата объекта р равна 5. 

3) Предпоследняя, ($ + 2)-я координата объекта р 
равна 0. 

Обозначим первую координату объекта Р через п, 
последнюю, (5 + 3)-ю координату — через у . Поскольку 
5>1, 5—1>0. Обозначим координаты объекта Р — 

с третьей но нредпредноследнюю, если такие существуют — 
через х ѵ .... х е _ ѵ Итак, при наших обозначениях и ус¬ 
ловиях: р = (п, $, х г , .... ж 8 . 1 , 0, у). В частности, если 
5=1, Р = (п, 1, 0, у). 

4) Длина объекта а равна 1. 

5) Длина единственной компоненты объекта а равна 

5 + 2 . 

Поскольку 5>1, 5 + 2>3. Обозначим первую коор¬ 
динату единственной компоненты объекта а через с ѵ 

6) Вторая координата единственной компоненты объ¬ 
екта а равна 5—1. 

7) Последняя, (5 + 2)-я координата едипственной 
компоненты объекта а равна у. 

У нас уже обозначена первая и наложены условия 
на вторую и последнюю координаты единственной ком¬ 
поненты объекта а. Остались еще не определенными 
(5—1) координат (5 — 1>0). 

8) Координаты единственной компоненты объекта а — 

с третьей но предпоследнюю, если такие существуют — 
равны, соответственно, х и х 2 . 

Окончательно, при наших обозначениях и условиях 

в = ((Сі, 5—1, . . х е _ и у)). В частности, если 5=1, 

<* = «<+ 0, у». 

9) 

10) 


\ Ѵ 3 ( П , 5) = 11 , 
і 2 (и, 2) = С}. 



2] 


УНИВЕРСАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


223 


Теперь легко доказать рекурсишо-перечислимость 
предиката Р 3 , т. е. рекурсивно-перечислимость множе¬ 
ства | Р' 3 (С ІѴ*. Выразим сначала на «языке функций 
і і 2 » то, что мы обозначили. Если а—номер объекта о 
при е [ 2 Э, а Ъ — номер объекта р при еПІ, то 

5= 4 (Ь) — 3, 

я ~ 4 (Ь , 1 ), 

= ч, (Ь)), 

ж 4 = 1 2 (Ь, г + 2) (г = 1, 2, .... 8-1), 

Сі = 4 (4 (®» ^)» 1)* 

Переводя теперь на «язык функций 4 , 4 » последова¬ 
тельно десять условий, определяющих предикат Р 3 , по¬ 
лучим: 

((а, Ь) 6 Г?; |) ~ [4 ( 6 ) > 4] <5 [4 ( Ъ , 2) = 4 У) - 3] <Х, 

<5 [4 {Ь, 4 {Щ — 1 ) = 0 ] <$ [4 (а) = 1 ] <5 
$ [ 1 і (4 ( а > ^)) в 4 (^) ~ 1 ] <5 
<5 [4 (4 (а, 1), 2) = 4 (Ъ) — 4] <5 

[4 (4 ( а і 1 )» 4 (4 ( а ) 1 ))) — 4 (^> 4 (^))] 

& (Ѵі) [ 4 ( 4 (а, 1), г + 3) = 4 (Ь, г + З)] <5 

і<4 (Ь)-4 

&\Ѵ 3 (4 (Ь, 1), 4 (Ъ) — 3) <5 
<5 [4 (4 ( Ъ , 1), 2) = 4 (4 (а, 1), 1)]. (30) 

Из рекурсивно-неречислимости предиката И ^ 3 (теоремы 
12 из § 5, 6 из § 6 и 14 из § 5), теорем 12 из § 5, 6 
из § 6 , 16 из § 5, 14 из § 5 и (30) вытекает рекурсивно- 

перечислимость предиката „(а, Ь) ^ | Р' |“, а значит, и мно¬ 
жества |Р'|, а следовательно, и предиката Р 3 . 

Докажем, что множество Р замкнуто относительно 
предиката Р 3 . 

Пусть 1) для некоторого объекта второго ранга а 
и некоторого объекта первого ранга р значение Р 3 (а, Р) 
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равно и, т. е. 

a) а имеет вид ((с 1 , 5 — 1, х 1( ..х 8 _ 1( у)) 

b) Р имеет вид (п, з, х ѵ .. х в _ 1У 0, у), 

c) і 2 ( п , 2) = Сд, 

СІ) \Ѵ 3 ( п , 5) =14 

и 2) абР”, Т. е. (с ѵ 8-1, х ѵ . х а _ ѵ у)$Р. 

Докажем, что р = {п, 8, х ѵ ..., х $ _ 1У 0, у) € Р- 
Из второго условия следует, что 

/^ _1) (хі, х 8 _і) = г/. (31) 

Из первого условия [с, й] следует, что объект первого 
ранга, соответствующий — но — числу п, имеет вид 
е [1] (п) = (1, Сі , а ѵ й 2 , ..., й к ) {к> 1). \У 3 (п, $) = м[й]. 
Значит, 1 или 5— 1 > 0. И^ 3 (и, $) = м. Следовательно, 
при заполнении таблицы функция определялась 
примитивной рекурсией через функции /с*’ -1) и /(з+1) 4 
В частности, согласно равепству (17), Д 8) (х х , ..ж 8 _ 1 ,0) = 

/?Г‘ ) (*і, •••.*..!)• Ввиду (31), /і 8) (Жі, Ѵі, 0) = у. 
Следовательно, (и, $, а^, ..., х 8 _ 1? 0, у) 6 Р. 

Итак, Р' 3 — рекурсивно-перечислимый предикат на 

[/V е0 , ./V е0 ], и множество Р замкнуто относительно пре¬ 
диката Р'. 

2.1.1.2С. Определение предиката Р 3 

Предикат Р" па [/V е0 , 7Ѵ 00 ] определяется так: 

Р"(о, Р)~[о имеет вид ((п, 8, х 1У ...,х 8 _ 1 , х е , и), 

(^2> ^ “Ь * * *» //))] ^ 

<5 [р имеет вид (п, з, х ѵ ..., х^, х 8 -+- 1, г/)] <5 

<5[і 2 (и, 3) = с 2 ] <5 И^з (/г, з). (32) 

Более подробно: для некоторого объекта второго ранга о 
и некоторого объекта первого ранга р значение Р" (о, Р) 
равно и тогда и только тогда, когда выполняются сле¬ 
дующие пятнадцать условий: 

1) Длина объекта Р не меньше четырех. 
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Обозначим длину объекта Р через 5 + 3. Из первого 
условия следует, что-5>1. 

2) Вторая координата объекта |3 равна 5. 

3) Предпоследняя координата объекта |3 не мень¬ 
ше 1. 

Обозначим предпоследнюю координату объекта |3 
через х 3 + 1. Из третьего условия следует, что а; 3 >0. 

Обозначим первую координату объекта |3 через п, 
последнюю, (5 + 3)-ю координату — через у. У нас 
остались еще не определенными (5— 1) координат объ¬ 
екта р. Поскольку 5> 1, 5—1 > 0. Обозначим координаты 
объекта Р - с третьей по (5+1)-ю, если такие суще¬ 
ствуют—через х и ...,х і _ 1 . При наших обозначениях и 
условиях Р = (п, 5, х ѵ х 3 + 1, у). В частности, 

если 5 = 1, Р = (п, 1, Ху + 1, у). 

4) Длина объекта о равна 2. 

5) Длина первой компоненты объекта о равна 5 + 3. 

Поскольку 5>1, 5 + 3 >4. 

6) Длина второй компоненты объекта о равна 5 + 4. 

Поскольку 5>1, 5 + 4>5. Обозначим первую коор¬ 
динату второй компоненты объекта о черев с 2 , послед¬ 
нюю координату цервой компоненты объекта о —че¬ 
рез и. 

7) Первая координата первой компоненты объекта а 
равна п. 

8) Вторая координата первой компоненты объекта о 
равна 5. 

9) Вторая координата второй компоненты объекта а 
равна 5+1. 

10) Предпоследняя, (5 + 3) = я координата второй 
компоненты объекта о равна и. 

И) Последняя, (5 + 4)-я координата второй компо¬ 
ненты объекта о равна у. 

12) У обеих компонент объекта а (5 + 2)-я коорди¬ 
ната равна х г . 

У нас уже обозначены и определены условиями все 
координаты обеих компонент^объекта о, крохме координат 
с третьей по (5+1)-ю. 

13) У обеих компонент объекта о координаты —с треть¬ 
ей по (5 + 1)-ю, если такие существуют — равны соответ¬ 
ственно Ху, . . ., х г _ г (5 — 1 > 0). 

15 в. А. Успенский 
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При наших обозначениях и условиях 

й = ((п І 5, х±, •••, ж,, и), 

(с 2 , %1і •••» Х $-1> УУ)' 

14) 4 (л, 3) = с 2 , 

15) ^(л, х) = 'М. 

Выразим на «языке функций 4 , і 2 » то, что мы обозна¬ 
чили. Если а —номер объекта а при е^, а Ъ — номер 
объекта р при е^І, то 

8 ~ 4 (Ь) 3 , 

х $ — Ч (Ь, іі (Ь) 1) 1, 

п=і 2 (Ь, і), 
у = і 2 (Ъ, 4 (Ь)), 

х і = і 2 (Ь, * + 2) (і = 1, 2, • • •, 5 1), 

с 2 =і 2 (і 2 (а, 2), 1), 
н = і 2 (і 2 (а, 1), 4 (і 2 (а, 1)))« 

Теперь легко «расписать» предикат „(а, Ь) 6 | Р; | “ 
на «языке функций 4 , і 2 ». 

((а. Ь >6 \РІ\) ~ [И ( Ь) > 4] сХ [і 2 ( Ъ , 2) = 4 (Ъ) - 3] <5 

<5 [і 2 (Ь, 4 (Ь) - 1) > 1 ] <5 [і х (а) = 2] <5 [4 (і 2 (а, 1)) = 4 (&)]<$ 

6 [4 (і 2 (а, 2 )) = 4 ( Ь ) + 1 ] & [і 2 (і 2 (а, 1 ), 1 ) - і 2 ( Ъ , 1 )]<$ 

<5 [і 2 (і 2 (а, 1), 2) = 4 (Ъ) - 3] <5 [і 2 (і 2 (а, 2), 2) = 4 ( Ъ) - 2] Д 
<5 [і 2 (і 2 (а, 2), 4 (^)) = 4 (4 ( а > 1)> 4 (4 ( а > 1)))] ^ 
с5 [4 (4 (а, 2 ), Ч (і 2 (а, 2 ))) = і 2 (Ь, 4 (Щ& 

<5 (ѴО [4 (4 ( а . і + 1). 4 {Щ ~ 1) = 4 (Ь, 4 і ь ) - 1) — 1] <5 
<5 (ѴО ЛѴ/М4 (4 («. * + 1), / + 3) = і 2 ( Ъ , / + 3)] <5 

<$[і 2 ( 4 (Ь, 1), 3)=4(4(«, 2 ), 1)]<* 

сЯ^ 3 (і 2 (Ь, 1), 4(Ь)-3). (33) 

Из рекурсивно-перечислимости предиката ЪѴ 3 , теорем 12 
из § 5, 6 из § 6 , 16 из § 5, 14 из § 5 и (33) вытекает 

Г—Ч 

рекурсивно-перечислимость предиката „(а, Ь) 6 1 Р" 3 1“, а зна¬ 
чит, и множества |Рд|, а следовательно, и предиката і 5 ". 
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Докажем, что множество Р замкнуто относительно пре¬ 
диката Р з- 

Пусть 1) для некоторого объекта второго ранга а 
и некоторого объекта первого ранга р значение Рд(а, Р) 
равно и т. е. 

a) а имеет вид 

((я, 5, Ху, • • • » ^), 

(С 2 , ^ "Ь 1, Ху, • • •» *^8» Щ У)), 

b) р имеет вид (га, з, х 1г . .., х а _у, х 3 4- 1, у), 

c) І2 (^> = ^2» 

сі) . 1У 3 (п,з) = и 

и 2) абР°°, т. е. 

a) (га, 5, Ху, х 3 _у, х а , и)$Р. 

b) <с 2 , 5-Ь 1, Ху, х $ ~у, х а , и, у)$Р. 

Докажем, что р = (га, 5, х 1г . ■х $ _у, х 3 +1, у) $ Р. Из вто¬ 
рого условия следует, что 

I (®і, • • •, ®._і, ®.) = в, 

I /^ +1) (*і. • ■ ■. ®.-і. «) = У • 

Из первого условия [с, й] следует, что объект первого 
ранга, соответствующий — по еПІ — числу п, имеет вид: 

е[1] («) = <1. с 2 > й 2 . •••. й к ){к>\). И 7 3 (га, 8) = м [й]. 

Следовательно, при заполнении таблицы функция /И опре¬ 
делялась примитивной рекурсией через функции /(«-О, 

А 

/(8|-і)_ п частности, по равенству (18) 

№(Ху, ...,х $ _у,х $ +1) = 

— /<Ж) (Ху, ..., х 3 _ х , х 8 , (ж 1 , ..., *.)). 

Ввиду (34), №(х ѵ . ® 3 . 1 , ®.+ 1 ) = у. Значит, 
(га, 5, Ху , • > •, х 3 _р х 3 1, у) ^ Р. 

Итак, Р" 3 — рекурсивно-перечислимый предикат и мно¬ 
жество Р замкнуто относительно предиката Р". 

Расправимся, наконец, с последним дизъюнктивным 
членом в равенстве (25). 


15* 
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2.1.1.20. Определение предиката Р 4 
2 

Предикат Р 4 на [УѴ°° , /V" 0 ] определяется так: 

Р* (о, Р) — [Р имеет вид (и, з, х и ..., х„ 0)] & \Ѵ 4 ( п , 5). (35) 

Как видно из (35), предикат Р і существенно зависит 
только от р, а является фиктивным переменным. 

«Распишем» определение предиката Р А более подробно. 
Для некоторого объекта второго ранга а и некоторого 
объекта первого рапга р значение Р і (а, Р) равно и тогда 
и только тогда, когда выполняются следующие четыре 
условия: 

1) Длина объекта р не меньше трех. 

Обозначим длину объекта р через 5 + 3. Из первого 
условия следует, что 5 > 0. 

2) Вторая координата объекта Р равна 5. 

3) Последняя координата объекта Р равпа 0. 

Обозначим первую координату объекта р через п. 

4) IV 4 (и, 5 ) = и. 

У нас остались не определенными 5 координат объекта 
Р(5>0). Обозначим координаты объекта р~ с третьей по 
предпоследнюю, если такие существуют — через 
х и х 2> . .., х 3 соответственно. При наших обозначениях 
и условиях: р = (п, з, х 4 , ..., х 8 ,0). В частности, если 
5 = 0, р = (и, 0, 0). 

Если обозначить номер объекта первого ранга р через 
Ь, то 5 = 4 ( 6 ) —3, п =і 2 ( 6 , 1). 

Тогда 

((а, Ь) 6 ІЛІ) ~ [4 (Ь) > 3] <5 [і, ( Ъ , 2 ) = 4 ( Ъ) -3]& 

& [і 2 ( Ь , 4 ( Ь )) = 0] &\Ѵ 4 (і 2 ( 6 , 1), 4 ( 6 ) -3). (36) 

С первого взгляда пе видно, что предикат \Ѵ 4 рекур¬ 
сивно-перечислим, так как он определен через отрицание 
(см. (7)), а отрицание не обязано сохранять рекурсивно- 
перечислимость предикатов*). Однако, применив (7)изп. 2 
§ 3 и припяв во внимание (4) — ( 6 ), можно определение 


) См. замечание после теоремы 14 из § 5. 
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предиката ИД написать в другой форме: 

ИД (п, а) ~ ЙД ( п , б) & ИД ( п , б) & ИД ( п , 8) ~ 

~ [п>8 + 1] С$ {[и < 5 + 1] V [I, (П, 1) > 0] V [4 (Л) < 4]) <5 

<*{[п<в + 1] Ѵ[і.(л, 1) = 0] ѵ 

V [4 ( п , 1) > 2] ѵ К (п) < 3] V [5 = 0]}. (37) 

Легко видеть, что можно также написать чуть короче 

ИД (л, я) — {п > в+ 1) <5 {[і, (л, 1)> 0]Ѵ[4 (л)<4]}<5 

<$ ([4 (п, 1) = 0] V [4 (л, 1) > 2] V К (п) < 3] V [в = 0]}.(37') 

Из (37) или (37') и теорем 12 из § 5, 6 из § 6 и 14 из § 5 
вытекает рекурсивно-перечислимость предиката ИД. А тог¬ 
да из (36) и теорем 12 из § 5, 6 из § 6 и 14 из § 5 еле- 

г * ” і 

дует рекурсивпо-перечислимость предиката „(а, Ь)^\Р 4 |“, 

а значит, и множества | Р 4 ) и предиката Р 4 . 

Докажем, что множество Р замкнуто относительно 
предиката Р ѵ Пусть 1) для некоторого объекта второго 
ранга а и некоторого объекта первого ранга р значение 
Р 4 (а, Р) равно и, т. е. 

a) р имеет вид ( п , 8, х ѵ ..., х $ , 0), 

b) ИД (п, 8) —и 

и 2 )а$Р~. 

/Докажем, что р = (п, 8, ж 1 , ..., х 3 , 0){Р. Нам здесь 
даже не понадобится использовать второе условие. Так 
как ІѴ 4 (п,8) — и, функция /М определялась при запол¬ 
нении таблицы равенством (19), т. е. /М = СК 8 >. В частно¬ 
сти, /<*) (х х , .. ж 3 ) = 0 (8) (х ѵ ..., ж 3 ) = 0. Следовательно, 

(Я, .9, . * * , Хд) 0) б ^ • 

Итак, мы и про последний дизъюнктивный член равен¬ 
ства (25) доказали те же утверждения: предикат Р 4 рекур¬ 
сивно-перечислим и множество Р замкнуто относительно 
предиката Р 4 . 

2.1.1.2Е. Подведение итогов 

Мы последовательно определили все 4 предиката: 
Р 2 , Р’ 3 , Р' 3 , Р 4 — входящих в равенство (25). Тем самым 

мы определили на [№° , 7Ѵ°°] предикат Р. Мы доказали 
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рекурсивно-перечислимость предикатов Р 2 , Р 3 , Р", /* 4 . 
Из (25) и теоремы 14 из § 5 следует рекурсивно-пере¬ 
числимость предиката Р. Итак, мы выполнили второй 

2 

пункт нашего плана: мы определили на [УѴ 30 , №°] пре¬ 
дикат Р и доказали, что он рекурсивно-перечислим. Кроме 
того, в качестве заготовки к третьему пункту, к кото¬ 
рому мы сейчас перейдем, мы доказали, что множество Р 
замкнуто относительно предикатов Р 2 , Р' а , Р' 3 , Р 4 . Отсюда 
и из (25) тривиально следует, что множество Р замкнуто 
относительно предиката Р. 

2.1.1.3, Доказательство равенства Р = А Мш р. 

Перейдем к третьему, последнему пункту нашего 

плана. Мы построили в УѴ°° множество М и доказали, 

что оно рокурсивпо-перечислимо. Мы определили на 
2 

[7Ѵ°° ( ту°°] предикат Р и доказали, что он рекурсивно¬ 
перечислим. Докажем, что Р = А м ,р. 

2.1.1.ЗА. Доказательство включения 

ПМ (см. (23)). Множество Р замкнуто относительно 
предиката Р. Следовательпо, 

Р^эАм'Р. (38) 

2.1.1.3В. Доказательство включения Рс^А м ,р 

Докажем обратное включение: РсгА м ,р. 

Допустим противное. Допустим, что существует такой 
объект первого ранга, который лежит в Р, по не лежит 
в Ам, р. Из всех таких объектов первого ранга отберем 
объекты, удовлетворяющие дополнительному условию: 
первая координата их должна быть не больше первой 
координаты любого другого объекта, лежащего в Р, 
но не лежащего в А м , р■ Теперь среди всех отобранных 
объектов (если их несколько, то первые координаты 
у них, очевидно, совпадают) снова отберем объекты, удо¬ 
влетворяющие дополнительному условию: предпоследняя 
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координата их должна быть не больше предпоследней 
координаты любого отобранного при первом отборе объ¬ 
екта. Если таких объектов снова найдется несколько 
(а тогда у них, очевидно, первые и предпоследние коор¬ 
динаты будут совпадать), возьмем любой из них и фик¬ 
сируем его. Обозначим этот «дважды отобрапный» объект 
через Р 0 . Так как длина объектов из Р не меньше трех, 
можно считать, что объект Р 0 имеет вид: 

Ро = ( и > 5 , ж 1( . . х а ,у) (х> 0 ). 

И частности, если 8 = 0 , Р 0 = ( п , 0 , у). 

Перечислим еще раз свойства объекта Р 0 . 

1) РоР/'. 

2) Р„ € Ам. р- 

3) Если Р' = (п\ 8 ', х\, ..., х' Й >, у’), Р' 6 Е и Р'б^м, р. 
то п' > п. 

4) Если Р' = («', 8', х\, . .., аѵ, у'), Р'бЕ, Р'^Лм, р 
и п' = р, ТО Ж 3 >Ж 3 *). 

Так как Р 0 бАм,р. а МсгЛм >Р , р 0 ^М. Но р о еЕ. 
Следовательно, и>8-|-1, так как все элементы из Р, 
для которых 8 ) — [р< 8 + і] — и, мы включили в М. 

Из п > 8 + 1 и 8>0 следует: п > 1. Поскольку п > 8 + 1, 
для координат п и 8 объекта Р 0 истинен один (и только 
один) из трех предикатов: \Ѵ 2 , 1Т’ 3 , ТЕ 4 . 

Разберем три возможных случая. 


2.1.1. ЗВа. Случай 1Ѵ 2 . И г 2 (п, 8) = и. 


Тогда, если обозначить объект первого ранга, соответствую¬ 
щий—но еПі — числу п, через (0 ; Ь 0 , Ъ г , ..., Ь и , й)(/с> 1), 
будет иметь место равенство (см. (14)): 


№ (х г , х,) = Щ (Д<0 (х ѵ .... *,), .... (х ѵ ..., *,)). 

(39) 

Обозначим значение функции /< 8 > на кортеже (х г , ..., х е ) 
через 

1[ я) ( х ѵ • • • > х в) = «і (г = 1 , 2, ..., к). (40) 


*) Точное: если 0 и к'> 0, то х’ а > я 3 ; если з >0, а = 0, то 
** = 0; если же « = 0, то условие выполняется тривиальным образом. 
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Так как Р 0 6 Р, 

/п в> (*і. •••»*.)*?■ ( 41 ) 

Из (39) —(41) следует: 

/^К. п к ) = у. (42) 

Рассмотрим следующий объект второго ранга: 

й — {(^0» » * • * ) » у')і (^1? • I ^ 8 * • • • 

• * • > (^й» ^1» • • • * ^з» ^й))* 

Легко видеть, что 

Р 2 (о, р 0 ) = и. (43) 

По (25) Р(а, Ро) = и ' Ввиду (40) и (42), (Ъ 0 , к, и 1г ... 

• • • > и к , у) 6 Р и (Ь г , $, ж х , ..., х в , щ) 6 Р (і = 1,2, ..., к). 
и>1. По (3) Ь г — і 2 (я, і-і-2) < га (і = 0, 1, 2, ..., /с). По 
третьему свойству объекта р 0 (Ь 0> к, и х , ..., м й , у) 6 Лм, р 
и (Ь 4 , 5, а?!, .. ., х 6 , щ) ^ Л м , р (і = 1, 2, ..., к). Следова¬ 
тельно, 

о 6 Мм.р] 00 * (44) 

Множество А М- р замкнуто относительно предиката Р. 
Из (43) и (44) следует: Р 0 6 И м _ р. Противоречие. 


2.1.1.ЗВЬ. Случай 1У 3 . \У 3 (п, 8) = и. 


Тогда, если обозначить объект первого ранга, соответ¬ 
ствующий—по еШ — числу п, через ( 1 , с х , с 2 , й х , ..., 
(/с>0), будут иметь место равенства (см. (17), (18)): 


1п • • •» Х з-\' — /с* (^ІІ • • • > Х з-і)> 

№( х 1> •••. х з-1> *+!) = 

= /< 8+1) (*і. • • •. (*И • • •. ® 


8-1» 


(45) 
()). (46) 


Разберем два подслучая: равна или но равна нулю пред¬ 
последняя координата х а объекта р 0 . 

і) х г = 0. 

Так как Р 0 6 Р , 

(*!* • • • ? х з-1і Х з) * /п^ (^І» • • ' » *«-!» 3 У* ( 4> 7) 
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Ввиду (45), 

/^ -і) (# 1 , • • •, Я 8 -і) = у. 


(48) 


Рассмотрим следующий объект второго ранга (длины 1): 
а = ((с х , *• — 1, х г , ..., х а _ г , у)). Легко видеть, что 
Рі(а, Р 0 ) = ад - ГІо (25) 

^(о,Ро) = «- (49) 

Ввиду (48), (с ѵ 8- 1, х х , . . У)$Р. п > 1. По (3) 
с х = і 2 ( п , 2) < л. По третьему свойству объекта р о 
(с г , 8—І.Хі, ..., х в _ г , у) 6 А м> р. Следовательно, 

о 6 \Ам, р]°°- (50) 

Множество Ам, р замкнуто относительно предиката Р. 
Из (49) и (50) следует: Р 0 €^м, р- Противоречие. 
іі) х 8 > 0 . 

Следовательно, значение функции /(*> на кортеже 
(х 1 , ...,х ѣ _ х ,х а ) будет вычисляться согласно равен¬ 
ству (46), в котором надо ноложить: і = х в —1 


/»' • • • > ^в-1» *в) 

= / ( / 2 +1) (* 1 . • • • » * 8 - 1 . *, - 1, /(, 8) (х и • • . , Ж 8 - 1)) (51) 
(так как ж 8 > 0, х а — 1 > 0). Поскольку р 0 6 Р 

№ {Хх, ...,х,) = у. (52) 

Обозначим значение функции /М на кортеже {х 1г ... 
..., х 8 _х, х а — 1 ) через и. 


. ®.-і. !) = «• 

Ввиду (51) - (53), 


(53) 


1 . •••>я* 


1 , и) = у. 


(54) 


Рассмотрим следующий объект второго ранга (длины 2 ): 


О ({И, 8, Хх> • • •, З'в-і, Я"а 1» ^)» 

(0 2 , У + 1, З'І» • • • , ^8-1» ^8 2/))* 

Легко видеть, что Р'з(а, р 0 ) = м. По (25) 

Р(«, ро) = м- 


(55) 
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Вследствие (53) и (54), р х = ( п , $, х ѵ .,., х 3 ^, х 3 — 1, и) 6 Р 
и Р 2 = (с 2 , 1,.%, . .. .ж,.,, а- 8 — 1, и, у) 6 Р. Предпоследняя 

координата объекта Р х меньше х 3 . По четвертому свойству 
объекта р о Р 1 6^4,м. р- п > 1. По (3) с 2 — і 2 (л, 5) < п. 
По третьему свойству объекта Ро Р 2 6^м, р- Следовательно, 

о = (Р х , Р 2 ) ?[А М , рГ. (56) 

Множество А м , р замкнуто относительно предиката Р. 
Из (55) и (56) следует Р 0 ^ А м< Р . Противоречие. 

2.1.1.3Вс. Случай \Ѵ І . ІѴ і (п,я) = и. 

Тогда по (19) /м = 0 (8) . В частности, на кортеже 
(х,, х ѣ ) /(?) (х г , ...,х 3 ) = 0 (8) (х ѵ ..., х 3 ) = 0. Так как 
Ро 6 Р, № (# 1 , ..., х 3 ) = у. Следовательно, у = 0 и объект Р 0 
имеет вид р о = ( п , я, х ѵ .. ., х 3 , 0). Поскольку М — не пу¬ 
стое множество, множество А м< Р тоже не пусто. Возьмем 
произвольный объект второго ранга о из \А М< р] 20 . 
Для этого о и для Ро будет очевидно Р 4 (а, § 0 ) = и. По 
(25) Р(о, Р 0 ) = и. Из замкнутости множества А Мл Р относи¬ 
тельно предиката Р следует, что р о 6 А м< Р . Противорзчие. 

2.1.1.3В(1. Завершение доказательства 
включения Р сг А м> Р 

Итак, во всех возможных случаях предположение о су¬ 
ществовании объекта, принадлежащего к Р, но не принадле¬ 
жащего к А Мі р, привело к противоречию. Следовательно, 

РдИ м>Р . (57) 

2.1.1.4. Завершение доказательства рекурсивно- 
перечислимости множества Р 

Из (38) и (57) следует 

Р = А м< Р . (58) 

Множество М — рекурсивно-перечислимое множество в 
ГГ. Предикат Р — рекурсивно-перечислимый предикат 
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на [ЛГ*. /V е0 ]. По Основной лемме (н. 1) р — рекурсив¬ 
но-перечислимое множество в №°. Из (58) вытекает, на¬ 
конец,, требуемая рекурсивно-неречислимость множества Р. 
Доказательство теоремы закончено. 

ПЛАН ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 4 
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сальной для примитивно-рекурсивных функций от 8 аргу¬ 
ментов. 

В следующем пункте настоящего параграфа, исполь¬ 
зуя факт существования такой функции, мы сможем 
построить примеры пе примитивно-рекурсивных функций, 
множеств, отображений и выполнить тем самым обещания, 
данные в предыдущих параграфах. 

Замечание 3. Пересчитав «на плоскости» сразу все 
функции из (( 8 ) —(11), (14), (17) — (18), (19)), мы 
построили — при помощи равенства ( 21 ) — одновременно 
все искомые функции: Ф (1 >, ф( 2 ), ф( 3 ), ф( 4 ), ... 

Можно было сделать и по-другому. Можно было, пе¬ 
ресчитав все функции только из построить искомую 

функцию ф( 2 );ф< 2 ) ( п , х) = Іп ' {х), а потом из функции ф( 2 ) 
сразу получить функцию ф(и-*) для любого .9 > 1 *). По¬ 
кажем, как это сделать. 

Пусть у нас построена обще-рекурсивная функция 
ф( 2 ), универсальная для функций из Для любого 8 , 

5 > 1 , обще-рекурсивная функция ф( 3 +'), универсальная 
для <^ 2 Г< 3 ), строится так. 

Возьмем какое-нибудь примитивно-рекурсивное вза¬ 
имно-однозначное соответствие х^ между ІѴи]Ѵ 8 и функ¬ 
ции х[ в 1, ..., х[ 3 1, хМ, его осуществляющие (теорема 19 
из § 4). Тогда искомая функция Ф (8 + 4 ) определяется ра¬ 
венством: 

Ф (3+1) (п , х х . х й ) = ф( 2 ) (п , а#] (х х .ж 8 )). (59) 

Докажем это. Прежде всего, функция ф( 3 +'), определяе¬ 
мая равенством (59), обще-рекурсивпа. Возьмем теперь 
произвольную функцию / (з ) ^ аУ%^>. Определим через нее 
функцию / (1) : 

/(*) = /№ ] (і)> -... х5 в] (0)- (60) 

Существует такое я 0 , что для всех I 

ф (2 >К,0»7(0- (бі) 

Покажем, что это п 0 как раз и обладает нужным 


*) Относительно 8 = 0 см. замечание 1 на стр. 204- 
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свойством, т. е. что для любого (а^. х в ) 

Ф (8+1) (п 0 , х ѵ ..., х 3 ) = / (х 1 .я 8 ) (62) 

фМ-‘) (л 0 , х г , .... х г ) = ф(2) ( П 0 , Х и М (*!, .... х ѣ )) = 

= 7 (®і, • • •, *.)) = 

= / И 8] № (*1. *і)) .(*!) 8] (*1. ■ •••*,))- 

= /(*!, •••. *.)• 

(см. (1) из п. 5 § 4). Равенство (62) доказано. Следова¬ 
тельно, функция ф(*+і) > определяемая равенством (59), 
действительно является обще-рекурсивной функцией, уни¬ 
версальной для М^*). 


3. ВАЖНЫЕ ПРИМЕРЫ 


Всюду дальше через ф( а +*> мы будем обозначать про¬ 
извольную обще-рекурсивпую функцию, универсальную 
для класса МЫ примитивно-рекурсивных функций от 5 
аргументов. Такая функция существует на основании 
теоремы 4. 

Пример 1. Пример обще-рекурсивной, но не прими¬ 
тивно-рекурсивной функции**). 

Обще-рекурсивная функция /: / (х) = Ф (2 > (х, х) — не 

является примитивно-рекурсивной. Допустим противное. 
Тогда функция § (х) — / (а:) + 1 = Ф (х, х) 1 также 
будет примитивно-рекурсивной. Следовательно, при 


*) Читателю предлагается сравнить только что сделанное за¬ 
мечание с замечанием на стр. 123. Эти замечания показывают, что 
во многих случаях по существу достаточно ограничиться изучением 
функций от одного аргумента. 

**) Первый пример такой функции построил В. Аккерман [1928] 
(хотя и без упоминания терминов «примитивно-рекурсивная функ¬ 
ция» и «обще-рекурсивпая функция»; понятия обще-рекурсивной 
функции в то время еще не существовало); построение В. Аккер¬ 
мана воспроизведено на стр. 242—243 русского издапия книги 
С. К. Клини [1952]. Приводимый ниже пример принадлежит Р. Пе¬ 
тер ([1935], § 2; [1951], $ И, п. 3). 
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некотором п должно выполняться равенство 

Ф(«, х)= §(х), (1) 

Ф(п, х) = Ф (х, х) + 1. (1') 

Это равенство должно выполняться при всех х, причем 
функции Ф и § всюду определены. При х~п из (1') по¬ 
лучаем противоречие 

Ф ( п , п) = Ф (п, гі) 4 1- 

Итак, доказано «строгое включение»: с^СЦО. В со¬ 
четании с (Г) из п. 1 § 6 зто дает «тройное строгое 
включение»: 

& а ѳ а ч. ( 2 ) 

Из теоретико-множественных соображений (следствие 1 
теоремы 1 из § 6) мы знаем, что существуют не частич¬ 
но-рекурсивные функции. В § 9 (п. 2, примеры 2, 10, И) 
будут приведены индивидуальные примеры таких функций. 

Пр и мер 2. Еще пример обще-рекурсивной, но не 
примитивно-рекурсивной функции. 

Обще-рекурсивпая функция Ф (2) но является прими¬ 
тивно-рекурсивной. В противном случае и функция /: 
/ (ж) = ф (х, х) — также была бы примитивно-рекурсивной 
(см. текст примера 1). 

Теорема 5. Ни для какого 5>1 не существует 
примитивно-рекурсивной функции, универсальной 
для примитивно-рекурсивных функций от в аргументов*). 

Для 5=1 это показано в примере 2. Для 5>1 пока¬ 
зывается совершенно аналогично. 

Пример 3. Еще пример обще-рекурсивной , но не 
примитивно-рекурсивной функции. 

Функция Л: Н (х) = вдФ (х, х) — также является обще¬ 
рекурсивной, но не примитивно-рекурсивной. Если бы функ¬ 
ция к была примитивно-рекурсивной, при некотором п и 
при всех х имело бы место равенство 

Ф(га, х) — к(х), 

Ф (п, х) = щФ(х, х). 


) Ср. с замечанием 1 на стр. 204. 


( 3 ) 

( 3 ') 
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При х = га из (3) получается противоречие: 

Ф(га, га) = здФ(га, га). 

Пример 4. Пример обще-рекурсивного, но не при¬ 
митивно-рекурсивного множества. 

Множество Ь х = % {х 6 N | Ф (х, х) = 0} — обще-рекурсив¬ 
ное, но не примитивно-рекурсивное, так как его харак¬ 
теристической функцией является обще-рекурсивная, но 
не примитивно-рекурсивная функция Н из примера 3 
(определение на стр. 99 и теорема 1 из § 7). 

Из этого примера и соотношения (3) из п. 1 § 5 сле¬ 
дует строгое включение: 

Пси О. (4) 

И § 9 (п. 2, пример 4) будет доказано, что ОСТР. 

Пример 5. Еще пример Ьбще-рекурсивного, но не 
примитивно-рекурсивного множества. 

Множество Ь 2 = Щ {х 6 N | Ф (х, х) > 0} также обще-ре¬ 
курсивно, но не примитивно-рекурсивно, как дополнение 
к обще-рекурсивному, но не примитивно-рекурсивному 
множеству Ь х из примера 4 (следствие 1 теоремы 3 из 
§ 4 и теорема 3 из § 7). 

Пример 6. Еще пример обще-рекурсивной, но не 
примитивно-рекурсивной функции. 

Функция у = вд Ф (х, х) также является обще-рекур¬ 
сивной, но не примитивно-рекурсивной, так как она 
является характеристической функцией обще-рекурсивно¬ 
го, по не примитивно-рекурсивного множества Ь 2 из 
примера 5 (определение на стр. 99 и теорема 1 из § 7). 

Пример 7. Пример рекурсивно-перечислимого, ноне 
примитивно-рекурсивного множества (ср. с теоремой 2 
из § 5). 

Поскольку обще-рекурсивное множество рекурсивно- 
неречислимо, то требуемыми свойствами будет обладать 
любое обще-рекурсивное, но, не примитивно-рекурсивное 
множество (примеры 4, 5). 

Пример 8. Пример примитивно-рекурсивного ото¬ 
бражения множества N в 7Ѵ, при котором само N пере¬ 
ходит в не примитивно-рекурсивное множество (ср. со 
следствием теоремы 9 из § 4). 
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Пусть Ь — рекурсивно-перечислимое, но не примитив¬ 
но-рекурсивное множество в N. Как показано в приме- 
не 7, такое множество существует. По теореме 9 из 
§ 5 множество Ь является множеством значений неко¬ 
торой примитивно-рекурсивной функции /О). Отображе¬ 
ние множества IV в IV, осуществляемое функцией /, 
— искомое. 

Пр и м е р 9. Пример примитивно-рекурсивного мно¬ 
жества с не примитивно-рекурсивной проекцией. 

Пусть Ь — рекурсивно-перечислимое, по не примитив¬ 
но-рекурсивное множество. Как показано в примере 7, 
такое множество существует. По определению рекурсив¬ 
но-перечислимого множества существует такое примитив¬ 
но-рекурсивное множество V , проекцией которого являет¬ 
ся множество Ь. Множество Ь' — искомое. 

Пример 10. Пример всюду определенной не прими¬ 
тивно-рекурсивной функции с примитивно-рекурсивным 
графиком*) (ср. со следствием 1 теоремы 6 из § 4). 

Существуют обще-рекурсивные (и значит, всюду опре¬ 
деленные!), по не примитивно-рекурсивные функции типа 
N—>N (примеры 1, 3, 6 ). Возьмем произвольную обще-ре¬ 
курсивную, но не примитивно-рекурсивную функцию / (1 >. 
Возьмем также произвольную примитивно-рекурсивную 
функцию большого размаха <р. По Слабой теореме о нор¬ 
мальной форме (теорема 4 из § 6 ) существует такая при¬ 
митивно-рекурсивная функция т (2) , что 

/(*)-ф(0**)И*. *) = 0]). (5) 

Функция у = (рі) [т ( х , І) = 0] — искомая. Она всюду опре¬ 
делена, так как функция / всюду определена. Она не 
примитивно-рекурсивна, так как иначе бы —из (5) — функ¬ 
ция / была примитивно-рекурсивной. График С функции 
у = (х, I) = 0] — примитивно-рекурсивное множество 

в IV 2 , так как О — это просто множество нижних точек 
примитивно-рекурсивного множества & {(х, I) $ Л ’ 2 1 т (х, і)= 
= 0} (следствие 1 теоремы 7 из § 4 и следствие теоремы 
17 из § 4). 


*) Первый пример такой функции построил Т. Сколем (см. тео¬ 
рему 3 его заметки [1945]). 



3] 


ВАЖНЫЕ ПРИМЕРЫ 


241 


Для примера 12 нам понадобится 
Пример 11. Пример строго возрастающей всюду 
определенной не примитивно-рекурсивной функции с при¬ 
митивно-рекурсивным графиком. 

Пусть §(*)_ всюду определенная не примитивно-рекур¬ 
сивная функция, график которой 6 д примитивно-рекур¬ 
сивен. Как показано в примере 10, такая функция су¬ 
ществует. Определим через функцию §(') функцию АВ) 
равенством 

Л(я)=2 еО'Ь * ( 6 ) 

і=0 

Л(0) = е(0), 

Л(і) = е(0) + е(і) + і, 

* (2) = г (0) + г (і) +^ (2) + 2, 

М*) = е(0) + е(і) + е(2)+ ... 

. . , + §(х-1)+д(х) + х, 

л(*+ і) = е (0) + г(і) + г(2)+ ... 

. . . + В (х-і) + е(х) + 

+ 8(х-\-1) + х + 1. 
і 

Из (6) или (6') и свойств функции §■ следует, что функ¬ 
ция к — строго возрастающая и всюду определенная. 
Функция А —не примитивно-рекурсивная, так как иначе 
из равенств 

(МО), * = 

ё[Х) ~\ к(х)^(к{х^1)-\-1), х>0 


и следствия теоремы 15 из § 4 вытекала бы нримитив- 
но-рекурсивность функции §. Сложнее доказать, что пе¬ 
реходом от §■ к А при помощи ( 6 ) мы не испортили 
нрпмитивно-рекурсивность графика. Докажем, что у 
функции А график С Л остался примитивно-рекурсивным. 
Возьмем какое-нибудь взаимно-однозначное примитивно- 
рекурсивное отображение множества N на множество 
/V 00 , для которого существует примитивно-рекурсивная 
функция т (2 > такая, что для любого а — (х 1 , ..., 

В. А. Успенский 
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из Хі^.у (і = 1, ...,$) для числа соответствующе¬ 
го кортежу а, следует з). По теореме 22 из § 4 

такое взаимно-однозначное примитивно-рекурсивное ото¬ 
бражение существует. Возьмем это отображение, функции 
4, і 2 , его осуществляющие, и функцию т. 

[<*. У) € С Л ] = (Зу 0 ) (3^) ... (Зг/ ж )[(Ѵ0(Уі = ^0'))<Х 

і<х 

і=я 

<х (у = 2 Уі г Я)] = (іі) [(4 (і) = х +1) <Х 
<=0 

л (V*) (і 2 (4 *ч 1) = е (0) &(у = I я і, (і. і) +*)]. (8) 

і<х і=0 

На основании специального свойства взятого нами ото¬ 
бражения множества N на множество №° число і, соот¬ 
ветствующее кортежу ( у п , у ѵ ..., у х ), удовлетворяет 
неравенству: і <т (у, х+1), так как, очевидно: г/ 4 < 
<г/(і = 0, 1, ...,х). Следовательно, (8) можно перепи¬ 
сать так: 

[(*» У) € С Л ] --= (Зг) [(4(0 = а: + 1)с$(Ѵі)(і 2 ( г . { '-И) = 

г^т(ѵ, Х+1) і^х 

і=х 

= §{і))&(у= И 4(*. і + !) + *)]■ (9) 

. *=0 

По определению примитивно-рекурсивного отображения 
множества N на множество №° существуют такие при¬ 
митивно-рекурсивные функции і*, і 2 , что 4 (I) - і* ( I) для 
I > 0, а і 2 (4 і) = і*(4 г) для і> 0 и і: 1<г<4(<). За¬ 
меним в (9) 4 на і*, 4 на і 2 , переписав предварительно 
равенство і 2 (4 і +-1) = § (0 в виде: (і, і 2 (4 і + 1)> € С а . 

[(*. У) 6 С Л ] = 

= (3«) [(4* (0 = * +1) <* (Ѵ0 «і, 4* (4 * +1)> е С„) & 

(ѵ, Ж+1) і^ж 

<*Ь = ІЗ\* (4*+!) + *)]• (10) 

і=0 

Из примитивно-рекурсивности функций і*, і 2 и т, из при- 
митивно-рекурсивности графика С д функции §, в силу 
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следствия леммы Іиз п. 3 § 4 и в силу теорем 10 из § 4, 
И из § 4, 12 из § 4 и 13 из § 4, предикат „(х, у)^.С п “, 
а значит, и график С н примитивно-рекурсивен. 

Пример 12. Пример бесконечного примитивно¬ 
рекурсивного множества, прямой пересчет которого не 
примитивно-рекурсивен *) (ср. со следствием теоремы 
16 из § 4). 


У 



С'(<0, Ь(0)>) С’Н.ьпН 

Рис. 16. 


Пусть АО) _ неубывающая всюду определенная не при¬ 
митивно-рекурсивная функция с примитивно-рекурсивным 
графиком. Как показано в примере 11, такая функция 
существует. Обозначим через I, некоторое специальное 
взаимно-однозпачное отображение множества N на /V 2 , 
заданное согласно рисунку 16. Функции и[ 2 1, осу¬ 
ществляющие это отображение, примитивно-рекурсивны, 


119 п Р име Р такого множества построил А. В. Кузнецов 


16* 
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поскольку, как легко проверить, 

( х[ 2 1(0) = 0, 

1 хС2] (I + 1) = [Зв х^.(0] • № (0 - 1] + 

+ [8? кі 21 (01 • К Ѵ2 ) М 2] ( 2 ) = 0) + !]• 

*<« 

и а 2 ] (0) = 0, 

[I + 1 ) = [85 х [21 (01 • [ х ^ 2 1 (0 + 1 ]. 

Следовательно, отображение ^ примитивно-рекурсивно. 
Рассмотрим в 7Ѵ 2 множество С л —график функции Л. Его 
полный прообраз при отображении Е = (С ь ) — и бу¬ 
дет искомым множеством. Множество I, — бесконечное, 
так как С к — бесконечное множество (функция к всюду 
определена). Оно примитивно-рекурсивно, как полный 
прообраз примитивно-рекурсивного множества С к (следст¬ 
вие теоремы 9 из § 4). Остается доказать, что прямой ' 
пересчет е множества Ь не будет примитивно-рекурсивным. 
Поскольку функция к неубывающая и в силу специаль¬ 
ного выбора отображения прообразы точек графика 
О к : (0, к (0)), (1, к( 1)), (2, к (2)), ... тоже расположатся 
в N в порядке возрастания (см. рис.16). Поэтому будет 
иметь место равенство 

к{х)^ъ\р{<з{х)). (И) 

Если бы прямой пересчет е был примитивно-рекурсивным, 
из (11) следовала бы примитивно-рекурсивность функции к. 

Пример 13. Пример взаимно однозначного прими¬ 
тивно-рекурсивного отображения множества N на ІѴ, 
для которого обратное отображение не примитивно¬ 
рекурсивно *). 

Пусть Ь х — бесконечное примитивно-рекурсивное мно¬ 
жество в /V, прямой пересчет которого пе примитивно- 
рекурсивен. Как показано в примере 12, такое множество 
существует. Возьмем множество Ь 2 ~ 1Ѵ\Ь 1 . Оно будет 
бесконечным. Докажем это. Допустим, что Ь 2 — конечное 
множество. Тогда у него есть наибольший элемент. Обо- 


*) Первый пример такого отображения построил А. В. Кузне^ 
цов [1950]. 
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значим этот наибольший элемент через а. Обозначим чис¬ 
ла, меньшие, чем а, и принадлежащие к Ь г , через 
Ь ѵ Ъ 2 , . .., б, (Ъ 1 < Ъ 2 < ... < Ь 8 , 0<5<а). Прямой пе¬ 
ресчет множества Ь г равен тогда: 

6і М = 

/ Ъі 2 = 0 
I Ь 2 х = 1 


К 

2 = 5 — 1 

ИЛИбі (х) = 1 

К 

к 

1 

2 = 0 

2 = 1 

а + 1 
а-\- 2 

X = 8 

2 = 5+1 

I 

^ ь. 

2 = 5— 1 

(і - 1“ 3 

2 = 5+2 

1 

а+ (х — 5) + 1 

2>5 


( 12 ) 

По следствию теоремы 15 из § 4 прямой пересчет бу¬ 
дет тогда примитивно-рекурсивным. Итак, ^ — бесконеч¬ 
ное и, в силу следствия 1 теоремы 3 из § 4, примитив¬ 
но-рекурсивное множество. Обозначим прямой пересчет 
множества Ь 2 через р 2 . Определим функцию ф равенст¬ 
вами: 


21, где і — то (единственное) число, для 
которого ( I) — х, если х 6 Ь ѵ 

2і + 1, где I — то (единственное) число, 
для которого р 2 ( I) = х, если х ^ Ь 2 . 


(13) 


-Легко видеть, что функция ф задает взаимно-однознач¬ 
ное отображение N на N (так как и Ь 2 — бесконечные 
множества, а р 1? р 2 —их прямые пересчеты). Если равен¬ 
ства (13) переписать в виде 

2#і(х), х€Ь 1г 

і х ) + 1 . х 6 


ф(*)“ 


(14) 
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где 

іі (*) = ( ѵ 0 [і е Ц], $2 (*) * (ѵі) [і 6 ь л ], 

і<я і<х 

то из примитивно-рекурсивности Ь 2 и из следствий 

теорем 14 из § 4 и 8 из § 4 следует примитивно-рекур- 
сивность функции ф, а значит, и нримитивно-рекурсив- 
ность задаваемого ею отображения. Поскольку отображе¬ 
ние, задаваемое функцией ф, — взаимно-однозначное, 
можно говорить об обратном отображении. Обозначим 
функцию, задающую обратное отображение, через ф. 
Легко видеть, что прямой пересчет множества и 
функция ф связаны равенством: ( і ) — ф (2/). Следова¬ 
тельно, функция ф, а значит, и задаваемое ею обратное 
отображение не примитивно-рекурсивны. Итак, две вза¬ 
имно-обратные функции: ф и ф, построенные только что, 
обладают, тем свойством, что функция ф примитивно- 
рекурсивна, а функция ф — пет. 

Пример 14. Пример взаимно-однозначного прими¬ 
тивно-рекурсивного отображения множества УѴ Г на ІѴ 8 , 
для которого обратное отображение не примитивно-ре¬ 
курсивно. 

Устроим сначала примитивно-рекурсивное взаимно¬ 
однозначное соответствие между 7Ѵ 7 ' и N (теорема 19 из 
§ 4). Затем отобразим N на N примитивно-рекурсивно и 
взаимно-однозначно, но так, чтобы обратное отображение 
нс было примитивно-рекурсивным. В примере 13 показа¬ 
но, что такое отображение существует. Потом возьмем 
примитивно-рекурсивное взаимпо-однозначное соответст¬ 
вие между N и И* (теорема 19 из § 4). Тем самым мы 
получим искомое отображение (см. схему). 


не прим.-рек. 

уГі"] ^ —■•••■“ «/[§3 

7Ѵ Г < -* N -^ Д т -» 7Ѵ 5 

| прим.-рек. прим.-рек. прим.-рек. ^ 

искомое 


Пример 15. Пример взаимно-однозначного прими¬ 
тивно-рекурсивного отображения N на 7Ѵ Я , для которого 
обратное отображение не примитивно-рекурсивно. 

Устроим сначала примитивно-рекурсивное взаимно¬ 
однозначное соответствие между N и ІѴ 00 (теорема 21 из 
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§ 4). Затем отобразим N на N примитивно-рекурсивно и 
взаимно-однозначно, но так, чтобы обратное отображе¬ 
ние не было примитивно-рекурсивным (пример 13). Тем 
самым мы получим искомое отображение (см. схему). 

не примерен. 

N дг ^-* /у» 

I прим.-рек. прим.-рек. ж • 


искомое 

Пример 16. Пример взаимно-однозначного примитив¬ 
но-рекурсивного отображения №° на N, для которого 
обратное отображение не примитивно-рекурсивно (см. 
схему). 

не прим.-рек. 

-- 

№° < -> N -> N 

I прим.-рек. прим.-рек. * • 


искомое 

Пример 17. Пример обще-рекурсивной функции с 
не примитивно-рекурсивным графиком *). 

Такова, в силу замечания после следствия 1 теоремы 6 
из § 4, характеристическая функция любого обще-рекур¬ 
сивного, по не примитивно-рекурсивного множества 
(примеры 4, 5). 


) Первый пример такой функции построил Э. Л. Пост [1946]. 





§ 9. ФУНКЦИЯ, УНИВЕРСАЛЬНАЯ 
ДЛЯ ЧАСТИЧНО-РЕКУРСИВНЫХ ФУНКЦИЙ, 

И МНОЖЕСТВО, УНИВЕРСАЛЬНОЕ 
ДЛЯ РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫХ МНОЖЕСТВ 

В п. 1 настоящего параграфа для каждого 5 строится 
частично-рекурсивная функция, «содержащая в себе» все 
частично-рекурсивные функции от я аргументов в том же 
смысле, в каком функция, построенная в предыдущем 
нараграфе, «содержит в себе» все примитивно-рекурсив¬ 
ные функции от я аргументов. Как и в предыдущем па¬ 
раграфе, из факта существования такой функции извле¬ 
кается (в п. 2) ряд важных примеров — на этот раз объ¬ 
ектов (функций, множеств, предикатов, отображений), 
отдельные «характеристики» которых не частично-рекур¬ 
сивны, или не обще-рекурсивны, или не рекурсивно¬ 
перечислимы. Среди этих примеров — пример конкретной 
не частично-рекурсивной функции и важнейший пример 
рекурсивно-перечислимого, но не обще-рекурсивного мно¬ 
жества. На основе построенной в п. 1 универсальной 
функции, в п. 3 строятся, во-первых, рекурсивно-пере¬ 
числимое множество, «содержащее в себе» все рекурсив¬ 
но-перечислимые множества (такое множество также 
могло бы служить основой для построения большинства 
примеров п. 2 да и самой универсальной функции), и, 
во-вторых, пара рекурсивно-перечислимых множеств, 
«содержащая в себе» все пары рекурсивно-перечислимых 
множеств. Кроме того, в п. 1 усиливается доказанная 
в § 6 теорема о нормальной форме; именно, оказывается, 
что каждая частично-рекурсивная функция / может быть 
получена двумя подстановками и одним применением 
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оператора р из тр'ех объектов: двух примитивно-рекур¬ 
сивных функций и одного натурального числа, причем 
среди этих трех объектов только натуральное число за¬ 
висит от функции /. 

1. УНИВЕРСАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 

Через Ч мы обозначили класс всех частично-рекурсив¬ 
ных функций. Обозначим через Ч (8) класс всех частично¬ 
рекурсивных функций от 5 аргументов (5 = 0, 1, 2,...). 
Таким образом, 

^=уч<». (1) 

8=0 

Аналогично через 0( 8 > обозначим класс всех обще-рекур¬ 
сивных функций от 5 аргументов. 

В этом пункте нас будут интересовать функции, 
универсальные для классов и 0 (8 >. 

Существование функции, универсальной для класса 
%{*), так же тривиально, как существование функции, 
универсальной для класса <5? (8 ), поскольку частично-ре¬ 
курсивных функций счетное множество (следствие 1 те¬ 
оремы 1 из § 6) — см. рассуждение на стр. 204. Су¬ 
ществование функции Ч г(8 + 1) , универсальной для класса 
ЧМ\ с какими-нибудь дополнительными свойствами, на- 
пример— ч а с тич но-р о к у р си в но й функции Т (8 +0, 
требует, конечно, специальных построений. 

Теорема 1. Для любого 5 > 0 существует частич¬ 
но-рекурсивна я функция Ч г ( 8 + 1 ), универсальная для 
класса %(*) частично-рекурсивных функций от в аргу¬ 
ментов. 

Доказательство. Возьмем какую-нибудь обще-ре¬ 
курсивную функцию ф(®+ 2 ), универсальную для класса 
Такая функция существует по теореме 4 из § 8. 
Возьмем также какую-нибудь примитивно-рекурсивную 
функцию большого размаха ф (1 >. Докажем, что искомой 
частично-рекурсивной функцией, универсальной для 
класса частично-рекурсивных функций от 5 аргумен¬ 
тов, будет функция Т г ( 3 + 1 ), определяемая равенством 

^ К #і .я 8 ) = ф ((р<) [Ф (л, х„ , х в , I) «= 0]). (2) 
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Прежде всего, ясно, что функция *Р, определяемая/ра¬ 
венством (2), частично-рекурсивна. Возьмем теперь про¬ 
извольную функцию /(*) 6 Ѵ 8) . По Слабой теореме о нор¬ 
мальной форме (теорема 4 из § 6) для частично-рекурсив¬ 
ной функции /< 8 ) и примитивно-рекурсивной функции 
большого размаха ф (1 > найдется такая примитивно-рекур¬ 
сивная функция т (8 + 1) , что 

/ (*!, ..., ад = ф ((цО [т (х х , ...,х в ,1) = 0]). (3) 

Возьмем такое п х , что для всех (х г , . .., х 6 ,1) 

х (х ѵ ..., х г , і) = Ф [п х , х г , ..., х а , I). (4) 

Из (3) и (4) следует, что при п — п х 

/ (®і. • • •, ж 8 ) = ф ((И-0 [ ф («т. жц • • • > ж», 0 = 0]). (5) 

Следовательно, если в качестве п 1 взять п х , из (5) и (2) 
будет следовать 

/(®і, • • •, ж.) = V (п г х х , ...,х ш ). 

Замечание 1. Частично-рекурсивная функция Ч г(8 + 1 ), 
универсальная для класса частично-рекурсивных функ¬ 
ций от в аргументов, не является обще-рекурсивной, 
поскольку она не является всюду определенной. А. всюду 
определенной опа не является потому, что из нее при 
фиксировании первого аргумента получаются все частич¬ 
но-рекурсивные функции, в том числе и не всюду опре¬ 
деленные (например, при некотором п из нее получается 
нигде не определенная функция). 

Замечание 2. Частично-рекурсивная функция Ч г < 8 + 1 \ 
универсальная для класса Ѵ 8) частично-рекурсивных функ¬ 
ций от 8 аргументов, является одновременно универсаль¬ 
ной и для класса 0^) обще-рекурсивных функций от 8 
аргументов и для класса примитивно-рекурсивных 

функций от 8 аргументов СГ 0(*) СИ %(*)). 

Замечание 3. Частично-рекурсивную функцию 
■ф(8+Ц ) универсальную для %№, можно получить сразу 
из частично-рекурсивной функции Ч г(2 \ универсальной 
для при помощи равенства 

ѴС+ 1 ) (л, х х . х,) = (л, (х ѵ .... х,)). (б) 
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Здесь иМ - функция, осуществляющая (вместе с функ¬ 
циями ..., хОО) произвольное обще-рекурсивпое вза¬ 
имно-однозначное соответствие между N и 7Ѵ 8 (теорема 32 
из § 7). Доказательство проводится дословно так же, как 
в замечании 3 на стр. 236, 237. 

Легкой модификацией доказательства теоремы 1 мо¬ 
жет быть получена Сильная теорема о нормальной фор¬ 
ме (теорема 2), являющаяся усилением Слабой теоремы 
о нормальной форме (теорема 4 из § 6). 

Теорема 2*). (Сильная теорема о нормальной фор¬ 
ме.) Для любого положительного 8 и для любой прими¬ 
тивно-рекурсивной функции большого размаха ф суще¬ 
ствует примитивно-рекурсивная функция т (8 + 2 ) такая, 
что для любой частично-рекурсивной функции /< 8 ) найдет¬ 
ся такое п, что имеет место равенство **) 

/ (ад, ..., х ш ) = ф ((р<) [т (п, х и ..., х„ і) = 0]). (7) 

Усиление в только что сформулированной Сильной 
теореме о нормальной форме по сравнению со Слабой 
теоремой о нормальной форме состоит в следующем. 
Слабая теорема о нормальной форме утверждала, что при 
фиксированном 5 для всякой функции /< 8 ) € Ч (®) найдется 
функция т< 8 +0 С ^ <8+1) такая, что ..., т. е. для каждой 
функции С ^ <8) подыскивалась своя функция из Ш. 
Сильная же теорема о нормальной форме утверждает, 
что при фиксированном 5 найдется функция т< 8 + 2 ) € <^2Г( 8 -Ь 2 ) 
такая, что для всякой функции /(®) ^ %(*)..., т. е. ищет¬ 
ся одна функция из годная сразу для всех функ¬ 
ций из ч {< 8 ). 


*) Для некоторой фиксированной примитивпо-рекурсивной функ¬ 
ции большого размаха <р ату теорему доказал С. К. Кляни ([1943], 
теорема 4; см. также [1952], § 63, теорема XIX). Произвольность 
выбора фупкция <р вытекает, как показывает приводимое ниже до¬ 
казательство, из произвольности выбора функции <р в Слабой тео¬ 
реме о нормальной форме (теорема 4 из § 6). 

**) Напомним, что в силу"* соглашения на стр. 30 равенство 

/ (ад. х і ) = §(х- І . х .,) между двумя но всюду определенными 

функциями / и у мы всегда понимаем «в обе стороны»: если / опре¬ 
делена на <*!,..., ж„>, ю и ; определена на (ж,, ...,ж 3 > и 
/ (х г , .. ж а ) = #(ж,, ..., ж,,) и обратпо: если § определена на 
(*,, ....ж,), то и / определена па (ж,, ...,ж,.> и /(ж,. ж,) = 

= ?(*і .* й ). 
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На языке математической логики разпица между Слабой тео¬ 
ремой о нормальной форме и Сильной теоремой о нормальной фор¬ 
ме выражается так: в Сильной теореме некоторый квантор суще¬ 
ствования ставится перед квантором общпости, а в Слабой теореме 
тот же квантор существования ставится за квантором общности *). 
А имонно: Слабую теорему можно записать так: 

(Ѵв е ЛГ\{0}) (Ѵ Ф е Б) (Ѵ/6 Ѵ*Д ( Зт Е [/ (х ѵ ..., х 3 ) = 

= ф((цО[т(*і .0 = 0])]. 

(Через Б мы обозначили здесь множество примитивно-рокурспвпых 
функций большого размаха; Б с Сильная теорема в тех же 

обозначениях записывается так: 

(Ѵ*елг\{о})(ѵ Ф ея) ( Зт^^+2) )( у/^(в)) (3н)[/(х„ 

= Ф((рО[т( л , Х 1> ■• ■.*<*> 0 = 0])]. 

Доказательство. Фиксируем произвольное поло¬ 
жительное « и произвольную нримптивно-рекурсивпуюфун- 
кцию большого размаха ф. Возьмем какую-нибудь частично¬ 
рекурсивную функцию Ч Г18+1> , универсальную для частич¬ 
но-рекурсивных функций из Ч т (такая функция суще¬ 
ствует по теореме 1). Для фиксированных нами частично¬ 
рекурсивной функции Ч Г(8П) и примитивно-рекурсивной 
функции большого размаха Ф существует — по Слабой 
теореме о нормальной форме (теорема 4 из § 6) — .такая 
примитивно-рекурсивпая функция т (8+2) , что 

Т - (и, х 1 . х 3 ) = ф ((ці) [т (п, . . х 3 , I ) = 0]). (8) 

Эта функция т' 8 * 2 ’ —искомая. Действительно. Возьмем 
произвольную частично-рекурсивную фупкцию / (8) . По 
одределепию универсальной функции найдется такое п, 

что 

і(х .. х 3 ) = х Р(п,х 1 . х 3 ). (9) 

Из (8) и (9) следует (7). Теорема доказана. 

Всюду дальше через Т (8+1) мы будем обозначать про¬ 
извольную частично-рекурсивную функцию, универсаль¬ 
ную для класса Ч (:і> частично-рекурсивных функций 
от « аргументов. Такая функция существует по 
теореме 1. 


) Ср. с утверждением II па стр. 75. 
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Теорема 3. Ни для какого $> 1 не существует 
обще рекурсивной функции, универсальной для класса 
(5 <8) обще-рекурсивных функций от з аргументов. 

Доказательство. Доказательство, ради простоты 
записи, проведем для 5=1. Допустим, что существует 
обще-рекурсивная функция Ѳ і2) , универсальная для класса 
0 (1 > обще-рекурсивных функций от одного аргумента. 
Тогда и функция / : / [х) = Ѳ ( х , х) также будет обще-ре¬ 
курсивной. А тогда и функция §: % (х) — / (х) + 1 = 
= Ѳ(ж, х) + 1 также будет обще-рекурсивной. Следова¬ 
тельно, при некотором п должно выполняться равенство 

Ѳ(/г, х) = §(х), (10) 

Ѳ(/г, х) — Ѳ (х, ж) + 1. (10') 

Левая и правая части равенств (10) и (10') определены при 
всех х, так как функции Ѳ и § обще-рекурсивны. При 
х = п из (10') получаем противоречие 

Ѳ(/г, п) = Ѳ(н, п) + 1. 

Для 5 > 1 доказательство проводится совершенно анало¬ 
гично. 

Замечание. Из доказательства теоремы видно, что 
если Ѳ 12) — функция, универсальная для обще-рекурсивных 
функций из Ѳ а> , то функция /: /(а;) = Ѳ(ж, х) — не обще¬ 
рекурсивна. В частности, функция /: / [х) = Ф (х, х) — не 
обще-рекурсивна (см. замечание 2 после теоремы 1). 

Мы уже дважды — в теореме 3 и в теореме 5 из § 8 — 
применением «диагонального метода» (переход от ф(/г, х) 
к Ф (х, х) и от Ѳ ( п, х) к Ѳ (х, х)) доказывали, что функ¬ 
ция, универсальная для некоторого класса, не может 
принадлежать к тому же классу. Но у нас построена 
частично-рекурсивная функция | Р‘ 3+1) , универсальная для 
класса частично-рекурсивных функций % т . В чем же 
дело? А что будет, если и, в этом случае применить тот 
же диагональный метод? Попробуем. 

Возьмем частично-рекурсивную функцию Ч Г(2) , универ¬ 
сальную для класса частично-рекурсивных функций от 
одного аргумента. Введем функции /: / (х) — Ф (х, х) и §: 
8 ( х ) = / і х ) +1 = ^ {х, х) 1. Функция § частичпо-рекур- 
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сивна. Следовательно, при некотором га будет иметь место 
равенство: 

'Р (га, х) = д(х), (11) 

Ѵ(п, я) = Ч'(я, *) + 1. (11') 

Но левая и правая части равенства (11) или (11') опре¬ 
делены уже не для любого х, Но только для х из области 
определения функции И подставляя в (11') х = п, мы 
не получаем противоречия: мы только вынуждены сделать 
вывод, что функция ЧГ не оиределена на паре (га, га), где 
га — число, соответствующее частично-рекурсивной функ¬ 
ции 

Докажем теорему, являющуюся усилением замечания 
после теоремы 3. 

Теорема 4. Если Ѳ 12) — функция , универсальная для 
обще-рекурсивных функций из Ѳ а \ то функции / х : 
/ х (х) - Ѳ (х, х) и / 2 : / 2 (.х)=^Ѳ(т, х) не могут бытъ 
продолжены до обще-рекурсивной*). 

Доказательство. Заметим, что непродолжаемость 
функции / х тривиально следует из непродолжаемости 
функции / 2 , и докажем, что функция / 2 непродолжаема. 
Предположим, что функцию / 2 : / 2 (х) = 8§Ѳ (х, х) можно 
продолжить до обще-рекурсивной функции Н а \ Функция к 
обще-рекурсивна. Следовательно, при некотором га будет 
иметь место равенство 

Ѳ (п , х) = к (х). (12) 

Левая и правая части равенства (12) определены при 
всех х, так как функция к обще-рекурсивна. При х = п 
из (12) получаем: 

Ѳ (га, га) = к (га). (13) 

Значит, функция Ѳ определена на паре (га, га). А тогда 
и функция / 2 определена при х = га. Следовательно, га 
входит в область определения функции / 2 . Значит, 

/ 2 (га) =/г (га). (14) 


*) Говорят, что функция к является продолжением функции /, 
если Л (а) = / (а) для любого а из области определения функции /. 
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Но 


/а И = Ѳ ( п > п). 


Из (14), (15) и (13) получаем противоречие: 

Ѳ ( п, п) — Ѳ (п, п ). 


(15) 


2. ВАЖНЫЕ ПРИМЕРЫ 

Пример 1. Примеры частично-рекурсивных функ¬ 
ции, не продолжаемых до обще-рекурсивной*). 

a) Возьмем какую-нибудь частичцо-рекурсивную функ¬ 
цию Ѳ <2) , универсальную для класса Ѳ (1) . Функция 
заданная равенством Д (х) = Ѳ (х, х), будет частично-ре¬ 
курсивной и, в силу теоремы 4, не продолжаемой до 
обще-рекурсивпой функции. В частности, в силу замеча¬ 
ния 2 после теоремы 1, такой функцией будет функция /, 
заданная равенством /(ж)=Ч ;(2) (х, х). 

b) Положим / 2 (ж)=й§'Ѳ(ж, х), где Ѳ (2 > —частичпо-рекур- 
сивпая функция, универсальная для класса 01 1 *. В силу 
теоремы 4, функция Д не может быть продолжепа до обще¬ 
рекурсивной. Заметим, что функция / 2 принимает только 
значения 0 и 1. Таким образом, мы построили пример 
такой частично-рекурсивной функции, не продолжаемой 
до обще-рекурсивной, которая принимает лишь два 
значения. 

Теперь мы в состоянии построить индивидуальный 
пример не частично-рекурсивной функции. Пока мы только 
нз теоретико-множественных соображений знаем, что 
такие фупкции существуют (см. следствие 1 теоремы 1 
нз § (5). 

Пример 2. Примеры не частично-рекурсивных 
функций. 

а) Пример всюду определенной не частично-рекурсивной 
функции (см. еще примеры 10, И). 

Возьмем какую-нибудь частично-рекурсивную функ¬ 
цию /Н), не продолжаемую до обще-рекурсивпой функции 


*) Первый пример такой функции построен С. К. Клини (см. 
[1938], третье подстрочпоѳ примечание). Построение, проводимое 
в примере Іа (а также в примере 2а), принадлежит А. II. Колмо¬ 
горову [1954]. 



256 ФУНКЦИЯ, УНИВЕРС. ДЛЯ ЧАСТИЧНО-РЕКУРСИВНЫХ [§ 9 


(как показано в примере 1, такая функция существует). 
Обозначим через область определения функции /. 
Определим функцию й «кусочно»: 


/ (ж) ж 6 В, 

О жб7Ѵ\/) у . 


( 1 ) 


Функция Й является продолжением функции / и, следо¬ 
вательно, не обще-рекурсивна. Но функция Й всюду 
определена. Значит, она не частично-рекурсивна. Итак, 
функция Й — искомая. В частности, функция й, задан¬ 
ная схемой 


Й (ж) = 


Т (х, х), если V определена на кортеже ( х , х), 
О в противном случае, 


(П 


всюду определена и не частично-рекурсивна. 

b) Пример всюду определенной строго возрастающей 
не частично-рекурсивной функции. 

Пусть /<0— всюду определенная не частично-рекурсив¬ 
ная фупкция (пример 2а). Тогда функция § : §(%) = 

І=Х 

= ^(г)+х— искомая. 

і=0 

c) Пример всюду определенной однолистной не частично¬ 
рекурсивной функции. 

Такой является, например, любая функция, существо¬ 
вание которой утверждается примером 2Ь. 

сі) Пример всюду определенной не частично-рекурсивной 
функции, все множества уровня которой обще-рекурсивны. 

Такой является, например, любая функция, существо¬ 
вание которой утверждается примером 2с (любое ее мно- 
жество уровня либо пусто, либо состоит из одной точки). 

е) Пример функции, не продолжаемой до частично¬ 
рекурсивной (и, тем более, не частично-рекурсивной). 

Во-первых, любая всюду определенная пе частично¬ 
рекурсивная функция (см. пример 2а) тривиальным образом 
не продолжаема до частично-рекурсивной (ее «некуда 
продолжать»). Во-вторых, если / — произвольная пе 
частично-рекурсивная фупкция, то функция §(х) = 
=/(ж—1) —не продолжаема до частично-рекурсивной (хотя 
ее «есть куда продолжать» — она не определена в 0). 
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Вследствие Основной гипотезы (стр. 157), класс частич¬ 
но-рекурсивных функций совпадает с классом интуитивно¬ 
вычислимых функций. Функция / из примера 1 частично¬ 
рекурсивна и, следовательно, интуитивно-вычислима, 
функция $2 из примера 2а (см. (1)) не частично-рекурсивна 
и, значит, не интуитивно-вычислима. Постараемся понять, 
почему результат продолжения интуитивно-вычислимой 
функции / — функция Й — не интуитивно-вычислим. Что 
означает — «функция / интуитивно-вычислима»? Это зна¬ 
чит, что существует алгоритм, который, будучи приме¬ 
ненным к х, для которого /(ж) определено, вычислит нам 
после какого-то, заранее не известного и ничем не ограни¬ 
ченного числа шагов значение /(ж). Если же этот алгоритм 
будет применен к такому х, на котором /(г) не определено, 
то мы не знаем, что будет. Быть может, например, алгоритм 
будет работать бесконечно, и мы не будем знать, то ли мы 
не проделали еще достаточного числа шагов для вычисления 
((х), то ли /(ж) не определено. Легко понять тогда, что 
из алгоритма вычисления }(х) нельзя построить алгоритм 
вычисления ^ (х). В самом деле. Берем х. Мы не знаем: 
определено ли }(х), или нет. Пробуем применить алгоритм 
вычисления /(ж). Допустим, что мы проделали 1000 шагов 
работы алгоритма и не получили результата. Мы по-преж¬ 
нему не знаем: то ли /(г) не определено, мы считаем зря 
и О ( х)=0 , то ли мы уже близки к цели и на каком-нибудь 
1001-м, 1010-м, 1050-м шагу мы вычислим &(х)=}(х). 
Проделаем 1 000 000 шагов работы алгоритма. Если мы 
еще не получим результата, то мы окажемся абсолютно 
в том же положении. «Всех» шагов работы алгоритма мы 
принципиально проделать не можем: число шагов работы 
алгоритма ничем сверху не ограничено. И поскольку алго¬ 
ритм вычисления /(ж) вовсе не предполагает способности 
распознавать, определено ли /(г) или нет, постольку он нам 
не дает никакой возможности построить алгоритм, всегда 
вычисляющий (функция Й всюду определена) Щх). 

Пр и м е р 3. Пример частично-рекурсивной функции, 
облаетъ определения которой'не обще-рекурсивна (см. еще 
пример 15). 

Пусть / (0 — частично-рекурсивная функция, не про¬ 
должаемая до обще-рекурсивной (см. пример 1). Тогда 
область определения функции / не обще-рекурсивна, 

П в. А. Успенский 
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ибо в противном случае функция й а) : 


П 



х 6 А'\П / 


была бы обще-рекурсивным (теорема 7 из § 6) продолже¬ 
нием функции /, что противоречило бы выбору /. Итак, 
функция / — искомая. Вспоминая интуитивный смысл 
понятий «частично-рекурсивная функция» и «обще-рекур¬ 
сивное множество», мы можем сказать, что хотя функция / 
и вычислима, не существует алгоритма, распознающего 
но произвольному числу, определена она на нем или нет. 

Пример 4. Пример рекурсивно-перечислимого, но не ' 
обще-рекурсивного множества *). 

Возьмем какую-либо частично-рекурсивную функцию /, 
область определения И, которой не обще-рекурсивна. 
Существование такой функции доказано в примере 3. 
В силу следствия 4 теоремы 5 из § 6, множество 
рекурсивно-перечислимо. 

Замечание. В частности, полагая / (х) = Ч 112 ’ (х, х) 
(см. примеры 1 и 3), получим, что множество тех х, для 
которых функция Ч ,(2) определена на кортеже (х, х), 
рекурсивно-перечислимо, но не обще-рекурсивно. Но, как 
показывает равенство (2) из п. 1, У 12 ’ тогда и только 
тогда определена на кортеже ( х , х), когда существует 
такое I, что Ф (3) (х, х, I) = 0. Поэтому множество 


Ш{х^М\ Существует I, для которого Ф |8) (х, х, I) = 0} 


рекурсивно-перечислимо, но не обще-рекурсивно. 

Итак, существуют рекурсивно-перечислимые, но не 
обще-рекурсивные множества. Это обстоятельство, в со¬ 
четании с соотношениями (2) из п. 1 § 7 и (4) из н. 3 


*) Факт существования рекурсивно-перечислимого, но не 
обще-рекурсивного множества (пример 4) или, что то же самое, 
рекурсивно-перечислимого множества с не рекурсивно-перечисли¬ 
мым дополнением (пример 5) является одним из центральных фактов 
теории алгоритмов и вычислимых функций. Первый пример такого 
множества был построен А. Чёрчем [1936]. Из существования такого 
множества могут быть, по-видимому, извлечены все известные в мате¬ 
матике примеры несуществования алгоритмов. 
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§ 8, дает следующее окончательное соотношение: 

ПсОсР. (2) 

Пример 5. Пример рекурсивно-перечислимого мно¬ 
жества, дополнение к которому не рекурсивно-пере¬ 
числимо *). 

Таковым является любое рекурсивно-перечислимое, но 
не обще-рекурсивное множество П (существующее в силу 
примера 4). 

Пример 6. Примеры не рекурсивно-перечислимых 
множеств. 

a) Пример не рекурсивно-перечислимого множества 
с рекурсивно-перечислимым дополнением. 

Таково дополнение к множеству, существование кото¬ 
рого утверждается примером 5. 

b) Пример не рекурсивно-перечислимого множества, 
дополнение к которому не рекурсивно-перечислимо. 

Пусть Ь х — рекурсивно-перечислимое, но не обще-ре¬ 
курсивное множество в N. Такие множества существуют, 
как показано в примере 4. Множество Ь г = N \Ьі не 
рекурсивно-перечислимо. 

Возьмем обще-рекурсивную функцию / х : Д ( х) = 2х 
и рассмотрим отображение Д множества N в IV, осуще¬ 
ствляемое функцией / х . Для образа произвольного иод- 
множества МсN при отображении / х введем обозначе¬ 
ние: / х ( М) — 2М. Например, 2N — / х (УѴ) — это множество 
четных чисел. Множества 27Ѵ и 2 Ь х рекурсивно-перечис¬ 
лимы (теорема 2 из § 5 и следствие 1 теоремы 5 из § 6). 
Множество 2 Ь г = 2УѴ \ 2 Ь х не рекурсивно-перечислимо, 
так как его прообраз — множество Ь 2 = N \Ь Х — не ре¬ 
курсивно-перечислим (следствие 2 теоремы 5 из § 6). 

Теперь проделаем аналогичную операцию с натураль¬ 
ным рядом при помощи обще-рекурсивной функции / 2 : 
/ 2 {х) ~ 2х + 1. Для образа произвольного множества 
Мег/у при отображении / 2 множества N в N, осуще¬ 
ствляемом функцией / 2 , введем обозначение: / 2 ( М ) = 
= 2М-\-1. В частности, 2/Ѵ +1 — множество нечетных 
чисел. Опять по тем же теоремам множества 2N 4-1 
и 2-)-1 рекурсивно-перечислимы, а множество 2 Ь г -р 1 = 


*) См. сноску па предыдущей странице. 

17* 
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= (27Ѵ+ 1) \ (2^+1) не рекурсивно-перечислимо 
N = 27Ѵ У (27Ѵ +1), 

27У=2^и (27Ѵ\2^), 

2ДГ+ 1 = (21,, + 1) у [(27Ѵ + 1) \ (2Ь Х + 1)]. 

Множества 2Ы, 2Л Г +1, 2Ь и -2Ь х -\- \ рекурсивно-перечис- 
лимы. Множества (2Л \2Ь 1 ) и (27Ѵ+ 1) \ (2^-+- 1) не 
рекурсивно-перечислимы. 

7Ѵ=2іѴу (2 іѴ+1) = 

= Щ II (2ІѴ \ 2 Ь,) у (2 Ь г + 1) и [(27Ѵ -И) \ (Щ + 1)], 

причем все слагаемые попарно не пересекаются. Теперь 
объединим слагаемые «крест-накрест»: 

N = {2 Ь х и [(27Ѵ + 1)\(2Ь 1 + 1)]} [] {(2 Ь, + 1) Ц (2ЛГ\2^)}. 

Множество Ь 8 = {2Ь Х у [(2Л Г Ч-1) \ (21^ + 1)]) не рекур- 
сивно-перечислпмо, так как иначе было бы рекурсивно- 
перечислимо его пересечение с рекурсивно-перечислимым 
множеством 27Ѵ+ 1 (теорема 4 из § 5), но Ь в П (2/Ѵ + 1) = 
= (2ІѴ+1)\(2^ + 1). Множество ^ = {(2^+1) {] 
(_) (2/Ѵ \ 2/^)} тоже не рекурсивно-перечислимо, так как 
иначе было бы рекурсивно-перечислимо его пересечение 
с рекурсивно-перечислимым множеством 2 N (теорема 4 
из § 5), но Ьі {“) 2N = 2N\ 2 Ь г . 

Итак, N = Ь я {] Ь ІУ Ь я П Ьі ~ А и множества Ь я , Ь і — 
не рекурсивно-перечислимы. Множество Ь 3 (или Т 4 ) — 
искомое. 

с) Еще пример не рекурсивно-перечислимого мно¬ 
жества. 

Возьмем частично-рекурсивную функцию Т' 2) , универ¬ 
сальную для частично-рекурсивных функций из Ч а \ 
Обозначим через Ь множество тех п, при которых полу¬ 
чающаяся из функции Т г<2) фиксированием первого аргу¬ 
мента функция /г: к (х) = Т ( п , х) — всюду определена 
и, значит, обще-рекурсивна; короче: Ь — это множество 
номеров обще-рекурсивпых функций относительно нуме¬ 
рации частично-рекурсивных функций, задаваемой функ¬ 
цией У. Докажем, что множество Ь не рекурсивно Г пере- 
числимо. Допустим противное. Тогда существовала бы 
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«перечисляющая» обще-рекурсивная функция ^ (1) , мно¬ 
жеством значений которой является Ь (теорема 23 из § 7). 
Л тогда функция / (2) : 

1{т, х) = Ч г (#(/л), х) 

была бы всюду определенной и, следовательно, обще-ре¬ 
курсивной функцией, универсальной для обще-рекурсив- 
иых функций из 0 а> , что противоречит теореме 3. 

Замечание. Множество, рассмотренное в примере 6с, 
не будучи рекурсивно-перечислимым, не будет и обще¬ 
рекурсивным. На интуитивном языке оно не является 
разрешимым, т. е. не существует алгоритма, который по 
номеру частично-рекурсивной функции распознавал бы, 
будет ли эта функция обще-рекурсивной. Для так назы¬ 
ваемых «главных» нумераций нами будет доказана в § 11 
гораздо более общая теорема (теорема 9) о несущество¬ 
вании алгоритма, распознающего по номеру какое бы 
то ни было нетривиальное свойство частично-рекурсив¬ 
ных функций. 

Пример 7. Пример обще-рекурсивного отображения 
множества N в IV, при котором само N переходит в не 
обще-рекурсивное множество (ср. с теоремой 11 из § 7). 

Пусть Ь рекурсивно-перечислимое, но не обще-ре¬ 
курсивное множество (см. пример 4). По теореме 23 из 
§ 7 множество Ь является множеством значений некото¬ 
рой обще-рекурсивной функции / <п . Отображение N в N, 
осуществляемое функцией /, — искомое. 

Пример 8. Пример обще-рекурсивного множества 
с не обще-рекурсивной проекцией. 

Достаточно взять любое рекурсивно-перечислимое, но 
не обще-рекурсивное множество (см. пример 4) и проек¬ 
тирующееся в него обще-рекурсивное множество (см. на 
стр. 143 замечание 2). 

Пример 9. Пример рекурсивно-перечислимого мно¬ 
жества, характеристическая функция которого не ча¬ 
стично-рекурсивна. 

Пусть Ь — рекурсивно-перечислимое, но не обще-ре¬ 
курсивное множество (см. пример 4). Характеристиче¬ 
ская функция множества Ь не частично-рекурсивна, 
иначе было бы противоречие с теоремой 2 из § 7. Мно¬ 
жество Ь— искомое. 
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Пример 10. Еще пример не частично-рекурсивной 
функции. 

Характеристическая функция любого рекурсивно-пе¬ 
речислимого, но не обще-рекурсивного множества (см. 
пример 4) не частично-рекурсивна и всюду определена 
(теорема 2 из § 7). 

Пример 11. Еще пример не частично-рекурсивной 
функции. 

Характеристическая функция любого не рекурсивно¬ 
перечислимого множества (см. пример 6) не частично 
рекурсивна и всюду определена (теорема 2 из § 7). 

Пример 12. Пример такой обще-рекурсивной функ¬ 
ции ер' 2 ’, что множество 

& {х б N | Существует у, для которого ф ( х , у) = 0) 
не обще-рекурсивно. 

В силу замечания после примера 4, достаточно по¬ 
ложить 

ф(ж, у) = Ф <3 ' (х, х, у). 

Пример 13. Пример обще-рекурсивного предиката 
Р' 2 ' па УѴ 2 , для которого предикат (<)'": 

(?і(х) = ІІѴ)Рі(х, у), 

не является обще-рекурсивным. 

В силу соотношения (23) из п. 3 § 3, достаточно 
положить 

Рі(х, у) = [{х, у)еМ], 

где М — обще-рекурсивное множество, существование 
которого утверждается примером 8. 

Пример 14. Пример обще-рекурсивного предиката 
на УѴ 2 , для которого предикат. (У' 1 ’: 

<?2 (*) = (Ѵу) Р 2 (*, у), 

не является обще-рекурсивным. 

Если положить Р 2 (х, у) = Р 1 (х, у), где 7^ - преди¬ 
кат, существование которого утверждается в примере 13, 
то, в силу соотношений (И) из п. 2 § 3 и (1) из п. 2 
§ 3, <? 2 0*0 = <?і (я), где (ж) = (Зу) Р 1 (х, у). Ввиду 



2 ] 


ВАЖНЫЕ ПРИМЕРЫ 


263 


теоремы 16 из § 7 и примера 13, предикат не является 
обще-рекурсивным, а предикат Р 2 обще-рекурсивен. 

Пример 15. Пример частично-рекурсивной функции, 
продолжаемой до обще-рекурсивной, но имеющей не обще¬ 
рекурсивную область определения. 

Пусть Ь — рекурсивно-перечислимое, но не обще-ре- 
курсивпое множество (пример 4). Тогда функция /: 

/ (х) = 1, если х 6 Ь, 

искомая (ср. с функцией из примера 10). 

Пример 16. Пример не частично-рекурсивной функ¬ 
ции, продолжаемой до обще-рекурсивной. 

Пусть Ь — не рекурсивно-перечислимое множество 
(пример 6). Тогда, ввиду следствия 4 теоремы 5 из § 6, 
функция /: 

/ (х) = 1, если х 6 Ь, 

—искомая (ср. с функцией из примера И). 

В связи с примерами 1 и 16 некоторый интерес пред¬ 
ставляет 

Пример 17. Пример не частично-рекурсивной функ¬ 
ции, не продолжаемой до обще-рекурсивной, по продол¬ 
жаемой до частично-рекурсивной функции. 

Пусть / (1 ' - частично-рекурсивная функция, не про¬ 
должаемая до обще-рекурсивной (пример 1). Обозначим 
через В ) ее область определения. В силу следствия 4 
теоремы 5 из § 6, рекурсивно-перечислимо. Пусть 
Ь — произвольное линейное не рекурсивно-перечислимое 
множество (пример 6). Используем теперь обозначения, 
введенные в примере 6Ъ. Множество 2Пу рекурсивно-пе¬ 
речислимо (следствие 1 теоремы 5 из § 6). Множество 
2Ь- 1-1 не рекурсивно-перечислимо (следствие 1 теоремы 5 
из § 6). Введем функцию ср' 1 ’: 

1 1, Х$2 Ь+і. 

Докажем, что функция ср —искомая. Областью определе¬ 
ния функции ср является множество (2Ь-\- і). 

С помощью теоремы 4 из § 5 легко доказать, что это 
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множество не рекурсивно-перечислимо. Следовательно, 
функция ф не частично-рекурсивна (следствие 4 теоремы 5 
из § 6). Функция ф ш : і 


ф(г) = 



х 6 20,, 

х 6 2И + 1 (х — нечетное), 


является частично-рекурсивным (теорема 7 из § 6) про¬ 
должением функции ф. Если бы функции ф имела обще¬ 
рекурсивное продолжение §, то функция к: к(х} = § (2х) — 
была бы обще-рекурсивным продолжением функции /, 
что противоречило бы выбору /. 

Пример 18. Пример плоского не рекурсивно-перечис¬ 
лимого множества, пересечение которого с каждой пря¬ 
мой, параллельной оси х, и с каждой прямой, параллель¬ 
ной оси у, обще-рекурсивно. 

Пусть / а> — не частично-рекурсивная функция, все 
множества уровня которой обще-рекурсивны. Существо¬ 
вание такой функции доказано в примере 2й. Тогда 
график С. функции / — искомое множество (теорема 3 
из § 6). 

Пример 19. Пример такой всюду определенной не 
частично-рекурсивной функции типа Л т2 — >УѴ, что все 
функции, получающиеся из нее фиксированием первого 
аргумента, и все функции, получающиеся из нее фикси¬ 
рованием второго аргумента, обще-рекурсивны. 

Пусть М — плоское множество, существование кото¬ 
рого утверждается примером 18. Тогда характеристи¬ 
ческая функция Х м множества М — искомая (теорема 1 
из § 7). 

Пример 20. Пример не частично-рекурсивной функ¬ 
ции й <2> , универсальной для класса Ч П) , для которой 
всякая функция / а \ полученная из й 12 ’ фиксированием 
первого аргумента, частично-рекурсивна. 

Пусть Т' 2 ’ — частично-рекурсивная функция, универ¬ 
сальная для класса Ч а> (теорема 1 из § 9). Пусть ф <2) — 
не частично-рекурсивнан функция, для которой всякая 
функция / ш , полученная из ф' 2> фиксированием первого 
аргумента, частично-рекурсивна (существование такой 
функции доказано в примере 19). Тогда функции й <2> , 
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определенная «кусочно»: 

) 

І ср С Т ’ х ) ' п ~ четное > 

Гп - 1 \ 

ЧЧ — 2 “т, х ), и —нечетное, 

— искомая. Функция й не частично-рекурсивна, так как 
<р(п, ж) = й(2/г, х). Функция й — универсальная для 
класса % а \ так как Ч г (п, х) = О (2п-Ь 1, х). 

Пример 21. Пример функции 0 <8+1) , универсальной 
для класса V 3 ’, для которой не всякая функция / 18) , по¬ 
лученная из й <3+1) фиксированием первого аргумента, 
частично-рекурсивна. 

Пусть Ч Г(3+1 ’— универсальная функция для класса Ч <8) 
(не обязательно даже частично-рекурсивная), а / <5) — не 
частично-рекурсивная функция (примеры 2, 10, 11). 

Тогда функция й (3+1) , определенная «кусочно»: 

„ . . / / (*1.*з)> П = 

0( "’ ^. Хі) ~[ Ч(п-1, .*,), И > 0, 


— искомая. 


3. УНИВЕРСАЛЬНОЕ МНОЖЕСТВО. УНИВЕРСАЛЬНАЯ ПАРА 

Дадим геометрический аналог того,* что было сделано 
в пп. 1 — 2. Для простоты большую часть изложения 
будем вести для а = 2 и 5 = 3. Напомним, что множества 
в ІѴ 2 мы условились называть плоскими, а множества 
в ІѴ — линейными. Обозначим класс рекурсивно-перечи¬ 
слимых множеств из-іѴ 3 через Р' 3 ’. 

Определение. Множество А <3+1) с ІѴ 3+1 называется 
универсальным для данного класса подмножеств прост¬ 
ранства ІѴ 3 , если для любого множества І)<ГІѴ 8 из этого 
класса существует такое число п, что 

пр 2 ,з ,.... 8+ 1 [({<«>} ХІѴ 5 )ПЛ‘ 8П, ] = І>. (1) 

Число п, для которого выполняется равенство (1), назы¬ 
вается при зтом номером множества Б относительно 
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нумерации, задаваемой множеством Л (8+1 \ или, короче, 
относительно множества Л‘ 8+1) *). 

В частности, плоское множество А т называется 
универсальным для класса Р (1> линейных рекурсивно-пере- 





Рис. 17. 

числимых множеств, если для любого линейного рекур¬ 
сивно-перечислимого множества Б найдется такое п, что 

Щ>а [('<«>} ХЛ0П^‘ г> ] = /) ( см - Р ис - 17 )- ( 2 ) 

Множество А' 3> С7Ѵ 3 называется универсальным для 
класса Р' г> плоских рекурсивно-перечислимых множеств, 
если для любого плоского рекурсивно-перечислимого 
множества Б найдется такое п, что 

пр 2 , з [({<«>} ХіѴ г )П^ (3, ] = -О (см. рис. 18). (3) 


*) Часто встречается другое понятие универсального множест¬ 
ва; именно, множество А с Л 75 " 1 называется унигерсальным (в новом 
смысле) для данного класса подмножеств пространства А 78 , если, 
во-первых, А универсально в смысле только что сделанного опре¬ 
деления и, во-вторых, для любого п множество 

п Рг, з, ..., «♦! [({<«>} X А’ 8 )ГМ] 

принадлежит к рассматриваемому классу подмножеств. Ср. под¬ 
строчное примечание на стр. 203. 
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Теорема 5. Существует плоское рекурсивно¬ 
перочислимое множество А' 2 ’, универсальное для 
класса линейных рекурсивно-перечислимых множеств. 


ч 



Доказательство. Возьмем какую-нибудь частич¬ 
но-рекурсивную функцию Т г<2> , универсальную для клас¬ 
са V 1 ’ частично-рекурсивных функций (такая функция 
существует по теореме 1), и рассмотрим в 7Ѵ 3 график 
С, К ( 2 ) функции Ч Г(2> , т. е. множество троек (п, х, у) таких, 
что у = У (п, х). Докажем, что искомое множество А <2> равно 

А' 2 ’ = пр 1і3 С ч ,«2). (4) 

Во-первых, определенное равенством (4) множество А' 2> 
рекурсивно-перечислимо (теорема 3 из § 6 и теорема 3 
из § 5). Во-вторых, оно универсально. Действительно, 
возьмем произвольное линейное рекурсивно-перечислимое 
множество Б. По теореме 10 из § 6 найдется такая 
частично-рекурсивная функция /, что множество Б будет 
множеством ее значений. При некотором п и при всех х 


/(®) = Ѵ(п, X). 
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Легко видеть, что при этом п 

прз [({(«)} хТѴ) Г)пр 1>3 ^. (2 ,] = 1) (см. рис. 19). 

Замечание 1. Мы получили плоское рекурсивно¬ 
перечислимое множество А іг \ универсальное для класса 
линейных рекурсивно-перечислимых множеств, из частич¬ 
но-рекурсивной функции Ч" 2 ’, универсальной для частич¬ 
но-рекурсивных функций из V 1 ’. Можно было все про¬ 
делать в обратном порядке: сначала — независимо от 


У 



универсальной функции — построить универсальное мно¬ 
жество, а потом из универсального, множества получить 
универсальную функцию. Допустим, что мы в простран¬ 
стве ( п , х, у) *) построили рекурсивно-перечислимое 

*) Употребляя такое обозначение для пространства ІѴ 3 , мы тем 
самым автоматически обозначаем первую ось через ось п, вторую 
ось через ось х и третью ось через ось у. 
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множество А <3> , универсальное для класса плоских 
рекурсивпо-неречислимых множеств. Множество А' 3> уни- 
формизуется вдоль оси у некоторым рекурсивно-перечи¬ 
слимым множеством 6 (см. в п. 1 § 10 определение 
и замечание 1 после теоремы 3). Множество С—униформ¬ 
ное (вдоль оси у), и, следовательно (замечание 1 в и. 4 
§ 2), является графиком некоторой функции у = Ч г (п, х). 
Легко видеть, что функция Т 42 ’ — частично-рекурсивная 
функция, универсальная для класса Ч а) (теорема 3 из § 6). 

Замечание 2. Плоское множество А і2 \ универ¬ 
сальное для класса линейных рекурсивно-перечислимых 
множеств, является, очевидно, универсальным и для 
класса линейных обще-рекурсивных множеств (см. (2) 
в п. 2; ср. с замечанием 2 после теоремы 1). 

Теорема 6. Если В —плоское множество, универ¬ 
сальное для класса линейных обще-рекурсивных множеств, 
то множество С — В[}% {(х, у)\х = у} не обще-рекурсив¬ 
но (ср. с замечанием после теоремы 3). 

Доказательство. Допустим противное. Мно¬ 
жество С обще-рекурсивно, тем более — рекурсивно-пере¬ 
числимо. Значит, рекурсивно-перечислимо множество 

В = пр, С (теорема 3 из § 5). Обозначим «диагональ» через 
Е : Е = Щ{(х, у) | я = г/). 

С = Е[)В, (5) 

Д = пр 2 С = пр 2 (ЯПД) (6) 

Е — примитивно-рекурсивное множество (§ 4, п. 2), тем 
более - обще-рекурсивное ((2) из п. 2). Множество Е\С — 
обще-рекурсивное (теорема 3 из § 7), тем более —рекур¬ 
сивно-перечислимое ((2) из п. 2). Геометрически очевид* 
но, что в данном конкретном случае дополнение мно¬ 
жества В до N (до «оси у»), т. е. дополнение к проек¬ 
ции, равно проекции дополнения (см. рис. 20): 

7Ѵ\Д = нр,(Я\С). . (7) 

Значит, 7Ѵ\7) рекурсивно-перечислимо (теорема 3 из § 5). 

Множества Б и 7Ѵ\7) рекурсивно-перечислимы. Зна¬ 
чит. множество 7Ѵ ч В обще-рекурсивно. Обще-рекурсив- 
ность множества 7Ѵ\7) и приведет нас к противоречию. 
Так как множество 7Ѵ \ В обще-рекурсивно, а множество 
В — универсальное для класса линейных обще-рекурсив- 
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ных множеств, существует такое п 0 , что 

пРаКК^о» ХЛ?)П5] = Л?\/). (8) 

Рассмотрим два возможных а ргіогі предположения: 

и п 0 6 7Ѵ\І). Оба они приведут нас к противо¬ 
речию. 

Допустим, что п 0 6 П. По (6) существует такое т 0 , что 
(т 0 , п 0 )$Е[}В, т. е. (т 0 , п 0 ){Е и (т 0 , п 0 )$В. Но 



Рис. 20. 

Е = Щ{х = у]. Значит, т 0 — п 0 . Итак, ( п 0 , п 0 )$В. Но 
( п 0 , п 0 ) 6 {(«о» X N. По (8) п 0 6 УѴ\П. Противоречие. 

Допустим, что п 0 Р 7Ѵ\П. По (8) ( п 0 , п 0 ) (= В. Но 
(п 0 , п 0 ) (= Е. По (6) п 0 (= П. Противоречие. Теорема доказана. 

Следствие. Не существует плоского обще-рекур¬ 
сивного множества, универсального для класса линейных 
обще-рекурсивных множеств (ср. с теоремой 3). 

Теорема 7. Если А 12> ~ плоское рекурсивно-пере¬ 
числимое множество, универсальное для класса линейных 
рекурсивно-перечислимых множеств, то 

1) множество А 12> рекурсивно-перечислимо, но не 
обще-рекурсивно *). 

*) Ср. с замечанием 1 после теоремы 1. 
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2) множество 'А т< ^\Ш{{х, у)\х = у} рекурсивно-пере¬ 
числимо, но не обще-рекурсивно*). 

3) множество пр 2 [А <2) § {(я, у)\х = у)\ рекурсивно¬ 

перечислимо, но не обще-рекурсивно. 

4) множество УѴ\пр 2 [А' 2 ’ [)% {(я, У)\х = у}] не рекур¬ 
сивно-перечислимо. 

Доказательство. Первое утверждение следует 
из замечания 2 после теоремы 5 и следствия теоремы 6. 
Второе утверждение следует из теоремы 4 из § 5, заме¬ 
чания 2 носле теоремы 5 и теоремы 6. Третье утвержде¬ 
ние следует из теоремы 3 из § 5 и доказательства 
теоремы 6. И, наконец, четвертое утверждение следует 
из третьего и определения обще-рекурсивного множества. 

Предположим, что каким-либо способом нам удалось 
иолучитышоское рекурсивно-перечислимое множество/!' 2 ', 
универсальное для класса линейных рекурсивно-нере- 
числнмых множеств. Тогда, как указано в замеча¬ 
нии 1 после теоремы 5, можно ностроить универсальную 
функцию, а вместе с нею и всю цепь примеров 1—21 
из и. 2. Однако многие из этих примеров, полученных 
нами при помощи универсальной функции, можно полу¬ 
чить и непосредственно из существования универсаль¬ 
ного множества, не прибегая к универсальной функции. 
Именно, теорема 7 позволяет, исходя из одного лишь 
универсального множества, построить пример рекурсив¬ 
но-перечислимого, но не обще-рекурсивного множества 
(ср. пример 4 из п. 2). А тогда можно получить и при¬ 
меры 5 — 11, 13 — 16 из п. 2, так как все опи опирают¬ 
ся лишь на факт существования рекурсивно-перечисли¬ 
мого, но не обще-рекурсивного множества. Можно полу¬ 
чить и обще-рекурсивную функцию <р <2 ’, для которой 
множество 

Л = Ш{х^И\ Существует у, для которого <р (х, у) = 0} 

не обще-рекурсивно (см. пример 12.из п. 2). С зтой 
целью возьмем линейное .рекурсивно-иеречислимое не 
обще-рекурсивное множество Ь и проектирующееся 
в него плоское обще-рекурсивное множество () (замеча¬ 
ние 2 па стр. 143). Положим ср (х, у) = 8§ (ж, у). Тогда 


*) Ср. с замечанием после теоремы 3. 
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Ь = К и, следовательно, ф — искомая функция. Если 
выбрать в качестве () примитивно-рекурсивное множест¬ 
во, то ф будет даже примитивно-рекурсивной функцией. 

Теорема 8. Существует рекурсивно-перечислимое 
множество Л <8+1) с7Ѵ а+1 , универсальное для класса Р' 3) 
рекурсивно-перечислимых множеств в ІѴ 3 (»>1). 

Доказат е л ь с т в о. Возьмем произвольное обще¬ 
рекурсивное взаимно-однозначное соответствие хМ между 
N и ІѴ 8 (теорема 32 из § 7) и функции х[ 8] , ..., х^ 1 , х, 8] , 
его осуществляющие. Устроим обще-рекурсивное взаимно¬ 
однозначное отображение пространства ІѴ 2 на простран¬ 
ство ІѴ 8+1 : 

/і (п, і) 
к (п, I) 

/з (п, I) 

/ 8+ г (п, 0 = № (0 = **■ 

При отображении (9) каждая прямая & {(п, 1}^]У 2 \п — н 0 } 
перейдет взаимно-однозначно в «гиперплоскость» 

Ш {(я, х ѵ ..., х $ ) е ІѴ 8+1 1 п = н 0 }. 

Рекурсивно-перечислимое плоское множество Л <2> , уни¬ 
версальное для класса линейных рекурсивпо-перечисли- 
мых множеств (такое множество существует но теоре¬ 
ме 5), перейдет при отображении (9) в искомое множест¬ 
во: рекурсивно-перечислимое (следствие 1 теоремы 5 из 
§ 6) и универсальное для рекурсивно-перечислимых 
множеств из ІѴ 3 *). 

Определение. Пара плоских множеств: Е ѵ Е г — 
называется дважды универсальной для класса Р п> линей¬ 
ных рекурсивно-перечислимых множеств , если для любых 
двух линейных рекурсивно-перечислимых множеств М г , 

*) Это доказательство на геометрическом языке осуществляет 
ту идею, о которой мы говорили в замечании 3 к теореме 4 из 
§ 8 (стр. 236) и в замечании 3 к теореме 1. 


= (п)=п, 

= х[ 3] (I) = х 1г 

= X? 1 (0 = Х 2 , (9) 
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М 2 


найдется такое• п, что одновременно 


цр 2 [({(и)} X ЛОП^і] = м л 
п Рг 1({( я )} X 7Ѵ) П-^г] = 


(см. рис. 21). 


( 10 ) 

(И) 


Аналогично можно определить пару множеств в УѴ Й+1 , 
дважды универсальную для класса Р (3) . 



Теорема 9. Существует пара плоских рекур¬ 
сивно-перечислимых множеств, дважды универ¬ 
сальная для класса Р а> линейных рекурсивно-перечисли¬ 
мых множеств*). 

Д о к а з а т е льет в о. Дадим два доказательства 
этой теоремы. 

1) В пространстве ІѴ 3 с осями п, х, у возьмем 
рекурсивно-перечислимое множество А <3> , универсальное 
для класса плоских рекурсивно-перечислимых множеств. 
Такое множество существует по теореме 8. Возьмем на 
оси х две произвольные точки, например, для опреде¬ 
ленности: х=1 и х = 2. Проведем через х=і и х — 2 
плоскости, параллельные плоскости (п, у). Эти пло- 

*) Понятие дважды универсальной (для класса Р <1) ) пары и 
теорема 9 были изложены П. С. Новиковым в его лекциях, читан¬ 
ных в 1951/52 учебном году в Московском университете. 

18 в. А. Успенский 
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скости пересекутся с Д <3> по некоторым рекурсивно-пере¬ 
числимым множествам Е*, Е% (теоремы 7 из § 5 и 4 из 
§ 5). Спроектируем множества Е*, ѣ* на плоскость ( п , у). 
Полученные на плоскости ( п , у) при проектировании 
рекурсивно-перечислимые (теорема 3 из § 5) множества 
Е ѵ Е г образуют искомую пару, дважды универсальную 



для класса Р а> (см. рис. 22). Докажем это. Возьмем два 
произвольных линейных рекурсивно-перечислимых мно¬ 
жества: А?! и М 2 . Построим из них плоское рекурсив¬ 
но-перечислимое множество Ь:Ь=[{(І)} х А/ 1 ]Щ{(2)} X М 2 ] 
(см. рис. 23 и 22). 

Согласно определению универсального множества, 
найдется такое п 0 , что I, = пр 2(3 [({(я 0 )} х ІѴ X УѴ)П^ 3 >]. 
По построению 

Яі = пр х . з Е* = пр 1>3 [(іѴ X {{!)} X ІѴ) П^' 3 ’]. 

Е 2 = п Рі> , Е* = п Рі , 3 [(ІѴ X {(2)} X ІѴ) П А'«]. 

Легко видеть, что плоскость п = п 0 пересечется с Е* по 
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І х = {(«о» X И 1 » х М Ѵ с Щ-по Ь 2 = {(п 0 )}Х{(2)}хМ 2 . 

А тогда в плоскости ( п , у) прямая п = п 0 пересечется 
с Е х но «п 0 » X ЛГі, с Е 2 — по {(га 0 )}хМ 2 . Следовательно, 

пр 3 [(Н«о)}ХІѴ)П' е і] = ^і. пр 3 [({(н 0 )}ХІѴ)П^ 2 ] = ^2- 

Таким образом, для произвольных линейных рекурсивно¬ 
перечислимых множеств М х 
и М г мы нашли такое число 
(а именно, ге 0 ), для кото¬ 
рого выполняются равенства 
(10) и (И). Теорема доказана. 

2) Пусть Е — плоское ре¬ 
курсивно-перечислимое мно¬ 
жество, универсальное для 
класса Р (1> (такое существует 
в силу теоремы 5), и пусть 
X; 21 , Ха 21 , х[ 21 суть обще-ре¬ 
курсивные функции, осу¬ 
ществляющие взаимно-одноз¬ 
начное соответствие между N 
и ІѴ 2 (теорема 32 из § 7). 

Рассмотрим при і = 1 и при 
і = 2 следующие обще-рекурсивные отображения Ѳ { прост¬ 
ранства ІѴ 2 на себя: 

М< ж » у)) = {у*\х), у). 

Обозначим через Е х полный прообраз множества Е при 
отображении Ѳ { . Множества Е х (1 = 1,2) рекурсивно- 
перечислимы в силу следствия 2 теоремы 5 из § 6. 
Покажем, что пара Е х , Е 2 является искомой дважды 
универсальной парой. Действительно. Если М х и М й — 
линейные рекурсивно-перечислимые множества с номе¬ 
рами п х и п 2 относительно множества Е, то 

Му = пр 2 [({(«!>} X ЛГ) ПЯ]. М 2 = пр 2 Щ{п 2 )} X Ю Г)Я]. 

А тогда, полагая ге = х^ 2 ^(п 1 , п 2 ), получим требуемые 
равенства (10) и (11), так как для любого пгбіѴ {п 1У т)^Е 
тогда и только тогда, когда (х[ 2] (га 1 , п 2 ), т) 6 Е х (і = 1, 2). 
Теорема доказана. 


У 



18* 



§ 10. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
О РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫХ МНОЖЕСТВАХ 

В этом параграфе происходит дальнейшее изучение как 
свойств, присущих всем рекурсивно-перечислимым мно¬ 
жествам, так и некоторых специальных видов рекурсивно¬ 
перечислимых множеств. В ц. 1 доказывается теорема о воз¬ 
можности униформизовать всякое рекурсивно-перечисли¬ 
мое множество рекурсивно-перечислимым же множеством. 
В п. 2 на основе Теоремы об униформизации исследуются 
вопросы отделимости и доказывается важная для приложе¬ 
ний теорема о существовании неотделимых рекурсивно¬ 
перечислимых множеств. В п. 3рассматриваются некоторые 
важные примеры множеств. 

Этим параграфом по существу завершается начатое 
в § 4 изложение основных фактов теории частично-рекурсив¬ 
ных функций и рекурсивно-перечислимых множеств, а 
именно таких фактов, которые прямо или косвенно 
касаются свойств, присущих всем частично-рекурсивным 
функциям или рекурсивно-перечислимым множествам 
(ведь утверждение о каком-нибудь свойстве всех, скажем, 
примитивно-рекурсивных функций, приводится к виду: 
«всякая частично-рекурсивная функция, если она прими¬ 
тивно-рекурсивна, то ...»; а утверждение о существовании, 
скажем, рекурсивно-перечислимого, но пе обще-рекурсив¬ 
ного множества — к виду «неверно, что всякое рекурсивно¬ 
перечислимое множество обще-рекурсивно»). Предшествую¬ 
щая фраза не претендует, конечно, на совершенно точный 
смысл; она станет понятнее после знакомства со следующим, 
одиннадцатым, параграфом и осознания того, что в нем 
излагаются факты совсем другого, нового характера. 

Постановка вопросов униформизации (см. стр. 278) и отде¬ 
лимости (см. стр. 281) принадлежит II. Н. Лузину; эти вопросы перво¬ 
начально возникли и решались в дескриптивной теории множеств — 
самим Н. Н. Лузиным и членами его школы, прежде всего П. С. Но- 
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виковым (см. обзор А. А. Ляпунова и П. С. Новикова [1948]). 
«последствии П. С. Новиков заметил *), что многие понятия, методы 
и результаты дескриптивной теории множеств естественно перено¬ 
сятся в теорию вычислимых функций и перечислимых мпожеств **). 
11. С. Новиков получил ряд результатов в этом направлении ***); 
некоторые из таких результатов были изложены им в курсе лекций, 
прочитанном в 1951/52 учебном году в Московском университете, 
откуда отш и стали известны автору. В этом курсе, в частности, были 
сообщены теоремы 1—3, 5—7 настоящего параграфа; доказательства 
теорем 1—6 и первое доказательство теоремы 7 также заимствованы 
из этого курса (заметим, что первое доказательство теоремы 7 повто¬ 
ряет, по существу, доказательство известной теоремы П. С. Новикова 
о неотделимости СА-множеств — см. стр. 89 статьи В. Я. Арсенина 
и А. А. Ляпунова [1950]) ****). Вопросы, рассматриваемые в п. 3, 


*) Это заметил также А. Мостовский [1947]. 

* *) Так, например, если проводить параллель между рекурсивно- 
перечнелимыми и обще-рекурсивными множествами с одной сто¬ 
роны и А- и В-множествами с другой, то тот факт, что взаимпо- 
дополпительпые рекурсивпо-перечислимые множества обще-рекур- 
синны (см. определение па стр. 143), будет аналогом известной 
теоремы М. Я. Суслина [1917] о том, что взаимно-дополнительные 
А-мпожества суть В-множества. 

***) Например, им было показано, что теоремы отделимости для 
рекурсивно-перечислимых множеств обращаются по сравнению 
с А-множествами. Имепно, в то время как всякие непоросекающиеся 
А-множества отделимы В-мпожествами (Н. Н. Лузин [1927], п. 42) 
и существуют не отделяющиеся В-множествами СА-множества 
(II. С. Новиков [1931 ]), существуют не отделяющиеся обще-рекурсив¬ 
ными множествами рекурсивно-перечислимые множества (см. ниже 
теорему 7), а всякие пепсресекающиеся множества, дополнения 
к которым рекурсивпо-перечислимы, отделимы обще-рекурсивными 
множествами (см. ниже следствие теоремы 6). 

Заметим, что принадлежащий П. С. Новикову метод доказатель¬ 
ства теоремы 5 (см. ниже) при помощи Теоремы об униформизации 
полностью остается в силе и в дескриптивной теории множеств. 
На основе этого метода, например, теоремы отделимости для А-мно- 
шеств могут быть немедленно получены из теоремы М. Кондо [1937] 
о том, что всякое плоское СА-множество униформизуется некоторым 
СА-множеством; этим же методом из теорем отделимости для А-мно- 
жеств, далее, может быть выведено изпестное положение дескрип¬ 
тивной теории мпожеств (см. стр. 76 статьи В. Я. Арсепина и 
А. А. Ляпунова [1950]) о том, что существуют А-мпожества, не уни- 
формизуемые А-множествами (ср. замечание в конце п. 2). 

****) Хотя И. С. Новиков еще, в 1946/47 учебном году вел спе¬ 
циальный семинар, посвящепный аналогии между дескриптивной 
теорией множеств и теорией вычислимых функций и перечислимых 
множеств, он не публиковал своих результатов, и многие из них 
«переоткрывались» другими авторами; так, первая публикация, 
содержащая пример неотделимых рекурсивно-перечислимых мно¬ 
жеств, принадлежит С. К. Клини [1950]. 
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также имеют свои аналоги в дескриптивной теории множеств. 
Так, например, если следствие теоремы 23 из § 7 считать аналогом 
известной теоремы П. С. Александрова [1916] о наличии у любого 
несчетного А-множества совершенного (и, следовательно, несчетного 
В-) подмножества, то пример 3 из п. 3 этого параграфа будет анало¬ 
гом примера несчетного СА-множества, не имеющего несчетных А- 
(а, значит, и совершенных) подмножеств (такой пример до сих пор 
не построен и неизвестно, можно ли его построить; известно лишь, 
что существование такого примера не противоречит некоторой 
системе аксиом теории множеств *)). 

1. УПИФОРМИЗУЕМОСТЬ 

Определение. Пусть Ь и Ь х — два множества 
в 7Ѵ 3+, ($>0). Мы будем говорить, что множество Ь уни- 
формизуется множеством Ь г вдоль ($+1)-й оси , если 

1 ) Ь^Ь, 

2) Ь х униформно вдоль ($ + 1)-й оси, 

3) Пр і, 2,.., з і/=Пр ^ 2,.., 8 Т-'і' 

В частности, мы будем говорить, что плоское множество 
Ь униформизуется плоским множеством Ь г вдоль второй 
оси (оси у), если 

1 ) Ь^Ь, 

2) Ь 1 униформно вдоль оси у, 

3) пр! Ь=пр! Ь х . 

На рис. 24 множество Ь униформизуется (вдоль оси у) 
множеством Ь г . Ясно, что любое множество в Л г ? всегда 
униформизуется множеством своих нижних точек. 

Пусть мы имеем некоторый фиксированный класс мно¬ 
жеств ЭД2. Для любого ли множества из этого класса най¬ 
дется униформизующее его множество из того же класса? **) 
Нас будет интересовать эта проблема для класса прими¬ 
тивно-рекурсивных множеств в 7Ѵ 8+1 , класса обще-рекур¬ 
сивных множеств в ТѴ'^ 1 и класса рекурсивно-перечисли¬ 
мых множеств в 7Ѵ 3+1 . 

Теорема 1. Для всякого примитивно-рекур¬ 
сивного множества в 7Ѵ 8+1 найдется униформизующее его 
(вдоль ($-р 1)-й оси) примитивно-рекурсивное 
множество. 

*) Это установил К. Гёдель [1938], не опубликовав, однако, до¬ 
казательства; доказательство опубликовано П. С. Новиковым [1951]. 

**) Рис. 25 дает пример замкнутого множества Л на эвклидовой 
плоскости, не униформизуемого никаким плоским замкнутым 
множеством. 
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Доказательство. Искомым множеством будет 
множество нижних точек. Для «=1 см. следствие теоремы 17 
из § 4. Для $>1 см. замечание после теоремы 17 из § 4. 

Теорема 2. Для всякого обще-рекурсивного 
множества в ІѴ 3+1 найдется унифо рмизующее его (вдоль 
($-і-1)-й оси) обще-рекурсивное множество. 



Рис. 24. 


Рис. 25. 


Доказательство. Искомым множеством будет 
множество нижних точек. Для 5=1 см. теорему 13 из § 7. 
Для $>1 теорема следует из замечания после теоремы 17 
из § 4. 

Теорема 3. (Теорема об униформизации.) Для 
всякого плоского рекурсивно-перечислимого мно¬ 
жества Ь найдется униформизующее его (вдоль оси у) ре¬ 
курсивно-перечислимое множество. 

Замечание 1. Теорема 3 переносится и па рекур¬ 
сивно-перечислимые множества в произвольном Л Гз+1 . Нам 
понадобится только плоский случай. 

Замечание 2. Множество нижних точек любого 
рекурсивно-перечислимого множества Ь и на этот раз 
будет, конечно, униформизовать множество/.., по оно может 
уже оказаться не рекурсивно-перечислимым*). 

Перед доказательством теоремы 3 нам еще придется 
доказать предварительно теорему 4. 


*) Пример плоского рекурсивно-перечислимого множества с 
пе рекурсивно-перечислимым множеством нижпих точек построен 
В статье р. А. Успенского [1957а] (теорема 2). 



280 ДОПОЛНИТ. СВЕДЕНИЯ О РЕКУРСИВНО-ПЕРЕЧИСЛИМЫХ [§ ІО 


Теорема 4. Пустъ Ь — плоское рекурсивно-пере¬ 
числимое множество. Тогда существует частично-рекур¬ 
сивная функция / (2 \ обладающая следующими свойствами : 

1) Если на прямой х=х а существует у О точек из Ь, 
то их ординаты совпадают с множеством (/(а' 0 , 0), 

I (х 0 , 1), / (х 0 , у —1)}, а для к>у значение І(х 0 , к) не 

определено. 

2) Е ели на прямой х=х 0 не существует точек из Ь, 
то функция / на этой прямой не определена. 

3) Если на прямой х—х 0 существует бесконечное число 
точек из Е, то функция §(к)=]{х 0 , к) - обще-рекур- 
сивна , а последовательность {§(0), §(1), §(2), ...) содержит 
без повторений ординаты точек из Ь, лежащие на прямой 
х=х 0 , и только их. 

Доказательство. Для пустого или конечного 
множества Ь лемма очевидна. Если же Ь — бесконечное 
плоское рекурсивно-перечислимое множество, то по теореме 
29 из § 7 существуют обще-рекурсивные функции а?’, а'г 1 ’, 
осущоствляющиевзаимно-однозначное отображение N на Ь. 
Определим функцию /< 2 ) равенством: 

/ (х, к) = <х 2 ((ц*) [(<*і ( I ) ^х)& ((ѵп) (а х (п) =■*) = *)]). (1) 

п<( 

Легко видеть, что функция /, определенная равенством (1), 
— искомая. 

Следствие. Всякое плоское рекурсивно-перечислимое 
множество Ь представимо в виде суммы непересекающихся 
униформных (вдоль оси у) рекурсивно-перечислимых мно¬ 
жеств с вложенными проекциями'. ^ В к , нр! Я ь ІЭпр т В кл1 . 

Доказательство. Возьмем функцию /, суще¬ 
ствование которой утверждается теоремой 4. Положим 
В к = % {(ж, у)$М 2 1 у=/(ж, А)} (*=0, 1, 2, ...). В к — гра¬ 
фик функции к к ‘. к к (х)—{ (х, к). Следовательно, Н к — уни¬ 
формное (вдоль оси у) множество. Функция к к частично- 
рекурсивна. Значит, Н к — рекурсивно-перечислимое мно- 

СО 

жество (теорема 3 из § 6). Е=[]В к , причем возможно, что, 

начиная с некоторого п, Л П+1 =Л П+2 =...=Л, но В 0 ФА, 
если ЬфА. Очевидно, что пр, Я^ир, В к+1 и чтр 

я,Г)Д>=л (і*/). 
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Доказательство теоремы 3. Разложим мно¬ 
жество Ь по следствию теоремы 4: 

^ = 5 4 ирі^оЗпРі/^... 

к=0 

Искомым упиформизующим рекурсивно-перечислимы 
множеством будет множество Н 0 . Теорема доказана. 


2. ОТДЕЛИМОСТЬ И НЕОТДЕЛИМОСТЬ 

Определение. Пусть А 1( А 2 , Н 1г # 2 — четыре мно¬ 
жества. Мы будем говорить, что множества А г , А г отде¬ 
ляются множествами // 1 , /7 2 , если 

1 ) А.сгН,, 

2 ) 

3) я 1 пя 2 = а. 

Ставится задача, аналогичная задаче пункта 1. Пусть 
мы имеем два класса множеств: ЭД! и 31. Можно ли 
для любых двух множеств А г , А г из ІШ найти отделяющие 
нх множества Н и // 2 из 31? Само собой разумеется, что 
разговор об отделении имеет смысл только для непере- 
секающихся множеств. Поэтому обычно: либо [сразу 
берут два непересекающихся множества А г , Л 2 , либо 
берут два произвольных множества А у , А 2 и ставят задачу 
об отделении непересокающихся уже мпожеств А г \ А 2 и 
А 2 \ Лі- В дальнейшем все рассматриваемые множества 
будут подмножествами некоторого исходного множества М. 
Нам встретится лишь случай М = №. Дополнение множе¬ 
ства А до исходного множества М мы будем обозначать 
впредь через Л. Нам понадобится вскоре равенства 

АХ-^ЛХ^ГМ,) - А 2 \Х- (1) 

Заметим еще, что равенства 

АП А = Л 

И 

АІІА = М 

равносильны. Из (2) следует (3) и обратно, 


( 2 ) 

( 3 ) 
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Теорема 5. Если А х , А 2 —линейные рекурсивно-пере¬ 
числимые множества, то множества А х \ А 2 и А 2 \ А х 
отделяются некоторыми линейными рекурсивно-перечи¬ 
слимыми множествами, причем можно так выбрать 
отделяющие множества Н х , Н 2 , что будет иметь место 
равенство: . 

адя.-лііл- 

Доказательство. «Поднимем» множество А х на 1, 
а множество А г — на 2, т. е. рассмотрим в № множества 
Ь х = А х х {1}, Ь 2 = А 2 х {2} (см. рис. 26. Мы изобразили 
на этом рисунке множества Ь х , Ь 2 сплошными отрезками). 

Обозначим Ь Х {]Ь 2 через Ь. 
У Ь — рекурсивно-неречисли- 

і' мое множество (теоремы 5 

из § 5 и 4 из § 5). По 
Теореме об униформизации 
(теорема 3) существует уни- 
формизующее его (вдоль 

2 . - -. оси у) рекурсивно-перечис- 

лимое множество I/. Иско¬ 
мыми множествами Н х , Н 2 

< -- А к {1) 1 будут множества 

Н х = пр х {Ь х {\Ь'), 

-—* Я 2 = п Рі (Ь 2 ГИ')- 

Рис. 26. Множества Н х , Я 2 рекур¬ 

сивно-перечислимы (теоре¬ 
мы 4 из § 5 и 3 из § 5). Очевидно, что Н х з А х \ А 2 и Я 2 3 
іэ А 2 \ А х . Так как множество V униформно вдоль оси у, 
Я 1 П// 2 = Л. Так как пр х Ь — пр х Е', то Н Х []Н 2 = А Х {)А 2 . 

Замечание. Теорема 5 переносится, разумеется, 
и на рекурсивно-перечислимые множества в любом №. 
Доказать это можно хотя бы сведением к N при помощи 
обще-рекурсивного соответствия между N и № (см. тео¬ 
ремы 32 из § 7 и 31 из § 7). 

Теорема 6. Если А 1г А 2 - линейные рекурсивно-пере¬ 
числимые множества и _ 

ЛГИ,-л, (2) 

то множества А х \ А 2 и А 2 \ А х отделяются некоторыми 
,шцейными обще-рекурсивными множествами. 
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Доказательство. По теореме 5 множества А х \ А 2 
и А 2 \ А х отделяются некоторыми рекурсивно-перечисли¬ 
мыми множествами Н х , Я 2 , причем можно так выбрать 
отделяющие множества Н х , Я 2 , что будет иметь место 
равенство 

ъин^Амл,. 

Из (2) следует (3): А Х {]А 2 = Ы. Значит, Я і уЯ 2 = Л^. 
По определению отделимости, Я Х (~)Я 2 = Л и Н х и Я 2 
рекурсивно-перечислимы. Следовательно, Н х и Я 2 обще- 
рекурсивпы. 

Следствие. Если А и А 2 —линейные рекурсивно- 
перечислимые множества и 

А х [") А 2 = Л, (2) 

то множества А х и А 2 отделяются некоторыми линей¬ 
ными обще-рекурсивными множествами. 

Доказательство. В силу соотношений (2) и (1), 
А х = А х \ А 2 — А 2 \ А х . Аналогично, И 2 = А 1 \А 2 . 

Замечание. Теорема 6 и следствие из нее верны 
и для рекурсивно-перечислимых множеств в произволь¬ 
ном № (для доказательства достаточно использовать 
теоремы 32 из § 7 и 31 из § 7). 

Теорема 7. (Теорема о неотделимости.) Сущест¬ 
вуют два непересекающихся рекурсивно-перечислимых мно¬ 
жества , не отделимых обще-рекурсивными множествами. 

Доказательство. Очевидно, достаточно найти 
множества с требуемыми свойствами в каком-то 
из пространств А 8 . Существование таких множеств 
в любом А 8 будет следовать тогда из теорем 32 из § 7 
и 31 из § 7. Дадим два доказательства теоремы 7. 

1) Докажем существование плоских мпожеств с тре¬ 
буемыми свойствами. Возьмем пару плоских рекурсивно- 
перечислимых множеств: Е ѵ Е 2 , дважды универсальную 
для класса линейных рекурсивно-перечислимых множеств. 
Такая пара существует по теореме 9 из § 9. 

Докажем, что множества Е Х \Е 2 и Е 2 \ Е х не отде¬ 
лимы обще-рекурсивными множествами. Множества Е х \Е 2 
и Е 2 \ Е х не обязаны, конечно, быть рекурсивно-пере¬ 
числимыми множествами. Но зато мы их, согласно заме¬ 
чанию после теоремы 5, отделим рокурсивно-перечислн- 
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мыши множествами Н 1г Н 2 , которые и будут искомыми 
непересекающимися рекурсивно-перечислимыми множе¬ 
ствами, не отделимыми обще-рекурсивными множест¬ 
вами: если бы множества Н ѵ Н 2 можно было отделить 
обще-рекурсивными множествами, то и множества Е х \ Е 2 , 
Е г \Е х в противоречие с тем, что мы сейчас докажем, 
были бы отделимы обще-рекурсивными множествами. 

Итак, достаточно доказать, что множества Е Х \Е 2 , 
Е 2 \Е х неотделимы обще-рекурсивными множествами. 
Допустим противное. Допустим, что существуют такие 
обще-рекурсивные множества В х , В 2 , что 

1 ) Е 1 \Е г ^_В 1 , 

2 ) Е 2 \Е х ^В 2 

а 

3) В х [\В 2 = Л. 

Докажем, что тогда плоское обще-рекурсивное мно¬ 
жество В х окажется универсальным для класса линей¬ 
ных обще-рекурсивных множеств, что будет противоре¬ 
чить следствию теоремы 6 из § 9. Возьмем произвольное 
линейное обще-рекурсивное множество ІД. Рассмотрим 
наряду с обще-рекурсивным множеством ІД, его допол¬ 
нение: Б 2 = N \ ІД. Множество ІД тоже обще-рекурсивно 
(теорема 3 из § 7) и, значит, рекурсивно-перечислимо. 
ІД, ІД — пара линейных рекурсивно-перечислимых мно¬ 
жеств. Согласно определению дважды универсальной 
пары найдется такое п 0 , что одновременно 

пр*[({(Ио>}Х^Ѵ)П^х1 = -°і 

и (4) 

прД({(п 0 )}хУѴ)П^] = -О 2 - 

Обозначим прямую {(п 0 )) X N через Т. Положим 

Е<ПТ = &, ВіПТ-В? (і= 1,2). (5) 

Тогда соотношения (4) перепишутся в виде 

пр 2 Я1 = ІД (і=1,2). (6) 

Так как ^Д Ь'ІД — ./V, то 

ЩЦЕІ^Т, 


( 7 ) 
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Так как О і [ > \Б г = А, то 

е\[\еъ=а. 


В силу (8) 


Е\ = Е\\Е1 
Так как В 1 []В 2 — А, то 


Е\. 


( 8 ) 

(9) 


Я1Г]Я! = л. (10) 

Поскольку В 1 Л.Е 1 \Е 2 и В 2 ^Е 2 \Е 1 , то В*ЛЕ*\Е 2 
и В 2 ^ЕЪ\Е*; отсюда, в силу (9) 

В\^Е\, В\^Щ. (И) 


Соотношения (7), (10), (И) в сочетании с включениями 
В\сіТ, ВІ^Т приводят к равенствам 

В\ = Е* и В\ = ЕЪ (12) 

Л тогда, в силу (12), (6) и (5) 

Л| = пр 2 В\ = пр 2 (Т П Ві) = пр 2 [(«я 0 » X УѴ) ПВіІ- (13) 


Итак, для произвольного обще-рекурсивного множества 
мы нашли такое л 0 , что имеет место (13). Значит, В± — 
плоское обще-рекурсивное множество, универсальное 
для класса линейных обще-рекурсивных множеств. Полу¬ 
ченное противоречие (со следствием теоремы 6 из § 9) 
и показывает, что Е г \Е 2 и Е»\Е 1 не отделимы обще¬ 
рекурсивными множествами. Теорема доказана. 

2) Возьмем частичпо-рекурсивную функцию /, при¬ 
нимающую лишь два значения и не продолжаемую до обще¬ 
рекурсивной (пример 1 Ь из п. 2 § 9). Обозначим через а и Ь 
значения этой функции, а через Р и — ее множества 
уровня по числам а и Ь. По теореме 8 из § 6 Р и рекур¬ 
сивно-перечислимы. Покажем, что Р и (>не отделимы обще¬ 
рекурсивными множествами:' Допустим противное. Пусть 
обще-рекурсивные множества А ж В отделяют Р и 
Тогда функция О: 





a, 

b, 


хе а, 

х 6 /Ѵ\>1 
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будет обще-рекурсивным (теорема 22 из § 7) продолжением 
функции /, что противоречит выбору /. Теорема доказана. 

Замечание. Существует плоское множество, являющееся 
дополнением к рекурсивно-перечислимому, которое не униформи- 
зуется никаким множеством, являющимся дополнением к рекурсивно¬ 
перечислимому. Действительно, если бы это было не так и для 
дополнений к рекурсивно-перечислимым множествам имела бы 
место теорема об униформизации, аналогичная теореме 3, то методом 
этого пункта мы получили бы, что (в противоречие с теоремой 7) 
всякие непересекающиеся рекурсивно-перечислимые множества 
отделяются обще-рекурсивными и что (в противоречие со следствием 
теоремы 6) существуют непересекающиеся множества, дополни¬ 
тельные к рекурсивно-перечислимым и не отделяющиеся обще¬ 
рекурсивными. 


3. ПРОСТЫЕ МНОЖЕСТВА 

В этом пункте мы рассмотрим некоторые специальные 
виды рекурсивно-перечислимых множеств, играющие важ¬ 
ную роль как в самой теории рекурсивно-перечислимых 
множеств, так и в ее приложениях. Для простоты все 
изложение до конца пункта мы будем вести, специально 
не оговаривая этого, для линейных множеств, хотя 
все определения и результаты остаются справедливыми 
или без труда могут быть перенесены на множества в ІѴ 8 . 

Определение. Множество называется иммунным, 
если оно бесконечно и не имеет бесконечпых рекурсивно¬ 
перечислимых подмножеств*). 

В частности, само иммунное множество не рекурсивно¬ 
перечислимо. 

В силу следствия теоремы 25 из § 7, бесконечное мно¬ 
жество иммунно тогда и только тогда, когда оно не имеет 
бесконечных обще-рекурсивных подмножеств. 

Тривиальным примером бесконечного не иммунного 
множества является натуральный ряд и вообще любое 
бесконечное рекурсивпо-неречислимое множество. Менее 
тривиальные примеры не иммунных множеств будут даны 
в § 13 (п. 2, примеры 1, 3). Пример иммунного множества 
(отнюдь пе тривиальный) мы вскоре построим. 


*) Термин «иммупный» («іттипе») принадлежит Дж. Деккеру 
[19531. По существу это понятие неявно введено Э. Л. Постом 
[1944]. 
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Определение. Множество называется простым, 
если оно рекурсивно-перечислимо, а его дополнение 
(до всего Л') иммунно*). 

Очевидно, любое простое множество бесконечно. 
Произвольное обще-рекурсивпое множество является три¬ 
виальным примером рекурсивно-перечислимого множества, 
не являющегося простым. 

Пример 1. Пример рекурсивно-перечислимого не обще¬ 
рекурсивного множества, не являющегося простым. 

Пусть Я — рекурсивно-перечислимое не обще-рекур¬ 
сивное множество натуральных чисел (§ 9, п. 2, пример 4) 
и р — пересчитывающая его обще-рекурсивная функция 
(теорема 23 из § 7). Положим 

в'(я) = 2-е (я). 

Обозначим через Я" рекурсивно-перечислимое (следствие 6 
теоремы 5 из § 6) множество значений функции р". Мно¬ 
жество/?" не обще-рекурсивно [в противном случае было бы 
обще-рекурсивно множество Я, характеристическая функ¬ 
ция которого связана с характеристической функцией 
множества Я" соотношением %н (я) = %к" (2л)]. Множество Я" 
не является, далее, простым, поскольку его дополнение 
содержит бесконечное рекурсивно-перечислимое подмно¬ 
жество М' — множество всех нечетных чисел. 

Пример 2. Пример простого множества. 

Пусть - плоское рекурсивно-перечислимое мно¬ 
жество, универсальное для класса линейных рекурсивно- 
перечислимых множеств (теорема 5 из § 9), 

<? = Ш {( х , у) | ѵ > 2х}, 

К=АЮ ПС 

Множество рекурсивно-перечислимо, а множество О 
примитивно-рекурсивно, поэтому (теоремы 2 из § 5 и 4 
из § 5) множество К рекурсивно-неречислимо. По Тео¬ 
реме об униформизации (теорема 3) существует рекур¬ 
сивно-перечислимое множество Я, униформизующее мно¬ 
жество К вдоль оси у. Возьмем это Я и рассмотрим его 


*) Простые (зітріе) множества ввел в рассмотрение Э. Л. Пост 
[1944]. Он же [1944] построил первый пример простого множества- 
приводимый ниже в модернизированном изложении. 
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проекцию на вторую ось 

А = пр 2 і?. 

Это множество 5 и будет искомым простым множеством. 
Прежде всего, оно рекурсивно-перечислимо (теорема 3 
из § 5). Докажем, что дополнительное к нему (до N) 
множество А иммунно. Пусть Р — произвольное бесконеч¬ 
ное рекурсивно-перечислимое множество. Докажем, что 
Р[']5'^=Л. Отсюда будет следовать, что множество А 
не имеет бесконечных рекурсивно-перечислимых подмно¬ 
жеств. По определению универсального множества, суще¬ 
ствует такое л, что 

^ = пр 2 [({(л)}хіѴ)П^ 2) ]. 

В силу бесконечности Р пересечение 

(«л» X ІѴ)П«- 

не пусто. Значит, лбпр^. А тогда, в силу третьего 
пункта определения униформизации, л^пр^. Поэтому 
найдется такое тп, что (л, т)^Е и, следовательно, т^З. 
Но так как 

(л, тп) € [({(«)} X Л г ) П А (2) ], 

то ТП С Р. 

Итак, 5 не имеет бесконечных рекурсивно¬ 

перечислимых подмножеств. Осталось доказать, что А 
бесконечно. С этой целью оценим число элементов мно¬ 
жества А на сегменте [0, 2к] (&> 1)*). Обозначим эле¬ 
менты множества А на этом сегменте через у и у г ,. .. 
...,у г (г>0,у і Фу і при іф/). Каждое Уі есть проек¬ 
ция некоторой пары {х^,у { )^Н. Поскольку /?С@, то 

< у . Поэтому все х г лежат на сегменте [0, к — 1]. Зна¬ 
чит, число этих х { не превосходит к. Ввиду униформно- 
сти множества Н х і Ф х і при і ф /. Следовательно, число 
элементов у { тоже не превосходит к. Итак, на каждом 


*) Через [а, Ь] мы обозначаем как (конечное) множество 
% { х 6 А | а Ъ}, так и кортеж {а, аф 1, аф-2, ..., Ь — 1, Ь>. 
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сегменте [0, 2к\ (&> 1) лежит не более к элементов мно¬ 
жества ^ и, значит, более к элементов множества 3. 
Отсюда следует, что ^ бесконечно. Для использования 
в дальнейшем заметим, что для любого х 0 (х 0 , 0) $ (). 
Поэтому 0; Значит, и для к—- 0 верно, что на сег¬ 
менте [0, 2/с] лежит более к элементов множества 8. 

Пример 3. Пример иммунного множества. 

Дополнение ^ = N \ 8 к простому множеству 3, 
построенному в примере 2, иммунно (по определению про¬ 
стого множества). Заметим, что мы построили такое 
иммунное множество (^), дополнение к которому (і?) 
рекурсивно-перечислимо. 

Обозначим множество компонент кортежа а через [а]. Тогда, 
например, [<3, 2>] = [<3, 2, 3>]={2, 3}. Будем говорить, что кор¬ 
тежи а и р не пересекаются, если множества [а] и [р] не пере¬ 
секаются, т. е. если пи одна из компонент кортежа а не совпадает 
ни с одной из компонент кортежа р. 

Ниже—в этом пупкте и в § 13—нам понадобится понятие 
перечислимого множества кортежей. Одним из возможных уточпе- 
іыч этого понятия является введенное в § 8 (стр. 197) попятив 
рекурсивпо-перѳчислимого множества объектов первого рапга (т. ѳ. 
кортежей над N). Однако использование этого или какого-либо 
другого уточнения понятия перечислимого множества кортежей 
сделало бы изложение менее прозрачным. Поэтому мы для крат¬ 
кости и простоты предпочтем здесь пользоваться этим понятием 
на интуитивном уровне, основанном на идеях первого параграфа 
(стр. 21). Применительно к интересующему нас попятию можно 
сказать так: множество Е кортежей перечислимо, если либо оно 
пусто, либо существует всюду определенная вычислимая (в иптуи- 
тивпом смысле) функция / типа N -»■ N <x: , пересчитывающая множе¬ 
ство И. Короче: непустое мпожоство кортежей перечислимо, если 
его элементы можно эффективно перечислить. Кроме того, поскольку 
мы будем говорить ниже (особенно в теореме 8) сразу на двух 
языках—строгом и интуитивном, мы позволим себе пользоваться 
Основной гипотезой, хотя ее использование, уточнив употребляемые 
интуитивные понятия, можно было бы устранить (см., например, 
пример 6). 

Определение. Множество М называется гитриммунным, 
если оно бескопечпо и пе существует перечислимого множества 
попарно непересекающихся кортежей (над к), каждый из которых 
имеет хотя бы одну компоненту,'принадлежащую множеству М. 

Легко видеть, что каждое гипериммунное множество иммунно. 

Пример 4. Пример иммунного , но не гипериммунного мно¬ 
жества. 

Множество і 1 из примера 3 иммунпо, по не гипериммунно. 
Убедимся в этом. Разобьем натуральный ряд N па послѳдоватѳль- 

19 В. А. Успенский 
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ность сегментов аь — [ад, Ь к ], согласно закону 

( а о — [®і 2], ... 

Іа й+ і = [^ + 1, 2(Ь к + 1)]. ^ 

Очевидно, что а;Па ; = А при і Ф /. 

Множество {а;,] перечислимо: равенства (1) задают эффектив¬ 
ный закон перечисления его элементов. Вспомним, что в примере 2 
было доказано про множество і 1 . Там было доказано, в частности, 
что для любого к на сегменте [0, 2к\ имеется более к элементов 
множества і 1 . В частности, на сегменте а 0 = [0, 2] имеются эле¬ 
менты множества (их даже либо два, либо три). Кроме того, 
при А > 1 на сегменте [0, 2 1)] имеется более (6ь_ і+1) эле¬ 

ментов множества і 1 . Все эти «более (Ьй-і~М) элементов» не могут 
поместиться на сегменте [0, 1 ]> так как на этом сегменте всего 

(6й-і + 1) чисел. Значит, по крайней мере один элемент множества 8 
попадет на сегмент 

[0, грк.ц + ІНМр, Ь к _ 1 ] = [Ь к _ 1 + 1, 2(Ь й _ 1 +1)] = а й . 

Итак, для любого к сц г П‘‘> Ф Л. Следовательно, множество корте¬ 
жей а к удовлетворяет всем «запрещенным» свойствам из опреде¬ 
ления гипериммунного множества. Множество 8 не гипериммунно. 
Заметим, что мы построили такое иммунное, но не гипериммунное 
множество (5), дополнение к которому (8) рекурсивно-перечислимо. 

Пример гипериммунного множества мы вскоре построим. 

Определение. Множество называется гиперпростым, если 
оно рекурсивно-перечислимо, а ого дополнение (до всего N) гипер¬ 
иммунно *). 

Поскольку всякое гипериммунное множество иммунно., всякое 
гиперпростое множество является простым. 

Пример 5. Пример простого, но не гиперпростого мно¬ 
жества. 

Простое множество 6\ построенное в примере 2, не является 
гипорпростым, так как его дополнение 8 не гипериммунно (см. 
пример 4). 

Для построения примера гиперпростого множества пам пона¬ 
добится 

Теорема 8 **). Бесконечное множество М пе является ги¬ 
периммунным тогда и толъко тогда, когда его прямой пересчет ф 
можорируется некоторой обще-рекурсивпой функцией ф. 


*) Гиперпростые (Ьурсгзітріе) множества ввел в рассмотрение 
Э. Л. Пост [1944]. Он же [1944] построил первый пример гипер- 
простого множества (ниже будет приведен другой, менее сложный 
иример). 

**) Теорема 8 дает ответ на следующий вопрос А. Н. Колмо¬ 
горова: «каковы те множества, прямые пересчеты которых не 
мажорируются обще-рекурсивными функциями?». Этот вопрос был 
поставлен А. Н. Колмогоровым в 1954 г. перед Ю. Т. Медведевым 
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Доказательство. 1) Необходимость («только тогда). 
Пусть бесконечное множество М не является гипериммунным. Это 
означает, что существует перечислимое множество Н попарно не- 
пересекающихся кортежей такое, что для любого а € Я [а] Г) М Ф Л. 
Как мы говорили выше (стр. 289), это означает, что существует 
всюду определенная интуитивно-вычислимая функция / типа 
/Ѵ->/Ѵ°°, его перечисляющая. Для любого і причем 

1/(01 Г}МФ Л и [/ (01 [/(/)] = Л при іф] . Легко видеть, что 
функция ф 11) , определенная равенством 

ф(л) = шах х, (2) 

*<= 1 й ” [/(01 

і= 0 

всюду определена и мажорирует прямой пересчет множества М. 
Поскольку функция / была интуитивно-вычислима, то, в силу 
равенства (2), функция ф тоже будет иптуитивно-вычислимои. 
Кроме того, ф всюду определена. В силу Основной гипотезы, 
Ф обще-рекурсивна. 

2) Достаточность («тогда»). Пусть прямой пересчет ф 
бескопечного множества М мажорируется обще-рекурсивной функ¬ 
цией ф. Тогда для любого т ф (т) > т. Определим последова¬ 
тельность {а т }, обозначив через а т сегмент 

ат = [ф(т) + 1, ф(ф (т) + 1)]. 

Легко видеть, что для любого т 

(т)4-1 =Л 
и 

Л. 

Ввиду общѳ-рокурсивиости функции ф множество сегментов а т 
перечислимо. Поэтому подпоследовательность [р т ], определенная 
индуктивно: 

Г Ро — °0і 

1 Рт + і = «^,( т ) + і , 

образует перечислимое множество попарно непересѳкающихся корте¬ 
жей, каждый из которых имеет хотя бы одну компопенту, при¬ 
надлежащую множеству М. Таким образом, М не гипериммунно. 

Замечание. Теорема 8 позволяет еще раз, и притом весьма 
легко, доказать негипериммунность иммунного множества 6 1 из 
примера 3 (ср. пример 4). Поскольку для любого к на сегменте 
[0,2 к] имеется более к элементов множества 6 1 (см. пример 2), 


и В. А. Успенским, нашедшими его решение независимо друг 
от друга (Ю. Т. Медведев 1955], теорема 1; В. А. Успенский [1957а], 
теорема 4). (Автору известно, что теорема 8 была найдена также 
А. в. Кузнецовым.) 


19* 
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функция ф: ф(к) = 2к—мажорирует прямой пересчет (бесконечного) 
множества А. А значит по—теореме 8—мпожоство А пе гипериммупно. 

Пример 6. Пример гиперпростого множества*). 

Введем сначала одно определение. Пусть /—всюду определен¬ 
ная функция типа N — N. Число I ^ N называется точкой минимума 
функции /, если для всех п > I выполняется неравенство /(«) > / (I). 
Пусть Я —рекурсивно-перечислимое, но пе общс-рекурсивпоѳ ли¬ 
нейное множество (§ 9, п. 2, пример 4), а / (1 > — его однолистный 
обще-рекурсивный пересчет (§ 7, теорема 28). Обозначим через Т 
множество точек минимума функции /, а через Т, соответственно, 
его дополнение, т. е. множество всех натуральных чисел, не явля- 
ющихеи точками минимума функции /. 

(*ег)=(Ѵя) [п >«->/(«)>/ («>], (3) 

(*€П=(Эя) [« >*&/(«)< /(*)], (4) 

Из (4) и теорем 16 из § 7, 17 из § 7 и 15 из § 7 следует, что мно¬ 
жество Т рекурсивно-перечислимо. 

Докажем, что множество Т гипериммунно. Т но пусто. Дей¬ 
ствительно. Возьмем такое і 0 , при котором / (г 0 ) = (р*/) [*/€ А]. 
Ввиду однолистности функции /, і в ^Т. Т бесконечно. В самом 

деле. Пусть уже доказано, что 1 0 , І г . 1 к^Т, причем 

< = тах{г 0 , і ъ ..., і &}. На А\[0, і ] функция / в какой-то точке 
І к*і принимает наименьшее значение. Ввиду однолистности функ¬ 
ции /, ік*і^Т, причем для так как 1 >*. 

Пусть Г={г 0 , <і. •••, ік, *ь + і» •••}, причем 

і\ < • • ■ Ік 1 • ( 5 ) 

Допустим, что мпожоство Т пе гипериммупно. Тогда по теореме 8 
его прямой пересчет мажорируется некоторой обще-рекурсивной 
функцией ф. Из (5) следует, что 

ф ( п) > і п . (6) 

Докажем, что для произвольных чисел у иг 

если г > ф (у), то / (г) > у. (7) 

Пусть г > ф (у). Из (6) г > і у . Так как і у ^ Т, 

/(«)>/(*»)■ (8) 

Из (5): / (і ѵ ) > / М >...>/ (<х) > / (і в ). 

Следовательно, 

1 {іу) > У ■ (9) 

Из (8) и (9) следует нужное неравенство. 

Но при помощи (7) легко строится алгоритм проверки при¬ 
надлежности произвольного у к множеству Я. Алгоритм следующий. 


*) Приведенный ниже способ копструировапия гпперпростых 
множеств принадлежит Дж. Деккеру [1954]. 
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Вычислим /(з^для всех х ^ [0, ф (у)]. Если на сегменте [0, ф (г/)] 
найдется такой х, что І(х) = У, то у^В. Если же для всех 
[0, ф (у)] / (х) Ф у, то по (7) у% В. Следовательно, множество В 
разрешимо, а значит, по Основной гипотезе, обще-рекурсивно. 

Впрочем, в этом место использование Основной гипотезы 
чрезвычайно легко устранить. Из (7) и того, что функция / есть 
пересчет множества В , следует, что у € В тогда и только тогда, 
когда (Эг) [/ (г) = у\. По теоремам 16 из § 7 и 18 из § 7 предикат 

(У) 

, (З г ) I/ ( 2 ) = !/Г> а значит, и множество В обще-рекурсивны. 

2ёФ ( У ) 

Противоречие с выбором В. Значит множество Т гппериммупно. 
Поскольку Т рекурсивио-неречислимо, Т гипорнросто. 

Пример 7. Пример гипериммунного множества. 

Множество Т, являющееся дополнением к гипериростому мно¬ 
жеству Т, построенному в примере 6, гипериммунно (но определе¬ 
нию гипориростого множества). Заметим, что мы построили такое 
гиперііМмунпое множество ( Т ), дополнение к которому ( Т ) рекур¬ 
сивно-перечислимо. 



§11. НУМЕРАЦИИ И ОПЕРАЦИИ 

В этом параграфе изучаются — для каждого 8 — неко¬ 
торые свойства класса V м в целом (и соответствующие 
свойства класса Р' 3 ’ в целом; вообще, все, что будет 
говориться в этом абзаце о классе Ч <8) и о частично-ре¬ 
курсивных функциях, полностью относится к классу РМ 
и к рекурсивно-перечислимым множествам). А именно 
изучаются свойства, связанные с нумерациями класса 
частично-рекурсивных функций и операциями над частич¬ 
но-рекурсивными функциями. В и. 2 —после рассмотре¬ 
ния в п. 1 общего понятия нумерации — рассматриваются 
нумерации класса Ч <8) . Среди этих нумераций выбираются 
для изучения так называемые главные нумерации (этот 
выбор не случаен, так как именно главные нумерации 
возникают в связи с заданием частично-рекурсивных 
функций их программами). Доказывается, что никакое 
свойство частично-рекурсивных функций (за исключением 
двух тривиальных: пустого и всеобщего) не может быть 
алгоритмически распознано по номерам функций. В п. 3 
рассматриваются операции, переводящие частично-рекур¬ 
сивные функции (или упорядоченные наборы таких функ¬ 
ций) снова в частично-рекурсивные функции, и находят¬ 
ся условия, при которых такая операция может быть 
задана алгоритмом, переводящим номера функций-аргу¬ 
ментов в номер функции-результата. 

1. НУМЕРАЦИИ И ЗАНУМЕРОВАННЫЕ МНОЖЕСТВА 

Основой многих приложений теории вычислимых 
функций является понятие нумерации*). Нумерацией 


*) Предложение об абстрактном изучении нумераций и опреде¬ 
ление частично-рекурсивной эквивалентности нумераций (см. ниже) 
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множества М называется функция типа N — 14, мно¬ 
жеством значений которой является М, т. е. частичное 
отображение N на М. Множество, рассматриваемое вместе 
с какой-нибудь фиксированной нумерацией, называется 
занумерованным множеством. 

Занумеровать, очевидно, можно только не более 
чем счетное множество. Если а— нумерация множества М, 
то область определения функции а называется основанием 
нумерации. Нумерация а множества М называется нату¬ 
ральной, если основанием нумерации а является весь 
натуральный ряд*). Если а {п) = х (х^М), число п назы¬ 
вается номером элемента х в, или относительно, нуме¬ 
рации а. Каждый элемент занумерованного множества 
имеет не меньше, по вполне возможно, что больше, чем 
один номер. 

Пусть а и Р — две нумерации множества М. 

Про функцию ф< 4) , которая по любому номеру любого 
х $ М в нумерации а дает какой-то номер того же х 
в нумерации Р, мы будем говорить, что она сводит нуме¬ 
рацию а к нумерации р. 

Если функция ф сводит нумерацию а к нумерации Р, 
то для любого п, входящего в основание нумерации а, 
выполняется равенство 

а(л) = р(ф(л)). (1) 

Равенство (1) по существу является определением сво¬ 
дящей функции. Подчеркнем, что, вообще говоря, сущест¬ 
вует много функций, сводящих нумерацию а к нумера¬ 
ции р (такая функция единственна лишь при условии, 
что нумерация а — натуральная, а нумерация р —взаимно¬ 
однозначная). Одна из них всегда может быть получена 
по формуле 

ф (и) = (р/) [р (*) = а (и)]. (2) 

Будем говорить, что нумерация а частично-ре¬ 
курсивно (обіце-рекурсщшо, примитивно-рекурсивно) 


были высказаны А. Н. Колмогоровым в его докладе 9 февраля 
1954 г. па семинаре по рекурсивной арифметике в Московском 
университете. 

*) Заметим, что термин «натуральная нумерация» равносилен 
введенному ранее термину «пересчет». 
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сводится к нумерации Р, если существует частично-рекур¬ 
сивная (обще-рекурсивная, примитивно-рекурсивная) 
функция, сводящая а к р. 

Очевидно, если нумерация а примитивно-рекурсивно 
(обще-рекурсивно) сводится к нумерации р, то она 
и обще-рекурсивно (частично-рекурсивно) сводится к р. 
Если нумерация а частично-рекурсивно сводится к ну¬ 
мерации р и нумерация а — натуральная, то а обще-ре¬ 
курсивно сводится к Р (сводящая частично-рекурсивная 
функция автоматически обще-рекурсивна). 

Если нумерации аир частично-рекурсивно (обще¬ 
рекурсивно, примитивно-рекурсивно) сводятся друг 
к другу, мы будем называть их частично-рекурсивно 
(обще-рекурсивно, примитивно-рекурсивно) эквивалент¬ 
ными. 

Замечание 1. Если М — конечное множество, то 
любые две его взаимно-однозначные нумерации а и Р 


примитивно-реку рсивно 
Пусть 

эквивалентны. 

Действительно. 

М — {я-і* • • • * п}* ® 

Введем функцию ф: 

(«і) = 

Хі, Р(Ьі)=Ж; 

(і = 1, ..., т). 

і 

Ьг 

П = а 1 



Ьг 

ть —— а 2 


ф(п) = 

ь т 

п = а т 



0 

п €Н\{а 1 , ... 

• а т}‘ 


Тогда ф будет примитивно-рекурсивной (следствие теоре¬ 
мы 8 из § 4) функцией, сводящей акр. 

Замечание 2. Каково бы ни было з, любые два 
примитивно-рекурсивных взаимно-однозначных соответ¬ 
ствия между N и ІѴ 3 , если их рассматривать как 
нумерации пространства ІѴ 3 , примитивно-рекурсивно 
эквивалентны (замечание на стр. 125). 

Замечание 3. Любые два примитивно-рекурсивных 
взаимно-однозначных соответствия между N и ^Ѵ°°, если 
их рассматривать как нумерации множества ^Ѵ°°, при¬ 
митивно-рекурсивно эквивалентны (замечание на стр. 135). 
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Замечание 4. Каково бы ни было в, любые два 
обще-рекурсивных взаимно-однозначных соответствия 
между N и IV 8 , если их рассматривать как нумерации 
пространства 1Ѵ 8 > обще-рекурсивно эквивалентны (заме¬ 
чание на стр. 189). 

Замечание 5. Любые две частично-рекурсивных 
нумерации множества 7?с:іѴ 8 (т. е. нумерации, явля¬ 
ющиеся частично-рекурсивными отображениями) частично¬ 
рекурсивно эквивалентны (см., например, (2)). 

Определение. Пусть 91 — некоторый класс нуме¬ 
раций множества М. И пусть в 91 существует такая 
нумерация т, что любая нумерация а 6 91 частично-рекур¬ 
сивно сводится к нумерации т. Тогда нумерация т назы¬ 
вается нумерацией , главной для класса 91. 

Все главные для класса 91 нумерации, очевидно, 
частично-рекурсивно эквивалентны между собой; если 
же 91 состоит из натуральных нумераций, то все глав¬ 
ные для класса 91 нумерации обще-рекурсивно эквива¬ 
лентны между собой. 

Понятие нумерации позволяет перенести теорию 
частично-рекурсивных функций и рекурсивно-перечисли¬ 
мых множеств с натурального ряда на произвольное 
занумерованное множество. 

Действительно, пусть а — натуральная (для простоты) 
нумерация множества М. Назовем множество Е*^_М 
рекурсивно-перечислимым ( обще-рекурсивным ), если мно¬ 
жество всех номеров элементов из Е является рекурсив¬ 
но-перечислимым (обще-рекурсивным)*). Назовем функ¬ 
цию / типа М—>М частично-рекурсивной , если сущест¬ 
вует такая частично-рекурсивная функция ф типа 
IV —*Л Г , которая определена только на номерах элементов 


*) Г. Райс [1953] цазывает множество Е вполт рекурсивно- 
перечислимым, если множество всех номеров элементов из Е 
(т. е. полный прообраз множества Е при отображении а) рекурсив¬ 
но-перечислимо, и просто рекурсивно-перечислимым, если сущест¬ 
вует такое рекурсивно-перечислимое множество К с уѴ, что а (К) — Е. 
Аналогично, если сг -1 (Е) обще-рекурсивно, множество Е называется 
вполне обще-рекурсивным. Слово «вполне» опущено пами в тексте 
последнего абзаца дапвой страпицы не потому, что мы собираемся 
предлагать новую терминологию: просто в настоящий момент, при 
беглом изложении этих понятий, для вас по очень существенно 
указанное расщепление. 
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множества М, принадлежащих к области определения 
функции /, и которая произвольный номер п произволь¬ 
ного элемента а ^ М , принадлежащего к области опреде¬ 
ления функции /, переводит в номер ф (п) элемента / (а). 

Эти определения меньше, чем Это может показаться 
па первый взгляд, зависят от исходной нумерации а; 
например, все введенные понятия не изменяют свой 
объем при переходе от а к любой обще-рекурсивно экви¬ 
валентной натуральной нумерации. 

Интуитивный смысл этих понятий очевиден. Так, 
обще-рекурсивное подмножество множества М — это такое 
подмножество, принадлежность к которому произвольного 
элемента из М можно — с помощью некоторого алго¬ 
ритма — распознать по номеру этого элемента. 

2. НУМЕРАЦИИ СИСТЕМ Ч (3) и Р ,3 > 

В настоящем параграфе нас будут интересовать ну¬ 
мерации двух множеств: системы Ч <8) частично-рекур¬ 
сивных функций от 5 аргументов ($>0) и системы Р <8> 
рекурсивно-перечислимых множеств в УѴ <8, ($> 1) *). 

Заметим, что любую нумерацию системы Ч (3) можно, 
не меняя ее по существу, расширить при помощи 
«нигде не определенной функции от 5 аргументов» до 
натуральной нумерации. Именно, пусть Е — основание 
какой-нибудь нумерации а системы Ч ,3 \ Рассмотрим 
новую нумерацию а*, заданную «кусочно»: 

а*(»)= П - Е ’ 

' ' I нигде не определенная функция, п 6 Е. 

Нумерация а* и будет искомым расширением. Аналогич¬ 
ное расширение основания нумерации можно проделать 
при помощи «пустого множества в А 8 » для любой нуме¬ 
рации системы Р' 8> . 

Поэтому в дальнейшем нас будут интересовать нату¬ 
ральные нумерации систем V 8 ’ и Р <8) (см. ниже опре¬ 
деления вычислимых нумераций систем и Р <8> ). 


*) Некоторые из излагаемых в настоящем параграфе общих 
свойств таких нумераций были рассмотрены в заметках В. А. Уе- 
децского [1955а, 1956]. 
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Возьмем произвольную нумерацию а системы Ч т (з > 0). 
Условимся образ числа п при нумерации а обозначать 
через 0[ П ]. Введем функцию % <зП> :Ч г (ге, , ж 8 ) = 

= а[ П ](^і .ж 3 )- Очевидно, Ч г<8+1> — универсальная для 

системы V 8 ’ функция. Тем самым каждой нумерации а 
системы Ч <3) ставится в соответствие некоторая универ¬ 
сальная для системы Ч і8 ' > функция; назовем зту функцию 
универсальной функцией нумерации а. В силу приме¬ 
ра 21 из н. 2 § 9, не всякая универсальная для 
системы Ч (3) функция является универсальной функ¬ 
цией некоторой нумерации системы Ч і3) , так как уни¬ 
версальная функция Ч г<8+1> любой нумерации системы 
Ѵ 8) обладает тем свойством, что для любого п^Л' функ¬ 
ция / |8) : / (х г , ..., х 3 ) = Ч* (п, х у , ..., х 3 ), получающаяся 
из функции Ч ,<8ЧІ) фиксированием первого аргумепта, 
частично-рекурсивна*). Очевидно, что любая универ¬ 
сальная для системы %<*•> функция Ч г:8П \ обладаю¬ 
щая только что названным свойством, является универ¬ 
сальной функцией некоторой нумерации системы V 31 , 
например, нумерации а, при которой каждому п € IV 
ставится в соответствие функция а[ П ] : а^] (х 1 , ..., ж 8 ) = 
= V ( п , х±, ..., х 3 ). 

О п р е д е л е н.ц е. Нумерация системы Ч (3) (в > 0) на¬ 
зывается вычислимой , если она натуральная и ее универ¬ 
сальная функция частично-рекурсивна. 

Каждая универсальная для системы Ч {3) частично¬ 
рекурсивная функция Ч лз+1> однозначно определяет ту 
вычислимую нумерацию а системы Ч і3 \ для которой 
Ч' служит универсальной функцией: <Х[„] (х 1 , ..., х 3 ) = 
= V(ге, х ѵ ..., ж 8 ); назовем эту вычислимую нумерацию а 
соответствующей функции V. 

Нумерацию, являющуюся главной для класса всех 
вычислимых нумераций системы Ч і3 \ мы будем короче 
называть главной нумерацией системы Ч (3 \ Любая вычи¬ 
слимая нумерация системы % і3 '> к любой главной нуме¬ 
рации системы Ч <8) сводитвя обще-рекурсивно. 


*) Таким образом, универсальная функция любой нумерации 
системы Ч {3) универсальна (для системы Ч^ 3) ) в смысле подстроч¬ 
ного'; примечания па стр. 203, хотя и может не быть частично- 
рекурсивной (см. прим. 2 из п. 2 § 9), 
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Универсальная для системы Ч (8) функция называется 
главной, если она частично-рекурсивна и соответству¬ 
ющая ей вычислимая нумерация системы Ч 181 — главная. 
Следующие ниже теоремы 1 — 3 показывают, что поня¬ 
тие главной универсальной для системы Ч <8) функции 
можно определить и независимо от понятия нумерации.. 

Теорема 1. Универсальная для системы Ч^ функция 
й (8+1) тогда и только тогда является главной, когда 
она частично-рекурсивна и для произвольной универсальной 
для системы частично-рекурсивной функции су¬ 

ществует такая обще-рекурсивная функция ф ш , что 

й(ф(л), Ху, ... , х 5 ) = Т ( п, х ѵ . .., х 8 ). (1) 

Доказательство очевидно. 

Теорема 2. Универсальная для системы Ч® функция 
й (8+1) тогда и только тогда является главной, когда она 
частично-рекурсивна и для произвольной частично-рекур¬ 
сивной функции / (8+1) существует такая обще-рекурсивная 
функция ф‘ п , что 

й (Ф (гг), х у , ...,х 8 ) = )(п, Ху, ...,х 8 ). (2) 

Доказательство. 1) Достаточность («тогда») 
следует из теоремы 1. 

2)Необходимость («толькотогда»). Пусть — 

главная универсальная для системы Ч (8) функция. По оп¬ 
ределению й частично-рекурсивна. Возьмем произволь¬ 
ную у (з + 1 ^<ф (8 + 1 \ Введем вспомогательную функцию 

/(д’ Хѵ ' ж 0 га —четное 
й^ - 2 ~ » Ху, . ■ . ,х 8 ^ п— нечетное. 

Ввиду частично-рекурсивности функций 2 = у, % = ж — у 

(пример в п. 3 § 6) и теоремы 7 из § 6, функция § 
частично-рекурсивна. Очевидно, ^ — универсальная для 
Ч (8) функция. По теореме 1 существует такая обще-ре¬ 
курсивная функция ф а> , что 

й(фИ, Ху, ...,х 3 ) = §(п,Ху, 


§{П, Ху, ..., х 8 ) = 
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Искомая обще-рекурсивная функция ф т определяется 
равенством 

ф(ж) = ф(2а:). 

Проверим. 

й (ф (л), .а:») = Щф (2л), Ж 1? • • •, ж,) = 

= ё (2л, ж х , • • •, жз) = / (л, ж х , ..., ж,). 

Теорема доказана. 

Каждая частично-рекурсивная функция / <3+1) опреде¬ 
ляет «вычислимую» нумерацию некоторой подсистемы систе¬ 
мы Ч (в \ а именно—нумерацию множества функций, получа¬ 
ющихся из / фиксированием первого аргумента. Теоре¬ 
ма 2 показывает, что к главной нумерации системы Ч^ обще- 
рекурсивно сводится не только любая вычислимая нуме¬ 
рация всей системы Ч^ 3 \ соответствующая универ¬ 
сальной для системы Ч (в) частично-рекурсивной функ¬ 
ции (что следует просто из определения главной нуме¬ 
рации системы Ч (3) ), но и любая «вычислимая» нумерация 
любой подсистемы системы «соответствующая» про¬ 
извольной частично-рекурсивной функции 

Теорема 3*). Универсальная для системы Ч (8) функ¬ 
ция тогда и только тогда является главной, когда 

она частично-рекурсивна и для произвольной частично¬ 
рекурсивной функции / (3+р) (р>1) существует такая 
обще-рекурсивная функция (р( р >, что 

Й (ф к, • • •, Лр), ж х , ..., ж 8 ) = / (л х , ..., Лр, х 1г • • •, ж в ). (3) 

Доказательство. 1) Достаточность («тогда») 
следует из теоремы 2. 

2) Необходимость («только тогда»). Фиксируем 
какое-нибудь обще-рекурсивное взаимно-однозначное 


*) В силу этой теоремы В теоремы XXIII из § 65 книги 
С. К. Клипи [1952], введенная в указанной книге для каждого п 
функция Ф п (являющаяся универсальной функцией так называемой 
«гёделевской» нумерации системы % т ') является главной универ¬ 
сальной для системы Ч <п) функцией, а соответствующая этой функции 
«гёделевская» нумерация—главной нумерацией системы Ч <п> - 
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соответствие между N и ІѴ Р и возьмем функции х[ р1 , х^- 1 , ... 

хМ. его осуществляющие (теорема 32 из § 7). 
Введем вспомогательную функцию §<*+ 1 ); 

§(«.*!. • • •, х г ) = / (х[ р] ( п )> • • • > и р Р] («). ж і. • • •. **)• 
Функция # частично-рекурсивна. По теореме 2 сущест¬ 
вует такая обще-рекурсивная функция ф ш , что 

(«)>*!» •••.**) = §(«» Жц •••.**)• 

Искомая обще-рекурсивная функция <р(р) задается равен¬ 
ством 

ф ( х ѵ • • • * *р) ~ Ф (*М (*и • • • > ®р))* 
Действительно, 

О (<р (л^..., л р ), , ж 8 ) = 

= о (Ф (и С о р] К, • • •. л р ))> *!.•••; *.) = 

= ?(Ио РІ («1. •••.**), *!, = 

= / <*. М (л 1 , • • • , л р )), . . ., Х^ Р] (х (л 1? . . ., Лр)), 

®1» • • • * = / («1, • • •) ^р» ®1> • • •, ®*)- 

Теорема 4. Существует главная нумерация си¬ 
стемы Ѵ 8) *). Другая формулировка: Существует главная 
универсальная для системы % (8) функция. 

Доказательство. Пусть У', 2 ’— произвольная ча¬ 
стично-рекурсивная функция, универсальная для системы 
% а) (теорема 1 из § 9). Фиксируем, во-первых, какое- 
нибудь обще-рекурсивное взаимно-однозпачное соответст¬ 
вие между N и N 2 (пусть оно осуществляется функциями 
х С і 2] , х| 2 \ Хо 2] ) и, во-вторых, какое-нибудь обще-рекур¬ 
сивное взаимно-однозначное соответствие между N и /V е-1 " 1 
(пусть оно осуществляется функциями х [ і 8+1і > х ^ 9+1] , ... 
.... х[$ 1] , х [ о 3+1] ). Такие соответствия существуют по тео¬ 
реме 32 из § 7. Введем функцию І2 (8+1) : 

О К .*,) = (Х [ 1 2] (п), 4 8+1] (х [ 2 21 (п), *.))• 

( 4 ) 


*) Согласно подстрочному примечанию на стр. 301, такой нуме¬ 
рацией является, например, введенная в § 65 книги С. К. Клини 
[1952] «гёделевская» нумерация частично-рекурсивных функций. 
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При помощи теоремы 1 докажем, что 52 — главная уни¬ 
версальная для системы Ч (з) функция. Прежде всего, 
О частично-рекурсивна. Возьмем произвольную универ¬ 
сальную для системы % (з) частично-рекурсивную функцию 
ф (8+1) . Построим такую обще-рекурсивную функцию <р (1) , 
чтобы имело место равенство (1): 

О (ф (п), х 1 , ..., ж 8 ) = Ф (п, х г , ..., ж 8 ). (1) 

Введем вспомогательную функцию §П) : 

§{х) = ф (и<>+П ( х ), ЦН-і] (ж),..., (ж)). 

Поскольку §6 Ч (І) , существует такое число п 0 , что 
§ (ж) = Ч'і ( п 0 , ж). 

Искомая обще-рекурсивная функция ф(‘> определяется 
равенством 

ф (ж) = к [ о 2] (п 0 , ж). 

Докажем это. 

П (ф ( п ), х х , ..., ж 8 ) = 

= (хР ] (Ф (п)), Х С 0 +,] (№ (Ф (л)), *!.*.)) = 

= Фі Й 2] (и [ 0 2] (« 0 . п)), 4 8+1] (и [ 2 2] (и [ 0 2] (« 0 . «))> *!»•••. Х $ )) = 
= Ч Г і(«0.Ч 8+11 (Л, *!, ...,Ж,)) = 

=-^(4 И ' 1] (Л, *і, = 

= Ѵ(к [ , 8+,] (4+ 11 (п, х х . Ж,)), Х [ 2 8+1] (4 8+1] (л, Ж,, . . . 

...,ж в )), ...,и^ 1] (и [ о 8+І] (П, х ѵ ...,ж 8 ))) = 

= Ч , (п, ж х , ...,ж 8 ). 

Равенство (1) доказано. Из него следует, во-первых, 
что О —универсальная для системы Ч (8) функция 
(если /сѴ 8) , то / имеет некоторый номер т относи¬ 
тельно ф й, следовательно* номер ф ( т ) относительно 52) 
и, во-вторых, что 52 — главная универсальная для 
системы Ч (8) функция (теорема 1). Теорема доказана. 
При 8 = 0 равенство (4) принимает вид: 

О (л) - Ф х (к [ і 21 (п), (л))). 
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при 5=1 (поскольку соответствия х^ 2 1 и могут быть 
в этом случае взяты совпадающими) — вид: 

а (га, х) = (хрі (га), хт (хрі (га), X)). 

Следствие. Существует такая частично-рекурсивная 
функция 0 (1 \ что для всякой частично-рекурсивной функ¬ 
ции / (1) существует такая обще-рекурсивная функция <р (1 \ 
что для всякого п 

Й(Ф («)) = /(«). (2') 

Доказательство. Как следует из теоремы 2, 
искомой функцией является произвольная главная для 
системы Ч (0) функция. 

Займемся теперь нумерациями системы Р (8) (*>!)■ 
Возьмем произвольную нумерацию а системы Р (8) . Образ 
числа п при нумерации а обозначим через 0 [„]. 0 [„] — 
рекурсивно-перечислимое множество в N г . Теперь опре¬ 
делим множество ^1( 8 + 1 ).= у [{(га)} X <Х[п]]- Оче- 

п е н 

видно, Л (8+1 > — универсальное для системы Р (,) мно¬ 
жество. Тем самым каждой нумерации а системы Р (8) 
ставится в соответствие некоторое универсальное для 
системы Р (8) множество; назовем это множество универ¬ 
сальным множеством нумерации а. Опять-таки не всякое 
универсальное для системы Р (8) множество является уни¬ 
версальным множеством некоторой нумерации системы Р (8) . 
Универсальное для системы Р (8) множество -А (8+1) тогда 
и только тогда является универсальным множеством не¬ 
которой нумерации системы Р< 6 ) > К0Г да для любого га 6 N 

множество прг.з. «+і [({(га)} X №) П рекурсивно- 

перечислимо*). 

Опр од олени е. Нумерация системы Р (8) ($> 1) назы¬ 
вается вычислимой, если она натуральная и ее универ¬ 
сальное множество рекурсивно-перечислимо. 


*) Таким образом, универсальное множество любой нумерации 
системы Р^ универсально (для системы Р^) в смысле подстроч¬ 
ного примечания на стр. 266, хотя и может не быть рекурсивно¬ 
перечислимым. 
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Каждое универсальное для системы Р (8) рекурсивно- 
перечислимое множество ,А (8+1) однозначно определяет ту 
вычислимую нумерацию а системы Р (8 \ для которой И (8+1) 
служит универсальным множеством, а именно: Ц[„] = 
= пр 2 ,3, [({(”)} X №) П П (8 ' г1) ]; назовем эту вычис- 

лимую нумерацию а соответствующей множеству Н (8!_1) . 

Нумерацию, являющуюся главной для класса всех 
вычислимых нумераций системы Р (8> , мы будем короче 
называть главной нумерацией системы Р (8) . Любая вычис¬ 
лимая нумерация системы Р (8) к любой главной нумера¬ 
ции системы Р (8) сводится о б щ о-р о кур сивно. 

Универсальное для системы Р (8) множество называется 
главным , если оно рекурсивно-перечислимо и соответст¬ 
вующая ему вычислимая нумерация системы Р (5) — глав¬ 
ная. Имеют место аналоги теорем 1 — 4. 

Теорема 5. У ниве реальное для системы Р (8> мно¬ 
жество Д 8 ' г1) тогда и только тогда является главным, 
когда оно рекурсивно-перечислимо и для произвольного 
универсального для системы Р (ь> рекурсивно-перечислимого 
множества существует такая обще-рекурсивная 

функция ф* 1 ), что для любого п^N выполняется равенство 

ирг, .. . Г(«Ф («))} X А Г8 ) Г) И (8+І) ] = 

= іф 2 > з > ..., 8| -і[({(«)}х/Ѵ 8 )П^'' 1) ]. (5) 

Доказательство очевидно. 

Теорема 6. Универсальное для системы Р (8> мно¬ 
жество тогда и только тогда является главным , 

когда оно рекурсивно-перечислимо и для произвольного 
рекурсивно-перечислимого множества М в А 8 ” 1 сущест¬ 
вует такая обще-рекурсивная функция ф (1) , что для лю¬ 
бого п^N выполняется равенство 

П Р2.Я. [({(ф(/*)>} X А 8 ) Г) Н (8+1) ] = 

= «Р2, 3. 8 +1 [({(и)} х АД П М]. (6) 

Доказательство. 1) Достаточность («тогда») 
следует из теоремы 5. 

20 в. А. Усііеаскиіі 
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2) Необходим оЪ т ь' («только тогда»). Пусть И (8+1) — 
главное универсальное для системы Р (8) множество. По 
определению А (8+1) рекурсивно-иеречислимо. Возьмем про¬ 
извольное М^Р (8+1) . Введем вспомогательное множество 
Ь в ІѴ 8+І : 

ь = % { (п, х и ..., х 3 ) е Л г8+1 - 1 [ (П - четное) Л 

V [ (и - нечетное) с$ 

В силу теоремы 6 из § 6 и теоремы 14 из § 5 предикат 
„{п,х л , ...,х,)ЬЬ а , а значит, и множество Ь- рекур¬ 
сивно-перечислимы. Очевидно, Ь — универсальное для 
Р (8) множество. .По теореме 5 существует такая обще- 
рекурсивная функция ф (1) , что для любого п имеет место 
равенство 

Пр2, 3, .... 8+1 [({(Ф(п)>}ХІѴ 8 )П^ (<!+,) ] = 

= пр 2 ,з. і+ і[(МхіѴ ! )П4 (7) 

Искомая обще-рекурсивная определяется равенством 

ф (х) = ф (2а;). 

Проверим. В силу определения функции ф и (7) для 
любого п выполняются равенства: 

пр 2) з .н-1 [({(фИ)}хіѴ 8 )П^ (8+1) ] = 

= П Р2> 3 , .... 3+1 ш (2п))} X ІѴ Я ) П ^ (8+1) ] = 

= пр 2 , з.8+1 [({(2п)} X Л м ) П Ц- 

Остается показать, что для любого п выполняется ра¬ 
венство 

пр 2 , з. 8+1 [({(2и)} X ІѴ 8 ) П Ц — 

= пр 2 , з. 8+і [({(«>} X ІѴ 8 ) П Щ- 

Фиксируем произвольное N. Если , 

(х ѵ ..., х $ ) 6 пр 2> з. 8+і [({(2и)} X /V 8 ) П ^]. 
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то (2 п, х г , ..., х 3 ) € Ь- Тогда, в силу определения множе¬ 
ства Ь, ( п , х г , ... ,х 3 ) € М и, следовательно, 

(*ц пр 2 , 3.з+1 [({(/*)} X ЛГ 8 ) П ^]- 

Обратно. Если 

{х ѵ пр 2 .8.3+1 [({(И)} X 7Ѵ 8 ) П М], 

то (//, ...,,т 8 )^ А/*, (2/і, • •., з? 8 ) ^ 7^ и 


(*!, •■•.*.>€ пр 2 ,3 . 3+1 [({(2п)} X ЛГ) П Ь]. 

Теорема доказана. 

Теорема 7. Универсальное для системы Р (з) мно¬ 
жество тогда и только тогда является главным, 

когда оно рекурсивно-перечислимо и для произвольного 
рекурсивно-перечислимого множества М в /Ѵ 8 + р (р>1) 
существует такая обще-рекурсивная функция ф( р >, что 
для любого (п 1 , . п р ) ^ 7Ѵ Р выполняется равенство 

П Р2, 3.3+1 [({(ф К, • • •, «р)>} X ІѴ 8 ) П Л 8+1 ] = 

= П Рр+і, Р+2.р+з [({(/»!, . . • , П Р )| X (V 8 ) [\М\. (8) 

Доказательство. 1) Достаточность («тогда») 
следует из теоремы 6. 

2) Необходимость («только тогда»). Фиксируем 
какое-нибудь обще-рекурсивное взаимно-однозначное соот¬ 
ветствие между N и ТѴ 5 и возьмем функции х? р1 , Х 2 Р] , • • • 
.. .,Хр Р] , и^- 1 , его осуществляющие (теорема 32 из § 7). 
Введем вспомогательное множество Ь в 7Ѵ 8 * 1 : 

Ь=Ш {(га, х г , ..., ж 8 )6Л г8+1 | 

(х с і р] ( п ), ..., х [ р р] ( п ), ж 8 ) 6 М}. 

В силу следствия 2 теоремы 5 из § 6, множество Ь 
рекурсивно-перечислимо. По теореме 6 существует такая 
обще-рекурсивная функция что для любого п выпол¬ 
няется равенство 

Щ>2. 3.3+1 [({(♦(!»)>} X 7Ѵ 8 )ГМ ( Н-‘>] = 

= нр 2 , 3.3+1 [({(/*)} X №)[)Ц. 

Искомая обще-рекурсивная функция <р (р ) задается 

20 * 
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равенством: 

ф {х ѵ - . ., ЛГр) = ч» (* [ 0 РІ (*1. • • •, ®р)). 

Проверку равенства (8) предоставляем читателю. Теорема 
доказана. 

Для использования в дальнейшем нам полезно фик¬ 
сировать 

Следствие 1. Для всякой главной нумерации т 
системы и всякого рекурсивно-перечислимого множе¬ 
ства М в существует такая обще-рекурсивная 

функция что для любого (п ѵ ..., п р ) € число 

ф (п 1 , . .., п р ) есть один из номе ров множества 

пРр-і-і, рі-2 .р | в[({(Иі> • • • і ^р)} X ЛГ )П м\ 

в нумерации т. • 

Из следствия 1 мгновенно получается 

Следствие 2. Для всякой главной нумерации т 
системы Р^> существует такая обще-рекурсивная функ¬ 
ция ф (1 ), что для любого x^N число ф(ж) есть один 
из номеров одноэлементного множества { х } в нумерации т. 

Доказательство. Требуемая функция ф(<) есть 
просто функция, существование которой утверждается 
следствием 1 при $ = />=1 и М = Щ {(ж, у) 6 Л? 2 \ х = у), 
так как тогда 

пр. [({(*>} ХЛГ)ПМ] = {я}. 

Теорема 8. Существует главная нумерация системы 
Р(8) *). Другая формулировка: Существует главное универ¬ 
сальное для системы Р99 множество. 

Доказательство. Дадим два доказательства этой 
теоремы. Первое будет полным аналогом доказательства 
теоремы 4**). Поэтому мы проведение подробностей в нем 
предоставим читателю. Второе доказательство будет опи¬ 
раться на теорему 4 и понадобится нам в дальнейшем. 

1) Пусть 1№ — произвольное рекурсивно-перечисли¬ 
мое множество в /V 2 , универсальное для системы РН) 


*) Из литературы автору известны две вычислимые нумерации 
систем Р <5 \ а имоппо — две нумерации системы Р (1) : нумерация, 
рассмотренная Э. Л. Постом [1944], и «гёделовская нумерация» 
(см. подстрочное примечание редактора на стр. 272 русского изда¬ 
ния книги С. К. Клини [19о2]), рассмотренная Г. Райсом [1953]; 
обе опи, как можно показать, главные. 

**) Ср. доказательства теорем 6 и 2, 7 и 3. 
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(теорема 5 из § 9). Фиксируем два общо-рокурсивных 
взаимно-однозначных соответствия: между /V и ,/Ѵ 2 и 
между N и (теорема 32 из § 7). Пусть эти соответ¬ 

ствия осуществляются, соответственно, функциями Хі 2] , 
4 2] и хр‘ г1] , Х 2 +1] , • • х [ о 8+1] . Множество 

де*- 1 ), онределсішос равенством (ср. с (4)): 

= *!,•••, ж 8 >6/Ѵ ,+1 | 

(п\ 2 Цп), х [ 0 Н1] (х[ 2] (п), ^ ..., х в ))еВ<% 

есть искомое главное универсальное для системы Р ( 0 
множество. 

2) Доказательство проведем для ,ѵ=1. (Легко видеть, 
что если — главное универсальное для системы Р0> 
множество, то, применяя к нему конструкцию, указан¬ 
ную в доказательстве теоремы 8 из § 9, мы получим 
множество являющееся главным универсальным 

для системы Р (8 > множеством.) Возьмем главную универ¬ 
сальную для системы V 1 ) функцию 0 (2 >. Такая функция 
существует по теореме 4. При помощи этой функции мы 
из построим искомую главную нумерацию системы Р0). 
А именно: любому поставим в соответствие мно¬ 

жество значений функции у = &(п, х). Из теоремы 10 
из § 6 следует, что этим соответствием действительно 
определяется некоторая нумерация <о системы РО). 
Очевидно, (о - натуральная нумерация. Универсальным 
множеством нумерации <о является, как легко видеть, 
множество нрі_зСй*), рекурсивно-перечислимое но тео¬ 
ремам 3 из § 6 и 3 из § 5. Значит, <о — вычислимая 
нумерация. Докажем, что ю — главная нумерация. Возь¬ 
мем произвольную вычислимую нумерацию у системы РО). 
Пусть Р — универсальное множество нумерации у. По оп¬ 
ределению Р — рекурсивно-перечислимое множество (в ІѴ 2 ). 
По теореме 4 из § 10 существует такая частично¬ 
рекурсивная функция /< 2 >, что при каждом фиксирован¬ 
ном п множество значений функции у = / (п, х) совпадает 
с множеством нр 2 [(((«)} X ІѴ) р|Р]. По теореме 2 суще¬ 
ствует такая обще-рекурсивная функция <р0), что 
й(<р(п), ж) = /(п, х). И, наконец, для любого п множе- 


*) Ср. с (4) из п. 3 § 9. 



310 НУМЕРАЦИИ И ОПЕРАЦИИ [$ 11 

ство значений функции у = 0.{п, х) совпадает с множе¬ 
ством лрз [({(я)} ХЛОПпрі.з Со]. Следовательно, для лю¬ 
бого п имеет место равенство 

пр 2 [(({«)} X А Г )П-Р] = п Рз[({(ф И)} X Л г )Ппрі, в С в ]. 

Итак, обще-рекурсивная функция ср дает по номеру 
любого рекурсивно-перечислимого множества в нумера¬ 
ции у номер того же множества в нумерации ю. Значит, 
нумерация ю —главная. Теорема доказана. 

Замечание. Во втором доказательстве теоремы 8 
мы получили главную нумерацию системы Р< 8 > из главной 
нумерации системы % (8 >. Можно было, наоборот, получить 
главную нумерацию системы из главной нумерации 
системы Р(*) *). 

До сих пор мы в настоящем параграфе изучали само 
понятие нумерации. Сейчас мы применим это понятие. 
Мы сформулируем и докажем две теоремы (теоремы 9, 11), 
которые имеют очень любопытный интуитивный смысл 
и которые без понятия нумерации было бы трудно точно 
сформулировать. 

Пусть ЭД} — множество объектов произвольной при¬ 
роды. Свойство определенное для элементов из 90} 
(т. е. такое свойство, что каждый элемент из 90} либо 
обладает, либо не обладает этим свойством), назовем 
нетривиальным, если существуют как элементы из 90}, 
обладающие этим свойством, так и элементы из 90}, 
не обладающие им. 

Теорема 9. Каково бы ни было нетривиальное 
свойство (0, определенное для функций из Ч&>, и какова бы 
ни была главная нумерация ю системы V 8 ), функция т (, \ 
равная 1 на номерах (в нумерации <о) функций , облада- 
югцих свойством (0, и равная 0 на номерах (в нумерации и) 
функций, не обладающих свойством (0, не частично¬ 
рекурсивна. 

Доказательство. Допустим противное. Допустим 
существование такого нетривиального свойства (0, опре¬ 
деленного для функций из %(*'>, и такой главной нуме¬ 
рации ю системы Ѵ 8 \ что функция т (1 \ равная 1 на но- 


*) См. замечание 1 в и. 3 § 9. Здесь сохраняется та же кон¬ 
струкция. 
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мерах (в нумерации и) функций, обладающих свой¬ 
ством (), и 0 на номерах (в нумерации и) функций, 
не обладающих свойством (?, частично-рекурсивна. Так 
как функция т всюду определена, опа будет тогда обще- 
рекурсивпой. Свойство — нетривиальное. Значит, суще¬ 
ствует некоторая частично-рекурсивная функция /(*), 
обладающая свойством (?, и некоторая частично-рекур¬ 
сивная функция # (8 >, им но обладающая. Пусть й( 8 -М)_ 
универсальная функция нумерации ю. Дальше мы дадим 
два доказательства теоремы 9. Одно будет опираться 
на существование рокурсивно-порочислимого не обще- 
рекурсивного множества (§ 9, п. 2, пример 4), другое — 
на существование непересе кающихся рекурсивно-пере¬ 
числимых множеств, но отделимых обще-рекурсивными 
(теорема 7 из § 10). 

1) Возьмем липойпоо рекурсивно-перечислимое, но 
не общо-рокурсивноо множество Я. Обозначим через ^ 
«нигде не определенную функцию от .9 аргументов». Ъ, Ч < 8 Г 

Предположим сначала, что функция ^ обладает свой¬ 
ством (7. Введем вспомогательную функцию /гі 8+|) : 


не определена, 


п$Н, 

п^Я. 


График Сп г функции к х равен Я X С д , где С д — график 
функции §. По теореме 3 из § 6 функция к х частично¬ 
рекурсивна. По теореме 2 существует такая общо-рокур- 
сивная функция ф^ 1 \ что О (ф х ( п),х 1 , ...,х й ) = к х {п, х х , ...,х в ). 
Следовательно, для п^Я имеет место равенство: 


О (Фі (л), х 1г ...,х $ ) = е (х х , 

Для пёя значение 0(ф 1 (п), . х в ) не определено. 

Значит, для п^Я число ф 1 (я) является номером (в ну¬ 
мерации ю) функции#, а для п ^Я — номером функции I,. 
Функция # не обладает свойством Следовательно, 

для п^Я т(ф 1 (п)) = 0. (9) 

По предположению функция ^ обладает свойством 
Следовательно, 

для пЩЯ т(ф 1 (пУ) = 1. 


(10) 
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Введем функцию фі 1 *: 

фі (ж) = т (ф! (а:)). 


( 11 ) 


Функция ф 1 обще-рекурсивна. Из (9), (10), (11) следует, 
что множество Л является прообразом числа 0 при ото¬ 
бражении N в Д г , осуществляемом функцией ф х . По те¬ 
ореме И из §7 В — обще-рекурсивное множество. Про¬ 
тиворечие с выбором В. 

Пусть теперь функция ^ не обладает свойством 
Вводя тогда функцию к ( і~^\ согласно равенствам 

( /(х 1; .. ., х 6 ), п$В 
п. (п, х г , ..., хЛ = ) - п 

( не определена, В, 

мы совершенно аналогично опять придем к обще-рекур- 
сивности множества В. 

Функция ^ не может ни обладать, ни не обладать 
свойством (). Противоречие. Теорема доказана. 

2) Возьмем непересекающиеся рекурсивно-перечи¬ 
слимые линейные множества В у, В 2 , не отделимые обще- 
рекурсивпыми множествами. Введем функцию к% 


М л і. х г . 


|/(Хі, ..., х 8 ), п^Ву, 

і В • • • і ^ ^ Т? 2 . 


По теореме .7 из § 6 функция /г 2 частично-рекурсивыа. 
По теореме 2 существует такая обще-рекурсивная функ¬ 
ция ф^, что й (ф 2 (н), х у , ..., ж 3 ) = /і 2 (я, Ху, ж 8 ). Сле¬ 
довательно, ДЛЯ П 6 Ву ^ (ф 2 (П), Ху, . . . , Х $ ) = / (Ху, ..., ж 3 ), 
для Й(ф 2 (п), х л ) = $(Ху, . . ., х 8 ). Значит, 

для п^Ву т(ф 2 (л)) = 1, (12) 


для п$В 2 т(ф 2 (н)) = 0. (13) 

Введем функцию фг’: 

ф 2 (х) = т (ф 2 (ж)). (14) 

Функция ф 2 обще-рекурсивна. Обозначим через 5у про¬ 
образ числа 1 при отображении N в іѴ, осуществляемом 
функцией ф 2 , а через — прообраз числа 0. По тео¬ 
реме 11 из § 7 и — обще-рекурсивные множества. 
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Л\П^ = Л- Из (12)', (13), (14) Л 2 е^ 2 . Проти- 

иоречие с псотдслимостью рекурсивно-иеречислимых 
множеств /? х , /? 2 обще-рекурсивными множествами. Тео¬ 
рема опять доказана. 

Поясним интуитивный смысл теоремы 9. Теорема 9 
показывает, что для любой главной нумерации системы Ч (8) 
множество вычислимых функций из \ (ь) , удовлетворя¬ 
ющих произвольному, но фиксированному нетривиаль¬ 
ному свойству, не обще-рекурсивно в смысле п. 1, т. е. 
не существует алгоритма, позволяющего но номеру функ¬ 
ция узнать, обладает ли она интересующим нас свой¬ 
ством. Значение этой теоремы обусловливается следу¬ 
ющим. Возьмем какое-нибудь уточнение понятия «алго¬ 
ритм». Тогда каждый алгоритм, понимаемый как пред¬ 
писание, запишется в виде слова в некотором алфавите; 
слегка модифицируя выбранное уточнение, можно добиться 
того, чтобы этот алфавит был один для всех алгорит¬ 
мов (так, одним из возможных способов записи алго¬ 
ритмов, вычисляющих числовые функции, является про¬ 
бивание отверстий на вводимой в вычислительную машину 
перфоленте *); в этом случае алфавит состоит из всех 
возможных видов пробивок). После этого все алгоритмы 
можно эффективно перенумеровать. Поставим теперь каж¬ 
дому числу в соответствие алгоритм, имеющий данное 
число своим номером, и, далее, вычислимую функцию, 
задаваемую этим алгоритмом. Получится некоторая нуме¬ 
рация вычислимых функций. Для всех известных уточ¬ 
нений понятия «алгоритм» (и —при естественных допу¬ 
щениях — для всех мыслимых уточнений) зта нумерация 
оказывается главной **). Поэтому, из теоремы 9 вытекает, 
что каково бы ни было нетривиальное свогіство функций, 


*) Мы исходим здесь из того, что каждая вычислимая функ¬ 
ция может быть вычислена па вычислительной машине. Это, однако, 
верно лишь при условии, что вычислительная машина обладает 
потенциально неограниченной (х<5Ѵи и конечной в каждый момент) 
памятью. В применении к реальным машинам требование потен¬ 
циально неограниченной памяти означает возможность увеличи¬ 
вать но море надобности емкость так называемой внешней памяти 
(например, возможность подклеивать все новые и новые куски 
магнитной ленты). 

**) См. по этому поводу заметку В. А. Успенского [1956]. 
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не существует способа (алгоритма), позволяющего по виду 
произвольного алгоритма распознавать, обладает ли 
задаваемая им функция рассматриваемым свойством, или 
нет. В частности, нетривиальные свойства вычислимых 
функций нельзя распознавать и по их программам, про¬ 
битым на перфолентах. 

Беря в теореме 9 в качестве различные конкрет¬ 
ные свойства, можно получать различные следствия этой 
теоремы. Так, если в качестве взять свойство «сов¬ 
падать с данной частично-рекурсивной функцией /», 
получим такое 

Следствие 1. Какова бы ни была частично-рекур¬ 
сивная функция /( 8 > и какова бы ни была главная нуме¬ 
рация со системы функция т (1) , равная числу 1 на но¬ 
мерах (в нумерации со) функции / и числу 0 на номерах 
(в нумерации со) всех остальных функций из не ча- 
стично-реку рсивна. 

Из следствия 1 немедленно получается 

Следствие 2. Какова бы ни была главная нумера¬ 
ция а> системы функция т (2) : 


т (т 1 , т 2 ) — 


1, если т 1 и т 2 суть номера (в нумерации и) 
одной и той же функции, 
О, если т х и т 2 суть номера (в нумерации со) 
различных функций, 


не частично-рекурсивна. 

Замечание. Теорема 9 не переносится на обще¬ 
рекурсивные функции: по крайней мере, некоторые свой¬ 
ства, определенные для таких функций, можно распо¬ 
знавать по их номерам. А именно, можно указать 
такое нетривиальное свойство (?, определенное для функ¬ 
ций из 0 (з) , что, какова бы ни была вычислимая нумера¬ 
ция (о системы существует частично-рекурсивная 

функция т* 1 ), равная 1 на номерах (в нумерации со) обще¬ 
рекурсивных функций, обладающих свойством (), и равная О 
на номерах (в нумерации со) обще-рекурсивных функций, 
не обладающих свойством (). Примером (для $ = 1) такого 
свойства (} может служить, например, свойство «прини¬ 
мать в точке а значение Ь»\ действительно, в этом случае 
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в качестве требуемой функции т можно взять функцию 
х ( т) = ед | Й (т, а) — Ь |, 

где ^ — универсальная функция рассматриваемой нуме¬ 
рации со. 

Тем больший интерес представляет то обстоятельство, 
что сформулированное только что следствие 1 (а значит, 
и следствие 2) переносится на обще-рекурсивные функ¬ 
ции от положительного числа аргументов. Более точно, 
для каждого $>1 имеет место следующая 

Теорема 10. Какова бы ни была обще-рекурсивная 
функция / (8) и какова бы ни была главная нумерация со 
системы Ѵ 3) , не существует частично-рекурсивной функ¬ 
ции, которая принимала бы значение 1 на номерах 
(в нумерации со) функции / и значение 0 на номерах 
(в нумерации со) всех остальных функций из (9 <8) . 

Доказательство. Ограничимся для простоты за¬ 
писи случаем 5 = 1. Пусть Й <2> — универсальная функция 
рассматриваемой главпой нумерации со системы ^ (1) . 
Предположим, что существует частично-рекурсивная 
функция я (1 \ существование которой отрицается в фор¬ 
мулировке теоремы. Рассмотрим произвольное рекурсив¬ 
но-перечислимое не обще-рекурсивное множество Я^./Ѵ 
(§ 9, п. 2, пример 4). Пусть р — обще-рекурсивный пере¬ 
счет множества Я (теорема 23 из '§ 7). Введем функ¬ 
цию § г<2) : 

I /(я) + 1, если (30 [ѳ («) = »]. 

Е (л, х) = | '<* 

( / (х) в противпом случае. 

По теоремам 16 из § 7, 18 из § 7, 17 из § 7 и 22 из § 7 
функция е обще-рекурсивна. В силу теоремы 2 суще¬ 
ствует такая обще-рекурсивная функция ф ш , что 

Й(ф(л), х ) = ЕІ п , х )- 

Значит, при любом п число^р(л) есть номер (в нумера¬ 
ции ш) обще-рекурсивной фупкции Н ( п'. к п (х) = Е ( п > О- 
Положим % (п) — в§ (я (ф (л))). Если п € Я, то при любом 
х имеем §{п, х) = / (х)\ следовательно, при п^Я число 
Ф ( п) есть номер функции /; тогда я (ф ( п )) = 1 
п зд (я (ф (л))) = 0. Если же п С Я, то при х > (р'і) [р (I) = п] 
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будет §(п, ж) = / (ж) + 1; так как / всюду определена. 
/ (*) +1 Ф І(х); следовательно, при п^К число ф (п) 
есть номер обще-рекурсивной функции, отличной от /; 
тогда я(ф(гс)) = 0 и ад (я (ф (п))) — 1. Таким образом, 
% есть характеристическая функция множества К. По¬ 
скольку % частично-рекурсивна (ввиду частично-рекур- 
сивности функций ф, я, ад), то, но теореме 2 из § 7, 
множество К —обще-рекурсивное, что противоречит его 
выбору. 

СИ сюда для каждого $ > 1 получаем 

С л е д с т в и е. Какова бы ни была главная нумерация 
о системы Ч { *\ не существует частично-реку рейв ной 
функции типа Л 72 — >УѴ, которая принимала бы па паре 
(т г , т 2 ) значение 1, если т Л и т 2 суть номера одной 
и той же обще-рекурсивной функции из 0 <8) , и значе¬ 
ние 0, если т 1 и т 2 суть номера различных обще-рекур¬ 
сивных функций из 0 18 ’. 

Замечание. Для 5 = 0 следствие теоремы 10 (а сле¬ 
довательно, и сама теорема) не верно*). Именно, какова 
бы ни была вычислимая нумерация со системы Ѵ°\ су¬ 
ществует частично-рекурсивная функция т <2) , которая 
принимает на паре (т г , т 2 ) значение 1, если т 1 и т 2 
суть номера одной и той же обще-рекурсивной функции 
из 0 (О) , и значение-0, если т 1 и т 2 суть номера раз¬ 
личных обще-рекурсивных функций из 0 (О) . Действи¬ 
тельно, такая функция т' 2) может быть задана, напри¬ 
мер, «кусочно»: 

) 1 Й(т 1 ) = іі(т 2 ) 

г К, т 2 )-^ 0 й(иіі)!?ьй(иіг)| 

где Й—универсальная функция нумерации со. 

Перейдем к. рекурсивно-перечислимым множествам. 

Теорема 11. Каково бы пи было нетривиальное 
свойство определенное для множеств из Р (8 \ и какова 
бы ни была главная нумерация со системы Р (8) , функ¬ 
ция т (1) , равная 1 на номерах (в нумерации со) мно¬ 
жеств , обладающих: свойством (), и равная 0 па номерах 

*) На всякий случай поясним, что 0 ,О) состоит из функций 0 (0) , 
1 <0 >, 2 <0) , ...,а Ч <0) состоит из перечисленных только что функций 
и нигде не определенной нульместной функции. 
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(в нумерации со) множеств, не обладающих свойством (), 
не частично-рекурсивна*). 

Доказательство**). Пусть сначала $ = 1. Допу¬ 
стим, что существует такое нетривиальное свойство , 
определенное для множеств из Р' 1 ’, и такая главная 
нумерация со системы Р а) , что функция т (1) , равная 1 па 
номерах (в нумерации со) множеств, обладающих свой¬ 
ством (), и 0 на номерах (в нумерации со) множеств, не 
обладающих свойством , частично-рекурсивна. 

Обозначим через со 0 главную нумерацию системы Р <п , 
построенную нами во втором доказательстве теоремы 8. 
Напомним, что нумерация со 0 каждому п^N ставит 
в соответствие множество значений функции у = й (п, х), 
где 0 |2) — некоторая главная универсальная для системы 
функция. 

Поскольку со 0 — вычислимая нумерация (то, что она — 
главная, пам сейчас неважно), а со —главная нумерация, 
нумерация со 0 обще-рекурсивно сводится к нумерации со. 
Отсюда и из предположенной частично-рекурсивности 
функции т следует, что функция т 0 , равная 1 на номе¬ 
рах (в нумерации со 0 ) множеств, обладающих свойством (?, 
н 0 на номерах (в нумерации со п ) множеств, не обла¬ 
дающих свойством (?, тоже частично-рекурсивпа. 

Определим для функций из Ч' Л ' > свойство Е. Мы будем 
считать, что функция Ч (1) тогда и только тогда об¬ 
ладает свойством Е, когда множество ее значений обла¬ 
дает свойством (?. Очевидно, — нетривиальное свой¬ 
ство, и частично-рекурсивная функция т 0 равпа единице 
на номерах (в главной нумерации системы Ч а \ соответ¬ 
ствующей функции (2) функций, обладающих свойством Е, 
и равна 0 на номерах (в той же нумерации) функций, 
нм не обладающих. Противоречие с теоремой 9. Для 
.ѵ = 1 доказательство закончено. 

Для 6- > 1 нужный результат легко получается при по¬ 
мощи теорем 32 из § 7 и 31 из § 7. Теорема доказана. 


*) Эта теорема принадлежит Г. Райсу [1953], который доказал 
ее для рассмотренной им конкретной главной нумерации системы Р ш 
(см. первое подстрочное примечание на стр. 308), 

**) Можно было бы доказать теорему 11 совершенно аналогично 
теореме 9 (см. пиже доказательство теоремы 12). Наше доказатель¬ 
ство использует уже доказанную теорему 9. 
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Беря в теореме 11 в качестве @ различные конкрет¬ 
ные свойства, можно получать различные следствия этой 
теоремы. В частности, имеют место и аналоги след¬ 
ствий 1 и 2 теоремы 9. 

Обозначим через 0' 8) класс обще-рекурсивных мно¬ 
жеств в 7Ѵ 3 . 

Теорема 12. Каково бы ни было нетривиальное свой¬ 
ство (), определенное для множеств из 0 <8) , и какова бы 
ни была главная нумерация со системы Р <3) , не суще¬ 
ствует частично-рекурсивной функции , равной 1 на но-, 
мерах (в нумерации со) множеств из 0‘ 3> , обладающих 
свойством (), и равной 0 на номерах (в нумерации со) 
множеств из 0 18) , не обладающих свойством () *). 

Доказательство. Допустим противпое. Допустим 
существование такого нетривиального свойства @, опре¬ 
деленного для множеств из 0 <8) , такой главной нумера¬ 
ции со системы Р' 8) и такой частично-рекурсивной функ¬ 
ции т (1) , что для любого номера т (в нумерации со) 
любого обще-рекурсивного множества из 0 (3> , обла¬ 
дающего свойством (?, т(т) = 1, а для любого номера т 
(в нумерации со) любого обще-рекурсивного множества 
из 0 !8> , не обладающего свойством (), т(т) = 0. Свойство 
() —нетривиальное. Значит, существует некоторое обще¬ 
рекурсивное множество Ь € 0 (8) , обладающее свойством (?, 
и некоторое обще-рекурсивное множество Н € 0 !8) , им не 
обладающее. Возьмем линейное рекурсивно-перечислимое, 
но не обще-рекурсивное мпожество К (§ 9, п. 2, пример 4). 

Предположим сначала, что пустое множество Л € 0 (3) 
обладает свойством (?. Рассмотрим тогда в 7Ѵ 8+1 множе¬ 
ство М = К хН. По теореме 5 из § 5 множество М ре¬ 
курсивно-перечислимо. Применим к главной нумерации со 
системы Р (3) и рекурсивно-перечислимому множеству М 
в 7Ѵ 8П следствие 1 теоремы 7. По этому следствию су¬ 
ществует такая обще-рекурсивная функция ф а> , что для 
любого число <р (га) есть одип из номеров множества 

прг, з.8-и [({(и)} X ІѴ 8 ) [~1 М] в нумерации со. Очевидно, 

*) Ср. с замечанием на стр. 314. Доказательство аналога тео¬ 
ремы 9 для общо-рекурсивных функций нѳ проходит, например, 
потому, что, в отличие от пустого множества в /V 5 , которое обще¬ 
рекурсивно, нигде не определенная функция типа №-* N не обще¬ 
рекурсивна (ср. доказательства теорем 9 и 12). 
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что для любого п$Я 

п Р 2 . з.^.... 8+і [(і( ге М X №) [} М] = Н, 
а для любого п 6 Я 

пр 2 . з. 8 + і[({(и>}хЛГ 8 )ПЛП = Л. 

Введем функцию ф (,) : ф (х) = т (<р (х)). Так как т и <р — 
частично-рекурсивные функции, ф тоже частично-рекур¬ 
сивна. Если п$Я, то ф (п) — один из номеров множества 
II в нумерации со. Так как Н — обще-рекурсивное мно¬ 
жество из 0 <8) , не обладающее свойством ф, для п$Я 
т(ф( п )) = 0. Если же п^Я, то ф( п) — один из номеров 
множества Л € 0 (8) в нумерации со. По предположению 
пустое множество Л обладает свойством (). Значит, для 
п^Я т(ф(л)) = 1. Итак, если Я, ф(п) = 0, если п 6 Я, 
ф (п) = 1. Частично-рекурсивная функция ф всюду опре¬ 
делена. Значит она обще-рекурсивна. Множество Я 
является прообразом числа 0 при обще-рекурсивном ото¬ 
бражении ІѴ в /V, осуществляемом функцией ф. По тео¬ 
реме И из § 7 Я обще-рекурсивно. Противоречие с вы¬ 
бором Л. 

Пусть теперь пустое множество ЛбО (,,) не обладает 
свойством (). Вводя тогда множество М = Я X Ь, мы со¬ 
вершенно аналогично опять придем к обще-рекурсивности 
множества Я. 

Пустое множество Л^0 8) не может ни обладать, ни 
не обладать свойством (). Противоречие. Теорема до¬ 
казана. 

При помощи теорем 9, 11 строятся примеры вычисли¬ 
мых, но не главных нумераций. 

Теорема 13. Существует вычислимая нумерация 
системы Ч (8> , не являющаяся главной *). 

Доказательство. Для простоты записи ограни¬ 
чимся случаем: 5=1. Пусть ф ,2) — частично-рекурсивная 
функция, универсальная для системы % (1) (теорема 1 из 
§ 9). Множество пр х Сѵ рекурсивно-перечислимо (теоре¬ 
мы 3 из § 6 и 3 из § 5 У и, следовательно, является 
множеством значений некоторой обще-рекурсивной 

*) Таким образом, в отличие от частично-рекурсивных нумераций 
множеств в IV 8 (см. замечание 5 на стр. 297), не все вычислимые 
нумерации системы ч{ (п частично-рекурсивно эквивалентны. 
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функциид ш (теорема 23 из § 7). Множество пр 1 — это мно¬ 
жество тех номеров п, при которых функция /г ( х ) = Ч 1- ( п , х) 
не является «нигде не определенной функцией)). Введем 
функцию Р' 2 ' 1 : 

Р (2, х) = У (д (2 — 1), х), если 2>1. 

По следствию 1 теоремы 7 из § 6 функция Р частично¬ 
рекурсивна. Опа, очевидно, универсальна для Ч а> . 

Докажем, что вычислимая нумерация со системы Ч п \ 
соответствующая функции Р, — не главная. При 2 = 0 
функция у = Р (0, х) не определена. При любом положи¬ 
тельном 2 = 2 0 функция у — Р (2 П , х) не является «нигде 
не определенной функцией». Значит, в нумерации со число 
0 —помер «нигде не определенной функции», а любое 
положительное число не является номером «нигде не 
определенной функции». Свойство Н «быть нигде не оп¬ 
ределенной функцией», очевидно, нетривиальное. Ча¬ 
стично-рекурсивная функция у = 8$ 2 на номерах (в нуме¬ 
рации со) функций, обладающих свойством Н, т. е. па 
номерах «нигде не определенной функции» (такой номер 
один: 2 = 0), принимает значение 1, а на номерах (в ну¬ 
мерации со) функций, не обладающих свойством Іі, т. е. 
па номерах функций, по являющихся «нигде не опреде¬ 
ленной функцией» (такими номерами являются все поло¬ 
жительные 2), принимает значение 0. Из теоремы 9 сле¬ 
дует, что нумерация со —не главная. 

Теорема 14. Существует вычислимая нумерация 
системы Р (,) , не являющаяся главной*). 

Доказательство. Опять, для простоты записи, 
рассмотрим лишь случай .9 = 1. Пусть Р {2) — плоское ре- 
курсишюе-неречислимое множество, универсальное для 
линейных рекурсивно-перечислимых множеств (теорема 5 
из § 9). Множество нр 1 / ) рекурсивно-перечислимо (тео¬ 
рема 3 из § 5) и, следовательно, является множеством 
значений некоторой обще-рекурсивной функции д (1) (тео¬ 
рема 23 из § 7). Множество пр 1 / > —это множество тех 
номеров п, при которых множество пр 2 [({(п)| X УѴ) П 
не пусто. На плоскости (2, у) построим множество (): 
для каждого положительного 2 0 на прямую 2 = 2„ 

*) Ср. сноску на стр. 319. 
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«положим» рекурсивйо-перечислимое множество с номером 
д(^ 0 -=-1) в нумерации, определяемой множеством Р. 
Точнее: 

«<, у) € 0) = [(< > 0) « е (і -1), У) 6 -Р)]. (15) 

Из (15) и теорем 6 из § 6 и 14 из § 5 следует рекур- 
сшшо-перечислимость множества (}. Очевидно, @ —уни¬ 
версальное для Р (1) множество. 

Докажем, что вычислимая нумерация со системы Р <1 \ 
соответствующая множеству (>, — не главная. В множе¬ 
стве @ пустое множество лежит только на прямой I = 0 
(в множестве Р оно, быть может, лежало на многих пря¬ 
мых л = тг 0 ), т. е. номером пустого множества в нумера¬ 
ции со является только число 0. На всякой прямой I = 1 0 
для 1 0 > 0 лежит непустое рекурсивно-перечислимое мно¬ 
жество, т. е. любое положительное число 1 0 является 
номером — в нумерации со —непустого рокурсивно-норечис- 
лимого множества. Свойство Н «быть пустым множе¬ 
ством», очевидно, нетривиальное. Частично-рекурсивная 
функция у = щІ на номерах (в нумерации со) множеств, 
обладающих свойством Й, т. е. на номерах пустого ре¬ 
курсивно-перечислимого множества (такой номер один: 
1 = 0), принимает значение 1, а на номерах (в нумера¬ 
ции со) множеств, не обладающих свойством Я , т. е. на 
номерах непустых рекурсивно-перечислимых множеств 
(такими номерами являются все. положительные I), при¬ 
нимает значение 0. Из теоремы И следует, что нумера¬ 
ция со —не главная. Теорема доказана. 

В заключение настоящего пункта докажем еще одну 
лемму, которая нам понадобится в § 12 (для теоремы 9). 

Лем м а. Для любой главной нумерации со системы 
Ч 11> существует такая обще-рекурсивная функция ср (1) , 
которая обладает следующим свойством - , если п — номер 
(в со) некоторой частично-рекурсивной функции й ш , имею¬ 
щей бесконечную область определения, . то <р ( п) — помер 
(в со) некоторой обще-рекурсцрной функции, пересчиты¬ 
вающей облаетъ определения функции И. 

Доказательство. Пусть Й (2) — универсальная 
Функция нумерации со. Рассмотрим на плоскости (п, х) 
ее область определения Ь. Поскольку Ь — рекурсивно- 
перечислимое множество (следствие 4 теоремы 5 из § 6), 

В А. Ѵсп.інский 
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мы можем применить к нему теорему 4 из § 10. По этой 
теореме существует такая частично-рекурсивная функ¬ 
ция /' 2> , что для любого п, для которого функция к\х)~ 
= і}(п, х) имеет бесконечную область определения, функ¬ 
ция х (I) = / (л, 1) обще-рекурсивна и пересчитывает'.мно¬ 
жество нр 2 |(!(/і}| X Л') ; | Б], т. с. область определения 
функции к(х) = И(п, х). Применим к функциям / |2) и й <2> 
теорему 2. Существует такая обще-рекурсивная функ¬ 
ция ср 11) , что для всех п и I. 

0(ф(ц), *) = /(ге, I). 

Функция ф, очевидно, — искомая. 

3. КОНСТРУКТИВНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

Фиксируем на весь и. 3 какую-нибудь главную нуме¬ 
рацию о)И каждой системы Ч‘ 3) (в — 1, 2, 3, ...). Уни¬ 
версальную функцию нумерации сП*] обозначим через П' 8 '”. 
На протяжении всего и. 3, говоря о нумерациях систем Ч' х> , 
или о номерах, или об универсальных функциях Н' 4 ' 1 ', 
мы будем иметь в виду именно эти нумерации <Н*], или 
номера в них, или их универсальные функции. 

Пример 1. Оператор « регулярная подстановка». 

Фиксируем положительное число $ и натуральное 
число г. Оператор «регулярная подстановка» Г 8Г каж¬ 
дому набору (/] Г) , / 2 г) , ..., /з Г) , / (8> ) функций ставит в со¬ 
ответствие некоторую вполне определенную функцию §' Г) 
но закону: 

§ (*П> • • • ? Х г ) / (/ 1 (*Н ’ • • • і 'Г г) ) • * • і . /з (*П * • • • і ^г))* (^) 

Поскольку для каждой системы Ч :3> у нас (фиксировано 
но нумерации, действие оператора «регулярная подста¬ 
новка» Г 8Г можно описать и по-другому. Берем произ¬ 
вольный кортеж натуральных чисел длины 5-]-1: 

(«і. «г. л 8 , п). 

В классе Ѵ Г) бс]) 0 .м функцию с номером п 1 (обозначим 
ее /,), функцию с номером п 2 (обозначим ее / 2 ), ..., 
функцию с номером п 3 (обозначим ее /.). В классе V*’ 
берем функцию с номером п (обозначим ее /). Затем, 
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согласно равенству (1), через функции Д, / 2 , / 8 , / 

определяем функцию $ іП . 

Возникает нонрос: нельзя ли по номерам «аргументов» 
оператора «регулярная подстановка» Г зг , т. е. но числам 
н,, п 2 , • п 8 , п, вычислить номер «результата», т. е. 

номер функции § <г) ? Функция в нумерации соМ может 
иметь, конечно, несколько номеров. Поэтому вопрос лучше 
поставить чуть-чуть по-другому. Нельзя ли но номерам 
«аргументов» оператора «регулярная подстановка» Г 6Г . 
вычислить какой-нибуш^в^омеров «результата»? Утвер¬ 
дительный ответ на этотвонрос дает 

Теорема 15. Существует обще-рекурсивная функ¬ 
ция типа ІѴ 3 ' 1 —>/V, дающая по произвольным числам 
п г , п 2 , ..., п 3 , п один из номеров результата примене¬ 
ния оператора «регулярная подстановка » Г 5Г 
к функциям класса Чс номерами Пу, п 2 , . .., п в и функ¬ 
ции класса Ч ,ю с номером п. 

Доказательство. Введем функцию Е <г+зп ’: 


—' (н^, П 2 , . . • , Нд, Л, X 

= Й"* 1 ’ (Л, ІГ +Ѵ (п и х и 


.. ., х г ) = 

. . ., х г ), Й (Г+1> (п 2 , Ху, 
..., Й"- +1, (п„ Ху, .. 


., х г ), . . . 
х г )). (2) 


Из (1) и (2) и определения универсальной функции сле¬ 
дует, что при любых фиксированных Пу, п 2 , ...,п 3 , п 

І (Пу, П 2 , ...» П & , П, Ху, . . ., Х г ) 

/ (/і (*®і* • • • > /-2 0*І> • • •» 3-г)» • • • > /$ ('^і> • • • > %г))> (^) 

где функция /1 г > имеет помер = 2, а функ¬ 

ция /(“) — номер п. Функция Е — частично-рекурсивная. 
Значит, но теореме 3 существует такая обще-рекурсив- 
пая функция ф< 8 1- 1) ^ ч т0 

^ Дф Л 2 , . . ., П 3 , Л), Ху, Х 2 , . . . , Х г ) — 

= Е (Пу, п 2 , . . ., л 8 , п, Ху, х 2 . х г ). (4) 

Из (3) и (4) следует, что функция ф^ 1 ) — искомая функ¬ 
ция, дающая но номерам функций-аргументов один из 
номеров функции-результата. 

Пример 2. Оператор «примитивная рекурсия»*). 


*) Дли определенности и простоты записи—во первому аргу¬ 
менту. 


21* 
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Фиксируем положительное число $. Оператор «при¬ 
митивная рекурсия» Г 8 каждому набору (/ 1 (8_1) , / ( 2 8+1) ) 
функций ставит в соответствие некоторую вполне опре¬ 
деленную функцию по закону 

( § (0> #2) • • • > %$) = /і (^2» ■ • • > ^в)» 

I ? ("®1 “Ь ^• • • > = /й ^2> • • • > ё (®1» З'Ці • • • > 

(5) 

Опишем действие операторгцшримитивная рекурсия» Г 8 
на «языке номеров». Берем 2ртЦ|рольный кортеж нату¬ 
ральных чисел длины 2: (п 1У п 2 ). В классе V 8-1 ) берем 
функцию с номером п г (пусть это будет / х ) и в классе 
Ч (8+1) — функцию с номером п 2 (пусть —/ 2 ). Затем, 
согласно равенству (5), через функции Д, / 2 определяем 
функцию 

Поставим тот же вопрос: нельзя ли по номерам 
«аргументов» оператора «примитивная рекурсия» Г 8 вы¬ 
числить какой-нибудь из номеров «результата»? 

Теорема 16. Существует обще-рекурсивная функ¬ 
ция типа Я 2 —>N, дающая по произвольным числам 
п ІУ п 2 один из номеров результата применения оператора 
« примитивная рекурсия » Г 8 к функции класса 
с номером п х и функции класса Ѵ 8+1> с номером п 2 . 
Доказательство. Введем функцию Е (8 + 2 }: 

Г Е К, п 2 , 0, х 2 .ж„) = й< 8 > (п 1г х 2 , .... х„), 

I Е(п 19 п 2 ,х 1 + I, х %9 ...,х 9 )= (6) 

і = {уі ^2» * * * » ^8» 2 (й-р УІ 2* *^1) ^2* * * * ; ^з))' 

Из (5), (6) и определения универсальной функции сле¬ 
дует, что при любых фиксированных п 1У п 2 

Е («!, п 2 , х и х 2 , ...,х Й ) = і (х ъ х 2 , .... х а ), (7) 

где # (3 ) — функция, полученная примитивной рекурсией 
(5) из функции с номером п 1 и функции / ( 2 8 +'> 

с номером п 2 . Функция Е — частично-рекурсивная. Зна¬ 
чит, по теореме 3 существует такая обще-рекурсивная 
функция ф (2 >, что 

й( 8 +1) (ф (іц, л 2 ), х 1г х 2 , . . ., Ж 8 ) = й (Пц П 2 , Ж 2 , . • ., 
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Из (7) и (8) следует, что функция <р (2 > — искомая. 

Попробуем обобщить теоремы 15, 16*) и поставить 
более общий вопрос: при каких условиях, наложенных 
на оператор, для каких операторов по номерам «аргу¬ 
ментов» можно вычислить какой-нибудь из номеров 
«результата»? Для того чтобы ответить на этот вопрос, 
нужно сначала уточнить само понятие «оператора» 
и некоторые относящиеся к нему понятия. 

Вспомним, что множество всех функций от 5 аргу¬ 
ментов мы обозначили через & (8 ), а через [М х , М 2 1 мы 
обозначили внешнее произведение множеств М и М 2 . 

Определение. Оператором типа {з х , з 2 , ..., з к ) —> г 
называется всюду определенная функция тина 

[&<Ч ■ • •, №] № (<«!, **> 6 А т °°. г € ЛГ). 

Результат применения оператора Г типа(5 1 ,5 2 , .. .,з к )—±г 
к функциям / ( 2 " 2 ), ..., будет обозначаться в соот¬ 
ветствии с обычными функциональными обозначениями 
через Г (и, ..., / ь ). 

Пример 3. 1) Для любого положительного «опера¬ 
тор «примитивная рекурсия» Г 3 есть оператор типа 
(«— 1, 8+1)—» в 

2) Для любых положительного з и натурального г 
оператор «регулярная подстановка» Г зг есть оператор типа 

{ г, г ; /.., г , «)-»г. 

в раз 

3) Для любого положительного з оператор «наимень¬ 
шее число» есть оператор типа (з)—» 8—1. 

Замечание. В отличие от «регулярной подстановки» 
произвольная «подстановка» не является оператором 
в смысле нашего определения, так как даже из фикси¬ 
рованных функций-аргументов подстановкой можно полу¬ 
чить неограниченное (эа счет фиктивных аргументов) 
число функций-результатов* (см. п. 3 § 2, особенно при¬ 
меры 1, 2). Поэтому существует много различных «опера¬ 
торов подстановки», различающихся между собой «спо- 


*) Обе эти теоремы содержатся в теореме XXIV (Ь) из § 65 
книги С. К. Клини [1952]. 
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собом осуществления подстановки». Оператор регулярной 
подстановки — один из таких операторов. 

Определение. Мы будем говорить, что оператор Г 
типа (&д, а - 2 , .. ., &\)—>г сохраняет вычислимость , если 
для любых / ( іЧ Д 82) , • • •, $к> из Дб Ч (в1 \ / 2 6 Ч<*&, • • • 

.. ., Д 6 следует Г (Д, / 2 , ...,/*)€ ^ (г) - 

Пример 4. Операторы «примитивная рекурсия» Г 8 , 
«регулярная подстановка» Г зг и «наименьшее число» 
сохраняют вычислимость--см. § 2, пи. 3, 7 и § 3, п. 9. 

О и р е д е л е н и е. Оператор типа (я г , ,9 2 , я І{ ) —> г 
называется конструктивным, если он сохраняет вычисли¬ 
мость и существует обще-рекурсивная функция, которая 
но номерам функций-аргументов дает какой-нибудь пз 
номеров функции-результата. 

Замечание. Поскольку все главные нумерации 
системы Ч (8) обще-рекурсивно эквивалентны между собой, 
конструктивность оператора не зависит от выбора глав¬ 
ных нумераций 0 )^ з] . 

П ример 5. Из теорем 15 и 16 вытекает, что оператор 
«регулярная подстановка» Г 8Г и оператор «примитивная 
рекурсия» Г 8 — конструктивные. 

О и р о д о л е н и е. Пусть дан оператор ІД типа (я х , ,? 2 , ... 

..., я н ) — >г. Каковы бы ни были числа Д, і 2 , . . ., 4, 
распространением оператора ГД называется оператор Г 2 
тина (ід - г г,, .у 2 -і 4 , .. ., я к -1 4) —» г ■■ 4 - і 2 Н- ... — і к , 
действующий следующим образом: для произвольных 
функций Дм-Иі), /("Н-йй, ..., Д 8 ь+4> результатом Г 2 (Д, Д,... 
.. ., Д) объявляется функция -:-»і-И 2 +. ■ -т4>, значение 
которой на кортеже 




п 1\ » п \ » 


» 


• •. /Д Л) , пЫ, ..., п\ к ), х х , х 2 , ..., х г ) (9) 

1 І к 


равно значению па кортеже (х х , х 2 , ...,х г ) результата 
применения оператора ГД к следующему набору функций: 
функции, получающейся из Д 8 і+н), если у нее первые Д 
аргументов фиксировать и сделать равными п{'\ гі 2 \, ... 
...,н| 1 1 > , функции, получающейся из Д 82І2) , если у нее 
первые г 2 аргументов фиксировать и сделать равными 
гі х \ гі 2 \ .. ., ..., функции, получающейся из Д’ь+йг), 

если у нее первые і к аргументов фиксировать и сделать 
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равными п[ к К п< к \- ..., Иными словами, значение 

функции # = Г 2 (/і, / 2 , • • •, / й ) па кортеже (У) равно зна¬ 
чению функции Г, ёк к) ) ііа кортеже 

(х х , т г , • • •, Х г ), где каждая функция (/ = 1,2, ..., к) 
задается равенством 


ёі ( х п ■ ■ •’ х *) = /; •• 


/гУ), 

У 




;)• 


Оператор Г а тина (,9 Х -•-1, я 2 --1, . .., $ к -г 1) — > г~-к, 
являющийся распространением оператора Г х тина (в,,, ,у 2 , • • • 

.. ., ,ѵ Л ) —» г, называется простейшим распространением 
оператора 1\. Вот теперь мы в состоянии, наконец, сфор¬ 
мулировать ответ на поставленныя выше вопрос. 

Теорема 17. Оператор Г ( типа (.ѵ, , .ѵ 2 , ..., ,у (і ) —> г 
тогда, и только тогда является конструктивным, когда 
его простейшее распространение сох роняет вычислимость. 

Доказательство. 1) Д о с т а т о ч и о с т ь («тогда»). 
Пусть оператор Г 2 тина (у х - г 1, .у 2 і 1, . . ., в к ■■ 1) —> г-\- к, 
являющийся простейшим распространенном оператора Г х , 
сохраняет вычислимость. Докажем, что тогда оператор 
Г х будет конструктивным. Идея доказательства будет 
та же, как и в теоремах 15, 1(5. 

Введем функцию определяемую следующим 

образом: значение функции Е на кортеже 


{п ѵ п г , . .., п ь , х х , х г , . .., х г ) (Ю) 

равно значению на кортеже (х 1 , х г , ... ,х г ) результата 
применения оператора Г\ к следующему набору функ¬ 
ций: функции из класса Ѵ-й с номером п г , функции 
из класса Ѵ 8,) с номером п 2 , . .., функции из класса Ч^д 
с номером п к . Привлекая понятие универсальной функ¬ 
ции, определение функции Е можно высказать в другой фор¬ 
ме: значение функции Е на кортеже (10) равно значению на 
кортеже (.г,, .г 2 , ..., ж,.) результата применения оператора 1\ 
к следующему набору функций: функции -- 1 ), у кото¬ 
рой первый аргумент фиксирован й равен п іг функции 
у которой нервый'аргумент фиксирован и равен 
л 2 , ..., функции Й1-Ѵ+П, у которой первый аргумент 
фиксирован и равен п к . Если высказать определение 
функции Е в такой форме, становится яспым, что функ¬ 
ция Е есть результат применения оператора Г 2 к функ- 
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циям Й< 8 і+‘), й( а *+‘), По условию оператор 

Г 2 сохраняет вычислимость. Для любого 5 й< 6 > { Ѵ 8 >. 
Значит, 5 (г + й ) € Ѵ г + & ). Тогда по теореме 3 существует 
такая обще-рекурсивная функция ф< А ), что 

й< г +‘> (ф («!, п а , ..., п к ), х г , ж 2 , ..., х т ) = 

~ й (Пр ^2’ ' • * > Жр ^2) • • • » Ж г ). 

С другой стороны, из самого определения функции Е 
следует, что при фиксировании первых к аргументов: 
(п 1? п 2 , ...,п к ) она, функция Е, превращается в резуль¬ 
тат применения оператора к функции из класса Ѵ аі) 
с номером п г , функции из класса Ч (8г ^ с номером п 2 , ..., 
функции из класса % ( * к) с номером п к . Следовательно, функ¬ 
ция ф (й) — искомая обще-рекурсивная функция, дающая по 
номерам функций-аргументов оператора І\ номер функ¬ 
ции-результата. Сохранение вычислимости оператором І\ 
тривиально следует из сохранения вычислимости опера¬ 
тором Г 2 . 

2) Необходимость («только тогда»). Пусть опера¬ 
тор Г х — конструктивный. Тогда но определению суще¬ 
ствует обще-рекурсивная функция ф(*), дающая по номе¬ 
рам функций-аргументов оператора І\ один из номеров 
функции-результата. 

Определим функцию Е (г+Й) как в доказательстве до¬ 
статочности. Из ее определения следует, что при каж¬ 
дых фиксированных Пр гс 2 , ..., п к функция я< г) , заданная 
равенством 

я (жр • • •» ж г ) ~ 8 (^і* • • • > Жр * • * »ж г ), (И) 

есть результат применения оператора І\ к функциям с 
номерами п г , п 2 , ...,п к . Поэтому ф(«р ..., п к ) есть но¬ 
мер функции я. Следовательно, 

..., п к ), а?р .... ж г ) = я(Жр ..., х г ). (12) 

Из равенств (11^ и (12) вытекает, что функция Е удо¬ 
влетворяет равенству 

8 (Лр Жр , х г ) = ОС+П (ф (пр ..., п к ), Жр ..., х г ) 

и, значит, частично-рекурсивна. Теперь уже просто 
доказать, что Г 2 (простейшее распространение оператора 
І\) сохраняет вычислимость. Действительно, пусть 
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/ = Г 2 (и, .... к), где и 6 Ѵі+‘> (ё = 1,2.Л), а/е 5& (г+,і) . 

Надо доказать, что / 6 % (г + к >. По теореме 2 для каждого 
і(1<і<А) существует такая обще-рекурсивпая функция 
ф ( , что'для любого т число ф { (т) есть номер функции 
д( 3 і\ заданной равенством: 

§і ( ж 1) • • • > 3? 8 .) = /і ( т , *і» • ■ • і ЯЦ). 

Л тогда, в силу определения функции Е < - г + к ^ и оператора Г 2 , 

/ (лі^, яі 2 , . . . , ТП^,Х^, • • •, ж г ) = 

= 3 (Фі (я*і), ф 2 (т 2 ), ..., ф к (т к ), Жі, ..., * г ). 

Так как ф 4 €^ (1<і<А:) и В 6 Ч, то и что и тре¬ 

бовалось доказать. 

Дадим аналог того, что делалось в п. 3 до сих нор, 
для рекурсивно-перечислимых множеств. Фиксируем на 
весь остаток п. 3 какую-нибудь главную нумерацию тС'З 
каждой системы РФ ($ = 1,2,3,...). Универсальное 
множество нумерации тМ обозначим через ^4 (8 +*). Разбе¬ 
рем сначала две конкретных операции над множествами. 

Теорема 18. Существует обще-рекурсивная функ¬ 
ция типа Я 2 —►Л'", дающая по произвольным числам л х , л 2 
один из номеров результата применения операции «сое¬ 
динение» к множествам класса Р< 8 > с номерами щ, п г . 

Доказательство. В ($+ 2)-мсрном пространстве 
(п, і, п 2 , №) на «гиперплоскости» (п г , №) поместим экзем¬ 
пляр универсального множества Д( 8 -И) и восставим из 
пего (в пространстве Я 8 + 2 ) цилиндр вдоль оси п 2 . Обо¬ 
значим зтот цилиндр через Н 1 . Затем в том же про¬ 
странстве (и,,, л 2 , Я 3 ) на «гиперплоскости» (и 2 , Я 8 ) поме¬ 
стим второй экземпляр того же универсального множе¬ 
ства и восставим из него (в пространстве Я 8 + 2 ) 

цилиндр вдоль оси п ѵ Обозначим этот цилиндр через 
Н 2 (см. рйс. 27). Пусть теперь Я' = Я 1 С/Я 2 . Я'— рекур¬ 
сивно-перечислимое множество в Я 8 + 2 (теоремы 7 из § 5 
и 4 из § 5). По следствию 1 теоремы 7 существует та¬ 
кая обще-рекурсивпая функция ф <2> , которая по любой 
паре {п\, л®) дает один из номеров множества 

п рз,4.*+2 [Я'п ({<«;, п®)}хя 8 )]. 

С другой стороны, из определения универсального 
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множества легко следует, что прз,4.и 2 [-^іП (К л і)] X 

X N X УѴ 8 )] — множество (класса Р (г Д с номером п\, 

прз, 4 .Я 1-2 [Нг п (Л 7 X {(«“» х ЛД] - М“°“<*ТВ0 /класса 

р( 3 )) с номером и". Значит, нр 3> 4 .. .,^. 2 [Н П п г)\ х 


"г 



X А 18 )] — соединение множеств класса Р (я) с номерами 

и п\. Следовательно, функция ф <2> — искомая. 

Теорема 19. Существует обще-рекурсивная функ¬ 
ция типа Л т2 —> Л г , дающая по произвольным числам п Л , 
п 2 один из номеров применения операции « пересечение » 
к множествам класса Р (я > с номерами п г , п 2 . 

Доказательство. Сначала строим те же два 
цилиндра: //,,, Н 2 , которые строились в доказательстве 
теоремы 18. Затем, вместо их соединения, берем пере¬ 
сечение: //" = ІІ 1 []Н 2 и к множеству Н" применяем 
следствие 1 теоремы 7. 

Снова ставится тот же общий вопрос: при каких усло¬ 
виях, наложенных на операции, для какпх операций по номе¬ 
рам «аргументов» можно вычислить какой-нибудь из но¬ 
меров «результата»? 

Уточним сначала понятия, дадим нужные определе¬ 
ния. Обозначим множество всех подмножеств простран¬ 
ства У 3 через М (3) . 
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Определение. Операцией типа ($ 1( $ 2 , ...,з к )—>г 
называется всюду определенная функция типа 

|ЛІ(Я), М<4 . . . , МЫ] —> М('1 «5 15 $ 2 , . 8 к ) 6 Л Гл , геЛО- 

Результат применения операции А тина (« 1 , $ 2 , .. . 
...,. 9 ,,)—>г к множествам М<*і\ М^, ...,М^к>*) обо¬ 
значается через А (М г , М 2 , .. ., М к ). 

Определение. Мы будем говорить, что операция 
А тина (ад, « 2 , . ..,,9(г)—>г сохраняет перечислимость, 
если Для любых Л/ ( л>, М^-\ ...,М^О из М ( А> 6 
(і = 1, 2, к) следует А (М х , ..., М к ) 6 Р (г) . 

Определение. Операция тина (&\, в г , ..., и к )—>г 
называется конструктивной, если она сохраняет пере¬ 
числимость и существует обще-рекурсивная функция, 
дающая но номерам множеств-аргументов какой-нибудь 
из номеров множества-результата. 

Замечание. Поскольку все главные нумерации 
системы Р< 8 > обще-рекурсивно эквивалентны между собой, 
конструктивность операции не зависит от выбора глав¬ 
ных нумераций 

Пример 6. Как следует из теорем 18, 19 и теоре¬ 
мы 4 из § 5, операции «соединение» и «пересечение» — 
конструкти иные. 

Аналог определения распространения мы сформули¬ 
руем только для того простейшего случая, который нам 
ниже (в теореме 20) понадобится. 

Определение. Пусть дана операция А х типа 
(ад, ,9 2 , .. ., 8 к ) — >г. Простейшим распространением опера¬ 
ции ^ называется операция А 2 типа (^1, $ 2 -- 1, ... 

. . ., -А 1) —> г-г к-, действующая следующим образом: для 
произвольных М^~ х \ ..., М^А+О результатом 

Л 2 (М г , М 2 , . . ., М к ) объявляется соединение множеств 

{« и®, . .., 4)} X Аі (ир 2 ,з. мн-і [Д^іГКІЮ} х Л ' 8 ‘)]> • ■ • 

•••> прз.з_ [М к Г) ({(4)} Х7У 8 й)]), 

получающихся при всевозлГожных (Пр ..., 

Другими словами, А 2 (М 1 ,М 2 , ...,М к ) получатся так. 


*) Индексом в круглых скобках, стоящим справа сверху от 
обозначения множества, мы будем до конца пункта обозначать раз¬ 
мерность множества (ср. с обозначением / <3) )- 
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Берем произвольный кортеж {п° ѵ л®, ..., п%) длины к. 
Затем в ІѴ 81+І пересекаем множество М 1 «гиперплоскостью» 
л х = л^ и полученное замерное сечение: >' 7Ѵ® 1 ) 

проектируем на оставшиеся з х осей. Затем в Л Г82 + 1 пере¬ 
секаем множество М 2 «гиперплоскостью» л 2 — л® и полу¬ 
ченное $ 2 -мерное сечение проектируем на оставшиеся 
$ 2 осей. И т. д. К полученным к множествам применяем 
операцию Д^ Получившееся в результате г-мерное мно¬ 
жество мы помещаем на «прямую» {п\, л®, ..., /г*) в 7Ѵ Г + Й 
(т. е. рассматриваем геометрическое произведение кор¬ 
тежа (п\, ...,п%) и этого множества). Затем проделываем 
то же самое для другого кортежа ( п' ѵ /г', ..., пь) и т. д. 
Все полученные множества объединяем. Это и будет 
А.... М к ). 

Аналогом теоремы 17 является 

Теорема- 20. Операция Д г типа (з 2 , з 2 , ..., з к ) —* г 
тогда и только тогда является конструктивной , когда 
ее простейшее распространение сохраняет перечислимость. 

Д о к а з а т е л ь с т во.1) Достаточность («тогда»). 
Пусть операция Д 2 типа 1, з 2 + 1, ..., з к + 1)—>г + к, 
являющаяся простейшим распространением операции Д 1( 
сохрапяет перечислимость. Докажем, что тогда операция 
Д! будет конструктивной. Идея доказательства будет 
та же, как и в теореме 17, с учетом технической раз¬ 
ницы между двумя определениями простейшего распро¬ 
странения. 

Введем множество В< г +А), определяемое следующим 
образом. Берем произвольный кортеж ( п 5, л®, ..., п%) 
длины к. Пусть М і [л®] — множество в /Ѵ 8 ‘ с номером 
п°і(і= 1, 2, ..., к). Тогда В^А) = (_|[((л?, л®, . ..,п8>}х 
X Д х (М 1 [л?], М 2 [л®], ..., М к [л8])1, где соединение берется 
по всевозможным кортежам длины к. Привлекая понятие 
универсального множества, определение множества В<- г +Ъ 
можно высказать в другой форме: 

Ж'+*>-1Ш<л;, л®, ...,л8>}х 

X Д х (пр 2 ,з. 81+ 1 [Л(»1+‘)П({</»!>} ХУѴ- 1 )], ... 

.... П Р2 , з., к +1 [А<ѴИ>П({<л*>} X ЛГ*)])], 

где соединение берется по всевозможным кортежам дли¬ 
ны к. Если высказать определение множества В (Н-*) в 
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такой форме, становится ясным, что множество В^+ к ~> есть 
результат применения оператора Д 2 к множествам 
і4( 8 »+ 1 ), ..., Л( 8 й+ 1 >. По условию операция Д 2 
сохраняет перечислимость. Для любого 5 6 Р (8+1) - 

Значит, Б (г + А) 6 Р (г + А) . Тогда по следствию 1 теоремы 7 
существует такая обще-рекурсивная функция ф( й >, которая 
по любому кортежу (и®, и®, ..., п%) дает один из номеров 
множества 

С = пр*+і. А+ 2 , ..*+г [Я (г + А > Л(((«?. < • • •. 4» X 7Ѵ Г )]* 

(13) 

С другой стороны, из самого определения множества 
5С+ А) следует, что множество С есть результат примене¬ 
ния операции к множеству с номером п[ из 7Ѵ®», мно¬ 
жеству с номером пі из /V 82 , ..., множеству с номером 
пі из № к . Значит, функция ф( й > — искомая. Сохранение 
перечислимости следует из (13), рекурсивно-перечисли- 
мости множества В( г + к > и теорем 2 из § 5, 5 из § 5, 
4 из § 5 и 3 из § 5. 

2) Необходимость («только тогда»). Пусть операция 
Д г конструктивна. Тогда, по определению, существует 
обще-рекурсивная функция ф( й >, дающая по номерам 
множеств-аргументов операции Д х номер множества- 
результата. Пусть, далее, Д 2 есть простейшее распро¬ 
странение операции Д х . И пусть, наконец, 

Щг+к) = д 2 (Д(зі+1), . .., Д^+1)), 

где € Р (8 і+ 1) - Покажем, что /?С Г + Й )^р( г + А ). Послед¬ 

ствию 1 теоремы 7 при каждом і (1 < і < к) существует 
такая обще-рекурсивная функция ф* 1 ’, что для любого т 
число ф { (т) есть номер множества 

С( 8 і> ( т) = пр 2 , з. » 1+ і [*Уі П ({( т )} X /V 8 *)]. 

Тогда а(т 1 , • • •, лг й ) = ф(ф 1 (/п 1 ), . ..,ф к (т к )) есть номер 
множества 

Н (г) (шц ..., т к ) = Д х (<?! (ян), • • •, С к (т к )). 

По определению простейшего распространения 

...,т А )}Х// (г) (т 1 , ..., т„)], 
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где соединение берется по всем кортежам (т^ ..., т к ) 6 Л 7Й . 
Так как а (гп 1 , .. ., т к ) есть номер множества Н (т ѵ ... , т к ), 
то 


Н (от,, ...,тп к ) = 

= прг, з.г-н [-40'И)П({(а(те 1 , . . ., тп к ))} х Л 7Г )]- 

Итак, надо доказать, что множество 

и [{(т,, т к )} х 

Хпр 2 , з.г-н [ЛС'-М ) Г] ({<ст (ті, т к ))} X УѴ Г )1] 

рекурсивно-перечислимо. Докажем это. 

«*!, «*. •••. 1» ^й + 2» * * * » ^й + г >ед) = 

= (((Т (Ж^, ••• ) жД, Ж) 1 + 2, • » • , Ж( ! + г ) ^ УІ( Г ' 


Ввиду частично-рскурсивности функции ст, рекурсивно- 
перечислимости множества .ДС-В и теоремы 6 из § 6 
множество Іі рекурсивно-перечислимо. 



§ 12. ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ВЫЧИСЛИМЫХ 
ФУНКЦИЙ К МАТЕМАТИЧЕСКОМУ АНАЛИЗУ: 
ВЫДЕЛЕНИЕ ВЫЧИСЛИМЫХ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ 

ЧИСЕЛ 

Математический анализ имеет дело с действительными 
числами. Ясно, однако, что не всякое' действительное 
число может быть фактически вычислено с любой степенью 
точности (слово «фактически» означает здесь наличие 
соответствующего алгоритма, а алгоритмов ведь меньше, 
чем действительных чисел). В настоящем параграфе ста¬ 
вится вопрос о выделении «вычислимых» действительных 
чисел, для которых такое вычисление возможно. Решение 
этого вопроса требует рассмотрения вычислимых функций 
с рациональными аргументами и значениями; такое рас¬ 
смотрение осуществляется в п. 2. В и. 3 приводится 
несколько вариантов определения вычислимого действи¬ 
тельного числа, соответствующих известным вариантам 
определения действительного числа (эти известные ва¬ 
рианты напоминаются в н. 1). Все варианты определе¬ 
ния вычислимого действительного числа оказываются 
эквивалентными (в том смысле, что действительное число, 
являющееся вычислимым согласно любому из этих вариан¬ 
тов, является вычислимым и согласно любому другому 
варианту). Однако каждый из них порождает свою 
систему обозначений вычислимых действительных чисел, 
причем некоторые из этиз^ систем оказываются эквива¬ 
лентными друг другу (в том смысле, что существуют алго¬ 
ритмы, позволяющие переходить от одной системы к дру¬ 
гой), а некоторые — не эквивалентными. Вопрос о системах 
обозначений рассматривается в и. 4 с существенным 
использованием понятий и результатов § 11. 
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Первое определение вычислимого действительного числа как 
числа, обладающего вычислимой последовательностью знаков двоич¬ 
ного разложения (т. е. «двоично вычислимого» в нашей терминоло¬ 
гии),, сформулировал А. М. Тьюринг [1936]. Вскоре он же [1937] по 
существу предложил другое определение вычислимого действитель¬ 
ного числа (как числа «сегментно вычислимого» в нашей термино¬ 
логии), указав на равносильность этого нового определения преды¬ 
дущему. Затем Е. Шпеккер [1949] рассмотрел четыре определения 
вычислимого действительного числа (соответствующих указанным 
в и. 1 настоящего параграфа известным вариантам определения 
действительного числа*)); однако Е. Шпеккер употреблял лишь 
примитивно-рекурсивные функции, и рассмотренные им определения 
оказались, как показал Е. Шпеккер в той же работе , неэквивалент¬ 
ными друг другу**). Изложение большинства результатов Е. Шпек- 
кера приведено в § 24 книги Р. Петер [1951 ]. Р. М. Робинсон в своей 
рецензии [1951] на эту книгу Р. Петер указал, что в шпеккеровых 
определениях примитивно-рекурсивные функции целесообразно 
заменить на обще-рекурсивные; такая замена, как подчеркнул 
Р. М. Робинсон, приводит к эквивалентным друг другу определе¬ 
ниям. Эти определения и формулируются ниже в п. 3. 


1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

Обозначим множество всех рациональных чисел через Н, 
множество всех действительных чисел—через і). 

В XIX веке было дано несколько определений понятия 
«действительнее число». Для каждого из этих определений 
была построена своя теория действительных чисел. Впослед¬ 
ствии стало ясно, что «действительное число» можпо опре¬ 
делять еще многими способами, причем все эти определе¬ 
ния и теории в некотором точном смысле оказались логи¬ 
чески равносильными. Мы не будем, разумеется, излагать 
подробно ни одной из этих теорий (они нам по существу 
не понадобятся); мы лишь коротко сформулируем те опре¬ 
деления понятия «действительное число», которые нам 
дальше будут нужны, отсылая нуждающегося читателя 
за логическим осмыслением этих определений или за раз¬ 
витием теории действительных чисел на основе этих опре¬ 
делений к соответствующей литературе. 


*) Из д-ичных заданий действительных чисел Е. Шпеккер 
рассматривал лишь десятичное задание. 

**) Более того, в этой же работе построено такоо вычислимое 
п одном из смыслов Е. Шпеккера действительное число г, что число Зг 
является в этом же смысле не вычислимым. 



1] 


ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


337 


а) Канторова теория 

Последовательность {г л } рациональных *) чисел назы¬ 
вается фундаментальной, если для любого рационального 
положительного е найдется такое натуральное п 0 , что для 
всех п, т>п 0 выполняется | г п - г т |«, е. Нам удобно будет 
определение фундаментальной последовательности рацио¬ 
нальных чисел высказать в другой форме. Функция М 4 > 
тина Я —> N называется регулятором сходимости для после¬ 
довательности рациональных чисел {г п }, если для любого 
рационального положительного е из п, т > к (е) следу¬ 
ет ] г п — г т | < е. Очевидно, последовательность рацио¬ 
нальных чисел является фундаментальной тогда и только 
тогда, когда для нее существует регулятор сходимости. 

Две последовательности рациональных чисел { а п } 
и {Ь п } называются эквивалентными, если Ііт (а п — Ъ п )=0. 

П —> оо 

Действительным числом называется класс эквивалент¬ 
ных между собой фундаментальных последовательностей 
рациональных чисел. Это определение мы будем называть 
«определением действительного числа по Кантору» **). 

Последовательность \<1 п } действительных чисел назы¬ 
вается фундаментальной, если для любого рационального 
положительного е найдется такое натуральное п 0 , что для 
всех п, т > п 0 выполняется \д п — й т | < е. Функция М 1 ) 
типа Я~> N называется регулятором сходимости для после¬ 
довательности действительных чисел {с? п }, если для 
любого рационального положительного е из п, т > Н (е) 
следует \й п — й т \ <е. Последовательность действительных 
чисел является фундаментальной тогда и только тогда, 
когда для нее существует регулятор сходимости. 

*) Мы даем сначала определение фундаментальной последова¬ 
тельности рациональных чисел, чтобы имитировать для недоста¬ 
точно знакомого с этими вопросами читателя логическую последо¬ 
вательность определений, ведущих от считающегося известным 
понятия «рациональное число» к понятию «действительное число». 
Через несколько строк (после того как на основе понятия «фунда 
ментальная последовательность рациональных чисел» будет опреде¬ 
лено понятие «действительное число») мы дословно также определим 
понятие «фундаментальная последовательность действительных 
чисел». 

**) См. П. С. Александров [1948], гл. VII, § 6 (осо¬ 
бенно замечание на стр. 361—362); или И. В. Арнольд [1939], 
гл. IX, § 80. 

22 в. А. Успенский 
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Исходя из определения действительного числа по 
Кантору, могут быть доказаны 

Теорема ос. (Критерий Больцано—Коши.) Последо¬ 
вательность действительных чисел {д п } сходится тогда 
и только тогда, когда для нее существует регулятор 
сходимости *). 

Теорема р. Если {а п }, {Ь п } — две последователь¬ 
ности действительных чисел, причем для всех п выполняется 

а п <^Ь п и (Ь а —а л )=0, то существует единственное 

число с такое, что для всех п выполняется а п < с < Ь п . Эта 
теорема часто формулируется на геометрическом языке: 
для последовательности вложенных друг в друга неогра¬ 
ниченно стягивающихся сегментов {[а п , Ь п \\ существует 
единственная точка с, общая всем сегментам**). 

Теорема у. Любое сечение множества действитель¬ 
ных чисел имеет границу. 

Условимся говорить, что пара функций (/, к), где 
/ (1) —функция типа N- >11, а /г<*) — функция типа Н—>Д, 
задает по Кантору действительное число а, если {/(я)) 
есть последовательность с регулятором сходимости к, 
сходящаяся к а. 

Ь) Дедекиндова теория 

Два сечения множества рациональных чисел назы¬ 
ваются эквивалентными , если нижний класс первого сече- 
пия или совпадает с нижним классом второго сечения, 
или отличается от него самое большее на один элемент. 
Класс эквивалентных сечений может содержать самое 
большее два сечения. 

Действительным числом называется класс эквивалент¬ 
ных сечений множества рациональных чисел. Это опреде¬ 
ление мы будем называть «определением действительного 
числа но Дедекинду»***). 

*) Эта теорема является «теоремой полноты» для действитель¬ 
ных чисел, определенных но Кантору. 

**) Здесь сегмент [а, Ъ] = & {х ^ Б | а ^ х <; Ъ). 

***) См. II. Н. Л у з и п [1948], § 66; или Г. М. Фихте н- 
гольд [1951], 6°; или 11. С. Александров [1948], 
гл. II, § 1; или И. В. А р н о л ь д [1939], гл. VI, § 54. (В послед¬ 
ней кпиге проведено достаточно подробное сравнение теорий дейст¬ 
вительных чисел по Кантору и но Дедекинду.) 
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Исходя из этого определения действительного числа, 
также могут быть доказаны теоремы а —у*). 

Функция Хц 1 ’ типа Н—>N называется характеристиче¬ 
ской функцией действительного числа а, если % а (г)~0 
для любого рационального г такого, что г < а, и Ха (г) = 1 
для любого рационального г такого, что г а. Если а — 
рациональное число, Ха(°0 может быть каким угодно или 
даже может быть не определено **). 

Условимся говорить, что функция . х типа Я~>і\ зада¬ 
ет по Дедекинду действительное число а , если х есть харак¬ 
теристическая функция числа а. 

с) Сегментная теория 

Две последовательности сегментов с рациональными 
концами назовем эквивалентными :, если последовательности 
левых концов и последовательности правых концов соот¬ 
ветственно эквивалентны. 

Действительным числом называется класс эквивалент¬ 
ных между собой последовательностей вложенных друг 
в друга неограниченно стягивающихся сегментов. Это 
определение мы будем называть «сегментным определением 
действительного числа». 

Опять остаются верными теоремы а—у***). 

Условимся говорить, что пара функций (аС), Ь (і) } 
типа N —» К сегментно задает действительное число а, 
если {[а(и), Ь(и)]} есть последовательность вложенных 
друг в друга неограниченно стягивающихся сегментов, 
единственной общей точкой которых является а. 

й) ц-ичная теория 

Несколько особняком от вышеприведенных определе¬ 
ний стоит дг-ичпое определение действительного числа. Оно 
конструирует все действительные числа (как рациональ¬ 
ные, так и иррациональные) сразу из натуральных чисел, 
а не из рациональных, как делалось выше. Поэтому оно 
не потребует привлечения .функций тина К—> К. 

*) См. Г. М. Фихте и гольц [1951], 10°, 38°, 39°. Роль 
«теоремы полноты» теперь играет теорема у. 

**) Таким образом, у рационального а «много» (счетное число) 
характеристических функций, отличающихся по значепию на а. 

***) Роль «теоремы полпоты» играет теперь теорема р. 


22* 
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Начнем для простоты с наиболее привычного случая: 
д=10. Рассмотрим сначала последовательности с 0 , с 1 , с 2 , 
с 3 , ..., где с 0 — натуральное число, а для і > 0 с { — одно 
из чисел 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Две такие последователь¬ 
ности назовем эквивалентными , если либо они совпадают, 
либо одна из них имеет вид с 0 , с ѵ с 2 ,..., с к , 9, 9, 9, 9, ... 
(&>0; если к > 0, то с к < 9), а другая — с 0 , с ѵ с 2 , ... 
..., Сь-г-1, 0, 0, 0, 0, ..., Класс эквивалентных последова¬ 
тельностей может содержать самое большое две последова¬ 
тельности. Теперь рассмотрим пары, первым элементом 
которых является один из двух знаков: плюс (+) или минус 
(—), вторым — последовательность рассмотренного вида. 
Две такие пары назовем эквивалентными , если либо у них 
совпадают первые элементы и эквивалентны вторые эле¬ 
менты, либо вторым элементом обеих пар является после¬ 
довательность «из нулей»: 0, 0, 0, 0,... Таким образом, 
класс эквивалентных пар может содержать самое большее 
две пары. 

Действительным числом называется класс эквивалент¬ 
ных между собой пар только что рассмотренного вида. Это 
определение мы будем называть «десятичным определением 
действительного числа». Условимся говорить, что пара 
(е, с) десятично задает действительное число а, если 
е— одно из двух чисел 0, 1, с — функция типа IV —>N 
такая, что при і > 0 выполняется неравенство с{і) < 10, и 

а = (-1)е с (0),с(1)с(2)с(3)...= 

-<-і)Д‘<о)+^4т§4т|+...]. 

Десятичное определение действительного числа легко 
может быть обобщено. Пусть ^ — целое число и <7 >2. 
Рассмотрим сначала последовательности вида с 0 , с х , с 2 ,с 3 ,..., 
где с 0 — натуральное число, а для і > 0 с і — одно из чисел 
0, 1, 2, ..., < 7 —1. Две такие последовательности назовем 
эквивалентными , если либо они совпадают, либо одна 
из них имеет вид с 0 , с х , с 2 , ..., с к , д— 1 , < 7 — 1 , д— 1 , ...(&> 0 ; 
если к > 0 , то с к < д— 1 ), а другая — с 0 , с х , с 2 , ..., 
Сь+1, 0, 0, 0, ... Теперь рассмотрим пары, первым элемен¬ 
том которых является один из двух знаков: плюс (+) или 
минус (—), вторым — последовательность рассмотренного 
вида. Две такие пары назовем эквивалентными , если либо 
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у них совпадают первые элементы и эквивалентны вторые 
элементы, либо вторым элементом обеих пар является 
последовательность «из нулей»: О, О, О, О,... 

Действительным числом называется класс эквивалент¬ 
ных между собой пар только что рассмотренного вида. Это 
определение мы будем называть «д-ичным определением 
действительного числа». Условимся говорить, что пара 
(е, с) д-ично задает действительное число а, если е— 
одно из двух чисел 0, 1, с — функция типа N — >7Ѵ такая, 
что при і > 0 выполняется неравенство с (г) < д, и 


а-(-1)«[с(0) + ^4 


с(2) ИЗ) 

д% ' д* 



Мы указали четыре определения действительного чис¬ 
ла *). От каждого из определений мы, естественно, желаем, 
чтобы оно давало нам возможность вычислять определяе¬ 
мое действительное число. Удовлетворяют ли этому тре¬ 
бованию наши четыре определения? Если не удовлетво¬ 
ряют, то какие действительные числа мы можем вычислять, 
какие — не можем? Как выделить из всех действитель¬ 
ных чисел вычислимые? Будут ли «вычислимые числа» 
совпадать, если исходить из разных определений действи¬ 
тельного числа? Ответу на все эти вопросы посвящен п. 3. 

2. ВЫЧИСЛИМЫЕ ФУНКЦИИ ОТ РАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

Определение. Нумерация т множества В рацио¬ 
нальных чисел называется вычислимой , если она может 
быть задана формулой 

ѵ ' 9з(") 

где <р х , ф 2 , ф 3 —частично-рекурсивные функции; про функ¬ 
ции ф х , ф 2 , ф 3 мы будем говорить, что они ^задают нуме¬ 
рацию т. 

Замечание. Основание вычислимой нумерации мно¬ 
жества В рекурсивно-перечислимо как пересечение трех 

*) Точнее, три (по Кантору, по Дедекинду, сегментное) и бес¬ 
конечную серию (двоичное, троичное, ..., десятичное, ... опреде¬ 
ления). ' ' 
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рекурсивно-перечислимых множеств, трех полных про¬ 
образов: ср“ ] (IV), фа 1 (Л 7 ) и срз 1 (Л'\{0}) (следствие 2 тео¬ 
ремы 5 из § 6). 

Пример 1. Пример вычислимой нумерации мно¬ 
жества Я. 

Возьмем какое-нибудь обще-рекурсивное взаимно-одно¬ 
значное соответствие между N и /V 3 и функции хі' 1 - 1 , Х 2 3 \ 
Хз^, х?\ его осуществляющие (теорема 32 из § 7). Положив 


т(п) = - 


[3] (ге) _ м [3] 


(”) 


Л 3 ] 


(л) 


получим искомую вычислимую нумерацию. 

Пример 2. Пример натуральной вычислимой 
нумерации множества Я. 

Пусть т —произвольная вычислимая нумерация мно¬ 
жества Я. Поскольку основание нумерации т рекурсивно¬ 
перечислимо, существует обще-рекурсивная функция р а> , 
пересчитывающая это основание (теорема 23 из § 7). 
Очевидно, нумерация %': т' ( п ) = т(р (п)) — искомая. 

Если т — вычислимая нумерация множества Я, то по 
любому п, входящему в основание нумерации т, можно 
вычислить соответствующее т (п)^Я и по любому г$Я 
можно вычислить какой-нибудь из его номеров*). Значит, 
если имеются две вычислимые нумерации: т 17 т 2 , мно¬ 
жества Я, то по любому номеру любого г 6 Я в нуме¬ 
рации х х можно сначала вычислить само г, а потом по г 
найти какой-нибудь из его номеров в нумерации т 2 . По 
номеру п 1 числа г в вычислимой нумерации г 1 мы вы¬ 
числили один из его номеров в вычислимой нумерации т 2 . 
Значит, две произвольные вычислимые нумерации мно¬ 
жества Я частично-рекурсивно эквивалентны **). Таким 


*) Последнее так: вычисляем т(0), т (1), т (2), ..., когда-нибудь 
дойдем до такого п, что т (л) = г; тем самым мы найдом, вычислим 
один из номеров числа г. 

**) Легко видеть, что в этом заключении мы воспользовались 
Основной гипотезой теории вычислимых функций: раз мы можем 
по помору числа г в нумерации вычислить какой-то (скажем, 
наименьший) номер этого же числа в нумерации т 2 , раз функция, 
сопоставляющая каждому номеру произвольного числа г в нуме¬ 
рации т і некоторый номер того же числа в нумерации т 2 , интуи¬ 
тивно-вычислима, значит, она частично-рекурсивна, и, следова? 



2] ВЫЧИСЛИМЫЕ ФУНКЦИИ ОТ РАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 343 

образом, здесь все "нумерации — главные. Поэтому для 
вычислимых нумераций .множества Я понятие главной 
нумерации является бессодержательным. 

Для любой функции /О) тина Я* —» Я обозначим через 
/ ѵ функцию, определенную на / _1 (Л ) |Д /V 5 и совпадающую 
па этом множестве с /. Функция / ;Ѵ — это, так сказать, 
с натуральная часть» функции /. / ;Ѵ — это уже функция 
типа Л'*—»Л’. 

Пусть т — вычислимая нумерация множества Я, задан¬ 
ная частично-рекурсивными функциями ср г , ср 2 , ір 3 . Легко 
видеть, что функция т л может быть определена «кусочно»: 

т .ѵ до = . Ф? . сели ерз (и) Ф 0 с$ 

с5 фі (п) > ср 2 (п) & Юіѵ (ерз ( п ), ср г (п) — ср 2 («)). 

По теореме 6 из § 6 и следствию 1 теоремы 7 из § 6 
функция т ѵ частично-рекурсивна. Пусть обще-рекурсив¬ 
ная функция (У п пересчитывает область определения 
функции г ѵ (следствие 4 теоремы 5 из § 6 и теорема 23 
из § 7). Введем функцию тГ 1 : 

т - 1 (ц) = е ((рг)[т іѵ (е(0) = п]). 

Функция т " 1 по любому натуральному п дает один из его 
номеров (относительно т). Очевидно, что тГ 1 частично¬ 
рекурсивна. Для любого п 

т*(т -Цп)) = п. ( 1 ) 

Фиксируем какую-нибудь вычислимую нумерацию т 
множества Я. 


только, нумерация т, частично-рекурсивно сводится к нумерации т 2 . 
Н атом параграфе мы позволим себе для простоты и краткости 
(ср. интуитивное — стр. 213 (несколько строк) — и строгое — 
стр. 213 — 233 (23 страницы)—доказательство вычислимости (обще- 
рекурсивиости) универсальной функции Ф (| г1) ) часто, уже по ого¬ 
варивая этого, пользоваться Основной гипотезой и вместо дока¬ 
зательства чаетичпо-рекурсивности некоторой функции ограничи¬ 
ваться доказательством ее интуитивной вычислимости. Заметим, 
что но всех таких случаях использование Основной гипотезы может 
быть устранено и вместо этого может быть проведено прямоо дока¬ 
зательство частично-рекурсипности рассматриваемой функции (ре¬ 
комендуем читателю осуществить ряд таких доказательств в ка¬ 
честве полезного упражнения). 
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Определение. Функция % типа № —* N называется 
сопряженной (относительно т) с функцией / типа В 3 —» В, 
если ^ обладает следующими свойствами: 1 ) если п { — 
номер числа г і в нумерации т (і = 1 , 2 , ..., $) и функция / 
определена на (г г , г 2 , ..г 8 ), то функция І определена на 
(Лі. « 2 , •.., га,) и I (га х , « 2 , ..., га 8 ) - номер числа / (г х , г 2 , ... 

..., г 8 ) в нумерации т; 2) если функция / не определена 
на кортеже (г х , ..., г 8 ), то, каковы бы ни были номера 
га х , . ..,га 8 рациональных чисел г х , ...,г 8 , функция ^ не 
определена на кортеже (« 1 , . ..,га 8 ). 

Если нумерация т не является натуральной, то каждая 
функция / типа В 3 —> В имеет бесконечно много сопря¬ 
женных функций (ведь на натуральных числах, не вхо¬ 
дящих в основание нумерации, сопряженная функция 
может быть равна чему угодно или даже не определена). 
Назовем функцию ср типа А Г8 —> N, сопряженную (относи¬ 
тельно т) с функцией / типа В 3 —> В, вполне сопряжен¬ 
ной с /, если ср определена лишь на таких кортежах из /V 8 , 
все компоненты которых входят в основание нумерации. 

Заметим, что функция I, (типа N 3 —> N) только тогда 
является вполне сопряженной (относительно т) с функ¬ 
цией / (типа В 3 —>В), когда имеет место равенство 

/ (т (га х ), ..., т (я,)) = т (5 (га х , ..., л,)). 

Определение. Функция / типа В 3 —* В называется 
рационалънозначной частично-рекурсивной или, короче, 
В-частично-рекурсивной (относительно т), если сущест¬ 
вует сопряженная с ней (относительно т) частично-рекур¬ 
сивная функция*). 

Замечание 1. Всякая /?-частично-рекурсивная 
функция имеет частичпо-рекурсивиую вполне сопря- 
ж е нн у ю функцию. Действительно, если функция I, типа 
/V 8 —> N сопряжена (относительно т) с функцией / типа 
В 8 —» В, то функция ^ 0 , определенная «кусочно» по схеме 

(Яц • ••»**) = $ (*і, • • • >®„). если (а^, ..., ®,) € Т 3 , 

где Т — основание нумерации т, будет вполне сопряжена 
(относительно т) с /. Если ^-частично-рекурсивная 


*) Ср. с определением частично-рекурсивной функции типа 
Л/ -> М на стр. 297 — 298, 
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функция, то, в силу замечания на стр. 341, теоремы 5 
из § 5 и следствия 1 теоремы 7 из § 6, функция тоже 
будет частично-рекурсивной. 

Замечание 2. Формально определение Я-частично- 
рекурсивной функции типа Я 3 —> Я зависит от исходной 
вычислимой нумерации т. Однако на самом деле это не 
так. Действительно. Пусть т — другая вычислимая нуме¬ 
рация. Поскольку гит частично-рекурсивно эквива¬ 
лентны, то существуют частично-рекурсивные функции: 
а, сводящая т к т, и а, сводящая т к т. Тогда, если 
сопряженная с / функция относительно т, то функция ^ 

I к, ..., п,) = а (5 (а К), • • •, а (п 8 ))) 

будет сопряжена с / относительно т. Если I, — частично¬ 
рекурсивная функция, то и ^ частично-рекурсивна и, следо¬ 
вательно, / Я-частично-рокурсивиа относительно т. По¬ 
этому впредь мы будем говорить просто о Я-частично- 
рекурсивных функциях. 

Приняв во внимание Основную гипотезу, легко уви¬ 
деть, что функция типа Я 3 — Я Я-частично-рекурсивпа 
тогда и только тогда, когда она вычислима в интуитив¬ 
ном смысле (т. е. в смысле существования вычисляю¬ 
щего ее алгоритма). Этим мы часто будем пользоваться 
для сокращения доказательств *). Очень показательно, 
что никакой повой гипотезы для доказательства этого 
утверждения но нужно. 

Замечание 3. Если функция / (8) типа Л гВ —>ІѴ 
частично-рекурсивна, то она, рассматриваемая как функ¬ 
ция типа Я 8 —Я, К-частично-рекурсивна. Если функция / <8 > 
типа Я 8 —> Я Н-частично-рекурсивна, то функция 
частично-рекурсивна. В самом деле, для любой вычисли¬ 
мой нумерации т множества Я равенство 

/К. •••> ге 8 ) = т ' 1 (/(* л '’К). •••.*"О*.))) ( 2 ) 

задает некоторую функцию /, сопряженную с / относит 

*) См. сноску**) на стр. 342. 
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телыю т. Из (2) вытекает, что функция / частично-рекур¬ 
сивна, и, следовательно, / /?-частично-рекурсивна. С дру¬ 
гой стороны, для любой функции /, сопряженной с / 
относительно т, имеет место равенство 

/ ,ѵ (п г , = т* (/ (г -1 К), • • •, тГ 1 (л,))). (3) 


Из (3) следует вторая часть утверждения замечания 3. 

Замечание 4. Если т — натуральная вычислимая 
нумерация множества Я, то сопряженной с функцией т 
является функция т ѵ . 

Замечание 5. Поскольку частично-рекурсивных 
функций — счетное множество, Я-частично-рекурсивных 
функций — тоже счетное множество. Поскольку функций 
тина Я — *Я — несчетное множество, существуют не 
Я-частично-рскурситыс функции. 

Лемма. Для любой вычислимой нумерации х мно¬ 
жества Я и любой главной нумерации юМ системы % (8) 
существует такая обще-рекурсивная функция оМ типа 
N —> УѴ, которая номер (в нумерации соИ) любой функции 
/<*> с ц}*) переводит в номер (в нумерации юМ) функции 

сопряженной с / (рассматриваемой как функция 
тина Я* —> Я) относительно х. 

Доказательство. Равенство (2) задает оператор, 
переводящий всякую функцию / тина ТѴ 3 ■—> 7Ѵ в некото¬ 
рую функцию /, сопряженную с / относительно т. Оче¬ 
видно, что простейшее распространение этого оператора 
сохраняет вычислимость. Тогда но теореме 17 из § 11 рас¬ 
сматриваемый оператор будет конструктивным, что и озна¬ 
чает существование требуемой функции <тМ (тина N —»Д ; ). 

Пример 3. В качестве нумерации т возьмем нуме¬ 
рацию, определенную в примере 1. Докажем 7?-частично- 
рокурсивность функции 8шп : 8шп (г г , г 2 ) = 74 4 г 2 . Пусть 


, ТПх — Пх 

— номер числа г 1} т. е. т х = —~— 1 

Щ = к [ і 3] (4), п г = к [ 2 3] (4), 


. где 

Яі = х [ з 3] (4)- 


Пусть 4 — номер числа г 2 , т. е. г 2 = - 


т 2 = х [ 4 3] ( 4 ), 


( 4 )> = 4 ] ( 4 )- 


Покажем, как но номерам І ѵ І г чисел г г , г 2 вычислить 
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номер / 0 числа т^-і-г,,'. 

_ . „ . т 2 — п 2 (т^о + тй,) — («,</ 2 -г- 

Г -і- Го — - 1--- . 

1 Чі Чг Ч\Чг 

Следовательно, искомый номер / 0 числа г 1 -|-г 2 равен 
4 ; |] ( т , и, ц), где т = яг^-р т 2 ц х , п = п х ц 2 -\ п 2 ц г , ц = 

Мы показали, что но номерам чисел г х , г 2 можно вычислить 
некоторый номер числа 8ііт(г 1 , г 2 ). Значит, функция йит 
К-частпчно-рекурсивна. Равенство, задающее сопряжен¬ 
ную функцию, в данном случае тоже очевидно. 

Из определения /7-частично-рекурсивмой функции авто¬ 
матически следует определение вычислимой последова¬ 
тельности рациональных чисел (поскольку всякая после¬ 
довательность рациональных чисел является функцией 
тина Я—>Я). Впрочем, легко видеть, что это определение 
можно высказать в более простой форме (поскольку всегда 
можно по номеру числа п вычислить само п и по числу п 
найти один из его номеров). 

Определение. Последовательность { г п } рациональ¬ 
ных чисел называется вычислимой, если существует обще¬ 
рекурсивная функция ^ ш , дающая по любому числу п 
помер числа г п в нумерации т. 

Замечание. Из замечания 5 следует, что вычисли¬ 
мых последовательностей рациональных чисел — счетное 
множество. Множество всех последовательностей рацио¬ 
нальных чисел несчетно; значит, существуют невычисли¬ 
мые последовательности рациональных чисел. 

Еще раз подчеркнем, что так как все вычислимые 
нумерации множества Я частично-рекурсивно эквива¬ 
лентны, /?-частично-рекурсивность функции типа В.* —> Я 
или вычислимость последовательности {г п } не зависит от 
выбора нумерации т. Эту особенность вычислимых нуме¬ 
раций множества Я надо и впредь иметь ввиду. 

3. ВЫЧИСЛИМЫЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 
а) Числа, вычислимые но Кантору 

Действительное число а задается но Кантору парой 
функций (/, к) (/ (1) — типа N —> Я, А ш — типа Я — >Л ! ) такой, 
что а = Ііш/(н), а А — регулятор сходимости для {/(я)}, 

7}-»О0 
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В этом случае для любого рационального положи¬ 
тельного е и любого п такого, что п>/і(е), имеет место 
неравенство 

| / (л) — а | < е, (І) 

т. е. любой член последовательности /(л) с номером 
л : л > к (е) — является е-приближением к а? Если после¬ 
довательность {/(л)) вычислима, это еще не достаточное 
основание для того, чтобы число а называть вычислимым, 
так как, хотя мы и можем вычислять / (0), / (1), / (2), . .., 
мы не можем по е находить е-приближение, мы не умоем 
для заданного л проверять, является / (л) или не является 
искомым е-приближением. 

Определение. Действительное число а называется 
слабо вычислимым в смысле Кантора, если существует 
вычислимая последовательность рациональных чисел, схо¬ 
дящаяся к а. 

Из этого определения и Критерия Больцано — Коши 
следует, что слабо вычислимое в смысле Кантора числа а 
может быть задано по Кантору парой функций (/, к), где 
/ — і?-частичпо-рекурсивная функция. 

Определение. Последовательность действительных 
(в частности, рациональных) чисел называется вычислимо 
сходящейся, если для нее существует /?-частично-рекур- 
сивный регулятор сходимости. 

Согласно Критерию Больцано — Коши, всякая вычис¬ 
лимо сходящаяся последовательность сходится. 

Определение. Действительное число а называется 
вычислимым в смысле Кантора, если существует вычис¬ 
лимая и вычислимо сходящаяся последовательность ра¬ 
циональных чисел, сходящаяся к а. 

Замечание. Поскольку вычислимых последователь¬ 
ностей рациональных чисел — счетное множество (замеча¬ 
ние па стр. 347), слабо вычислимых в смысле Кантора, 
а значит, и вычислимых в смысле Кантора чисел тоже 
счетное множество. Следовательно, существуют действи¬ 
тельные числа, не являющиеся слабо вычислимыми и, тем 
более, вычислимыми в смысле Кантора. 

Действительное число а вычислимо в смысле Кантора 
тогда и только тогда, когда оно может быть задано по 
Кантору парой функций (/, к), где / и к —К- чартичпо- 
рекурсивные функции, 
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Если число а вычислимо в смысле Кантора, то по 
любому рациональному положительному е мы можем вы¬ 
числить е-цриближение к а (см. (1)). 

Теорема 1. Всякое действительное число а является 
пределом некоторой вычислимо сходящейся последователь¬ 
ности рациональных чисел. 

Доказательство. Возьмем произвольную после¬ 
довательность {г п } рациональных чисел, сходящуюся к а. 
Теперь выберем из нее вычислимо сходящуюся подпосле¬ 
довательность. Обозначим через п і наименьшее натураль¬ 
ное число такое, что при і > О п і > п {-1 и из р, ц > п г 

следует | г р — г я | <4- . Последовательность {г п .} по-преж¬ 
нему сходится к а. Легко видеть, что /?-частично-рекур- 
сивиая функция Н\ Н (г) = (ці) ^ 4- <' е )=[т] т 1 , будет 
для нее регулятором сходимости *). Следовательно, {г„.} — 
искомая. 

Из теоремы 1 и того, что бывают не вычислимые 
в смысле Кантора числа, следует, что бывают вычислимо 
сходящиеся, но не вычислимые последовательности рацио¬ 
нальных чисел. 

Важный пример. Пример строго возрастающей 
ограниченной вычислимой , но не вычислимо сходящейся 
последовательности рациональных чисел**). 

Возьмем в N произвольное рекурсивно-перечислимое, 
но не обще-рекурсивное множество (? (§ 9, п. 2, при¬ 
мер 4) и однолистную обще-рекурсивную функцию $ ІІ) , 


*) Функция Н интуитивно-вычислима, и значит, Я-частично- 
рекурсивна (см. стр. 345 и сноску **) на стр. 342). Подобные заме¬ 
чания мы впредь судом опускать. 

**) Если во всех предшествующих определениях этого пара¬ 
графа заменить слова «частично-рекурсивный» и «обще-рекурсив¬ 
ный» на «примитивно-рекурсивныи», мы получим принадлежащие 
Е. Шпеккору [1949] определения примитивно-рекурсивной последо¬ 
вательности рациональных чисел, примитивно-рекурсивно сходя¬ 
щейся последовательности рациональных чисел и примитивно¬ 
рекурсивного действительного числа. Настоящий «важный пример» 
является аналогом построеішого Е. Шпѳккером ([1949], теорема I) 
примера строго возрастающей ограниченной примитивно-рекурсив¬ 
ной, но не примитивно-рекурсивно сходящейся последовательности 
рациональных чисел. Приводимое ниже построение встречается 
у Г. Райса [1954]. 
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его порождающую (§ 7, теорема 28). Рассмотрим ряд 

ПО 

2 ді1> ' ^ 

1=0 

Ряд (2) сходится, так как это ряд' с положительными 
членами, получающийся перестановкой некоторых членов 

сходящегося ряда 2 ■ Значит, ряд (2) определяет не¬ 

которое действительное число [і 

СО 

р) 

1=0 А 

Число Р мы пока оставим. Рассмотрим последователь¬ 
ность {«УД частичных сумм ряда (2): 

І=П 

— 2 О 
1=0 1 

Очевидно, {»?„} — строго возрастающая ограниченная вычи¬ 
слимая последовательность рациональных чисел. Остается 
только показать, что {»?„} не -является вычислимо схо¬ 
дящейся последовательностью. 1іт*5 п = р. {^Д — сходя- 

п-»оо 

щаяся последовательность. В силу Критерия Больцано — 
Копіи, у нее существует регулятор сходимости. Обозна¬ 
чим произвольный регулятор сходимости последователь¬ 
ности {<9Д через к и докажем равенство 

!»Е 0 \- (31) [?(()=«]. (5) 

-(й 

Доказательства требует только ограничение для I. Допу¬ 
стим, что пЬ(}, §(1) = п и I > к Г 2 »ггг) • Тогда і — 1 > 

1 N 

>/г^ 2п+! ). По определению регулятора сходимости: 

І^і —8 і-і 1<2^Ч ’ 

По (4): 2 »!і) <• Получаем противоречие: §(і)>п + 1. 

(5) доказано. Допустим теперь, что {^ п } — вычислимо 
сходящаяся последовательность, т. е. что у нее есть 
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некоторый 7?-частично-рекурсивный регулятор сходимо¬ 
сти к. Тогда из (5), написанного для этого регулятора 
сходимости к , и теорем 16 из§7и18из§7 следует 
обіце-рскурсивность предиката а следовательно, и 

множества (}. Противоречие с выбором Итак, после¬ 
довательность {6’Д — искомая. 

Поскольку {Л'Д - вычислимая последовательность, 
сходящаяся к (1, |1 - слабо вычислимое в смысле Кантора 
число. Ниже (следствие теоремы 5) будет доказано, что 
р- по вычислимое в смысле Кантора число*). Значит, 
существуют слабо вычислимые, но не вычислимые в смысле 
Кантора числа. 

Ь) Числа, вычислимые по Дедекинду 

Действительное число а задается но Дедекинду функ¬ 
цией % (^ а) —типа Я~ >УѴ), являющейся для него харак¬ 
теристической функцией. Если мы для любого рациональ¬ 
ного г, отличного от а, сможем узнавать: г < а или 
г > а — число а естественно считать вычислимым. 

Определение. Действительное число а называется 
вычислимым в смысле Дедекинда, если его характери¬ 
стическая функция х а /?-частично-рекурсивна **). 

Теорема 2. Если действительное число вычислимо 
в смысле Каптсіра, то оно вычислимо в смысле Дедекинда. 

Доказательство. Пусть действительное число а 
вычислимо в смысле Кантора. Это означает, что оно 
является пределом некоторой вычислимой, вычислимо 
сходящейся последовательности рациональных чисел, 
т. с. существуют Д-частичпо-рекурсивные функции / (1> 
(типа УѴ —> Н) и /г (1) (тина /?— >УѴ) такие, что <х= 1іш/(«) 

п—кю 

и к — регулятор сходимости для {/(я)). Докажем, что 
тогда число а вычислимо в смысле Дедекинда, т. е. что его 
характеристическая функция % а І?-частично-рекурсивна. 

*) Этот факт является аналогом теоремы IV статьи Е. Шпек- 
кора [194У] о существовании такой монотонной ограниченной при¬ 
митивно-рекурсивной последовательности рациональных чисел, пре¬ 
дел которой не является примитивно-рекурсивным действительным 
числом. 

**) Если а— рациональное, то у него бесконечно много харак¬ 
теристических фуикций, но все они непременно І?-частнчпо -рекур¬ 
сивны. 
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Возьмем произвольное рациональное г, не равное а. 
Нам нужно узнать: г <_ а или г > а. Эта задача будет 
решена, если мы найдем такое п, что 

I / (л) — <* | < 1 г — а |, (6) 

так как тогда из г > / ( п) будет следовать г > а, а из 
г < / (п) будет следовать г < а, сравнить же два рацио¬ 
нальных числа по величине мы всегда можем. Следова¬ 

тельно, если мы найдем п, удовлетворяющее неравен¬ 
ству (6), искомая функция % а будет равна: 

Хо(г) = 8 ? (г--/(п)), (7) 

где 8д — вычислимая функция от рациональных чисел, 
такая, что 5§ (0) = 0 и 5§ (г) = 1 при г > 0. Чтобы найти п, 
удовлетворяющее неравенству (6), достаточно найти такие 
п и 8, что одновременно 

8 > 0, (8) 

п > к (в) (9) 

и 

|/(п) —г|> 2е. (10) 

Покажем сначала, что из (8), (9), (10) для п и е сле¬ 
дует (6) для п. Из (8) и (9) следует (1): 

|/(я)-а|<е. (И) 

А тогда из (10) и (11) вытекает (6): 

|г-<*| = |(г-/(л))-(а-/(л))|> 

> I г - / (л) I -1 а - / М I > 2е - е = е > | / (л) - а |. 
Покажем теперь, что п и е, удовлетворяющие нера¬ 
венствам (8) —(10), существуют. Докажем, что если 
в качестве искомого е взять произвольное рациональное 
число, удовлетворяющее неравенству 

0 < 8 < , ( 12 ) 

а в качестве п взять любое натуральное число такое, 
что 

п>к(е), (13) 
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то так выбранная пара чисел ( п , е) будет удовлетворять 
неравенствам (8) — (10). Действительно, (8) следует из (12), 
а (9) совпадает с (13). Докажем неравенство (10). Из (8) 
н (9) следует (1); из (1) и (12) получаем: 

|/(л)-а|<і^і. 

Л тогда при помощи (12): 

1 / (п) - г | = | г - / (л) | = | (г - а) - (/ ( п) - а) | > 

>|г — а 1 — | / (и) — а | > 1 1 — а | — = -§• | г - а | > 2е. 

Покажем, наконец, как по г находить, вычислять 
п и е, удовлетворяющие неравенствам (8) —(10). Алго¬ 
ритм нахождения чисел п и е очень простой: перебирай 
шо порядку» множество [А, Я] и каждую пару чисел 
(п, е) проверяй, испытывай на (8) — (10). Функции / и к 
в (9), (10) А-частично-рекурсивны, значит, зту проверку 
можно эффективно провести. Как доказано, пары (п, е) 
с требуемым свойством существуют. Значит, наш «пере¬ 
бор» закончится. 

По-другому, точнее, этот алгоритм нахождения чисел 
>і, е можно изложить так. Возьмем какую-нибудь нату¬ 
ральную вычислимую нумерацию х множества Я и 
произвольное обще-рекурсивное взаимно-однозначное со¬ 
ответствие х [23 между А и. А 2 (теорема 32 из § 7), осуще¬ 
ствляемое функциями хі 23 , Х 2 23 , х|) 23 . Для каждого нату¬ 
рального і вычислим сначала пару (хі 23 {2)> х 2 21 (0)> затем 
за п возьмем прямо хі 23 ( I ), за е возьмем т (х^ 23 ( I )) и про¬ 
верим (8) —(10). Если они выполняются, пара (хі 23 (0, 
т (хг 23 ( і ))) — искомая. Тогда п = хі 23 ( і ) удовлетворяет 
неравенству (6), по (7) вычисляем % а (г). Окончательно: 

Ха (г) = 8§ {г / (х [ і 23 ((рО [(т (х 1 2 21 (0) > 0) <5с 

<5сМ 23 (0>Л[т(х С 2 23 (0)))<5с 

с5(|/М 21 (0)-Н>2т(х С 2 23 (0))]))). (14) 

Из вышеизложенного следует, что функция % а , опрет 
деленная равенством (14), является характеристической 

23 в. Л. Успенски іі 
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функцией числа а. Из (14) видно, что % 0 і?-частично- 
рекурсивна. Значит, число а вычислимо в смысле Деде- 
кинда. Теорема доказана. 


с) Сегментно вычислимые числа 

Действительное число а задается сегментно парой 
функций (а, Ъ) (а а> и 6 а) — функции типа ІѴ—>і?) такой, 
что {[а(п), 6(п)]} есть последовательность вложенных 
друг в друга неограниченно стягивающихся сегментов, 
единственной общей точкой которых является а. Если 
число а задано сегментно парой функций (а, Ъ), то 
а= 1іта(п)= 1іт6(п). Если обе последовательности 

П-*00 П->со 

(а(п)}, (&(п)} вычислимы, то число а естественно считать 
вычислимым, так как (в отличие от ситуации, рассмотрен¬ 
ной на стр. 347—348) эти последовательности зажимают 
число а с двух сторон и по п мы можем оценить бли¬ 
зость а (п) и Ъ (п) к а: 

| а (п) — а | < | а (п) — Ь (п) |, | Ь (п) - а | < | а (п) — Ъ (п) |. 

Определение. Последовательность сегментов {[а ( п ), 
Ь ( п )]} с рациональными концами называется вычислимой, 
если {а (п)} и {Ъ (п)} — вычислимые последовательности. 

Определение. Действительное число а называется 
сегментно вычислимым, если существует вычислимая 
последовательность вложенных друг в друга неограни¬ 
ченно стягивающихся сегментов, единственной общей 
точкой которых является а. 

Действительное число а сегментно вычислимо тогда 
и только тогда, когда оно может быть задано сегментно 
парой і?-частично-рекурсивных функций (а, Ь). 

Теорема 3. Если действительное число а. сегментно 
вычислимо, то оно вычислимо в смысле Кантора. 

Доказательство. Пусть действительное число а 
сегментно вычислимо. Тогда оно может быть сегментно 
задано парой і?-частично-рекурсивных функций (а, Ъ). 
Вычислимая последовательность, например, левых кон¬ 
цов (а ( п )) сходится к а. Последовательность {а (п)} — 
вычислимо сходящаяся. Ее Л-частично-рекурсивным 
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регулятором сходимости является, например, функция 
/ г (е) = (р0[|М0-«(01<е].] (15) 

Значит, число а вычислимо в смысле Кантора. 

Замечание. Как видно из доказательства теоре¬ 
мы 3, если число а сегментно задается парой Я-частично- 
рекурсивных функций (а, Ь), то {а (л)} и {Ь (л)} — вычи¬ 
слимо сходящиеся последовательности. 

Теорема 4. Если действительное число а вычислимо 
в смысле Дедекинда, то оно сегментно вычислимо. 

Доказательство. Пусть действительное число а 
вычислимо в смысле Дедекинда. Тогда его характери¬ 
стическая функция %а ^-частично-рекурсивна. Возьмем 
какую-нибудь натуральную вычислимую нумерацию х 
множества Я и произвольное обще-рекурсивное взаимно¬ 
однозначное соответствие х 12 - 1 между N и А га (теорема 32 
из § 7), осуществляемое функциями к\ 2 \ х^ 2] , Функ¬ 
ция у = х о( т (0) частично-рекурсивна. Пусть д а> —обще¬ 
рекурсивная функция, пересчитывающая ее область 
определения (следствие 4 теоремы 5 из § 6 и теоре¬ 
ма 23 из § 7). Функция у = Ха (т (с (<))) уже обще¬ 
рекурсивна. 

Построим вычислимую последовательность вложенных 
друг в друга неограниченно стягивающихся сегментов, 
единственной общей точкой которых является а. После¬ 
довательность левых концов задается равенствами: 

'«(0) = т (в ((рО [хв (т (с (*))) = 0])), 

а(л+і) = т(е( иі 25 ((р?) [ (ха (т (е 04 25 (я)))) = 0 ) <х 

• & (т (9 М 21 {Я))) > а (л)) 

& (Ха (т (СЙ 21 (</)))) = 1)Л 

<Х^Т( е (х [ 2 21 (?)))-Т(е(Х [ 1 2] _ > ( ? )))<^-1 1 ^]^). (16) 

Аналогично определяется последовательность (&(л)) 
правых концов. Легко видеть, что пара 7?-частично- 
рекурсивных функций (а, Ъ) сегментно задает число а. 
Значит, число а сегментно вычислимо. Теорема доказана. 

23* 
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* Из теорем 2—4 следует, что определения вычисли* 
мости в смысле Кантора, вычислимости в смыеле Деде- 
кинда и сегментной вычислимости равносильны. 

Теорема 5. Если пределом монотонной вычислимой 
последовательности {с п } рациональных чисел является 
вычислимое (сегментно, в смысле Кантора или в смысле 
Дедекинда) действительное число, то последовательность 
{с п } — вычислимо сходящаяся. 

Доказательство. Доказательство проведем, на¬ 
пример, для неубывающей последовательности. Итак, 
пусть {с п } — неубывающая вычислимая последовательность 
рациональных чисел и пусть а = Ііт с п — вычислимое 

п— ѵаэ 

число. Так как число а сегментно вычислимо, сущест¬ 
вует вычислимая последовательность {[а (п), Ь (л)]) вложен¬ 
ных друг в друга неограниченно стягивающихся сегмен¬ 
тов с рациональными концами, единственной общей точ¬ 
кой которых является а. 7?-частично-рекурсивные функ¬ 
ции а, Ь сегментно задают число а. По замечанию после 
теоремы 3 {а (л))— вычислимо сходящаяся последова¬ 
тельность. Пусть Н 1 — се Л-частично-рекурсивный регу¬ 
лятор сходимости. Тогда Л-частично-рекурсивным регу¬ 
лятором сходимости для последовательности {с п } будет 
функция к 2 (е) = (рЬ) [с ( > а (/г х (е))]. Значит, последователь¬ 
ность {с п } — вычислимо сходящаяся. 

Следствие. Предел любой монотонной ограничен¬ 
ной вычислимой, но не вычислимо сходящейся последова¬ 
тельности (см. важный пример на стр. 349), например, 
число р из (3), есть слабо вычислимое в смысле Кантора 
число, не являющееся вычислимым (ни сегментно, ни 
в смысле Кантора, ни в смысле Дедекинда). 

6) Десятично вычислимые числа; д-ично вычислимые 

числа 

Действительное число а задается десятично па¬ 
рой (г, с), где е —одно из чисел 0,1, с а) — функция 
типа /V—такая, что с (л) <10 при л>0иа= 
= (— 1) е с (0), с (1) с (2) с (3) ... В этом случае определе¬ 
ние вычислимого числа будет, пожалуй, самым естествен¬ 
ным и привычным. 
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Определение. Действительное число а называется 
десятично вычислимым, если функция с, входящая в его 
десятичное задание, обще-рекурсивна *) **). 

Другими словами, действительное число а десятично 
вычислимо, если можно вычислять знаки его десятичного 
представления. Очевидно, что любое алгебраическое дей¬ 
ствительное число (в частности, любое рациональное 
число) десятично вычислимо. Трансцендентные числа я 
и е тоже, конечно, десятично вычислимы. 

Теорема 6. Если действительное число а десятично 
вычислимо, то оно вычислимо в смысле Кантора. 

Доказательство. Пусть действительное число а 
десятично вычислимо. Тогда существуют такое число е 
(равное 0 или 1) и такая обще-рекурсивная функция с, 

ОО 

что а = ( — 1) е> 2 с(і)-10'\ Определим функцию /: 

і=0 

/(/.) = (-1)«.2 П с(і>10-* (17) 

і=0 

и функцию к: 

М*)=Ф0[і5Г<*]- (18) 

Легко видеть, что {/(л)}— последовательность с регуля¬ 
тором сходимости к, сходящаяся к а. Функции / и 
к — і?-частично-рекурсивные. Значит, число а вычислимо 
в смысле Кантора. 

Теорема 7. Если действительное число а вычислимо 
в смысле Дедекинда, то оно десятично вычислимо. 

Доказательство. Если а — десятично-рациональ¬ 
ное число ^т. е. число вида ^ , где й — целое число^ , 

то оно имеет конечное десятичное представление: 
<х = ( — 1 ) е -с 0 , с х с 2 ... с к . В этом случае, даже без исполь¬ 
зования вычислимости в смысле Дедекинда, а тривиально 

*) У числа а может быть два десятичных задания, но, оче¬ 
видно, входящие в вих функции либо обе обще-рекурсивны,. либо 
обо—нет. 

**) Очень важно, что в этом определении речь идет об общѳ- 
рекурсивности, а но о Д-частично-рекурсивности, так как с—функ¬ 
ция типа N -> N (см. стр. 339). 
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десятично вычислимо, так как пара (е, с), где с —функ¬ 
ция, определенная равенством 

с 0 , л = О, 

Сі, л = 1, 

^2> Л = 2, 


с (л) = ? 


I Л — 

[О, п>к, 

десятично задает число а. 

Если а —не десятично-рациональное число, то оно 
имеет единственное и бесконечное десятичное предста- 

СО 

вление: а — ( — I) 8 - 2 с { - І0 -і . Покажем, что функция 

і=0 

с (л) = с п обще-рекурсивна. Для зтого достаточно пока- 

І=П 

зать, что функция С (л) = 2. 1 с К • 10 _і обще-рекурсивна, 

і=0 

так как с (л) = І0 П [С (л) — С (л — 1)]. Покажем, как вычи¬ 
слять по л число С (л). С (л) —десятично-рациональное 
Л 

число вида удовлетворяющее равенствам: . 

Х|ц|(С(я)) = 0, (19) 

Х|«і( С ( л > + ІбО = 1 - ( 20 ) 

А 

Равенствами (19), (20) число вида ^ определяется одно¬ 
значно. Число а вычислимо в смысле Дедекинда. Зна¬ 
чит, %а — Л-частично-рекурсивная функция. А тогда и 
Хі а і і?-частично-рекурсивна. Алгоритм вычисления числа 
С (л) следующий: проверяй последовательно на выполне¬ 
ние равенств (19), (20) десятично-рациональные числа 

вида например, в следующем порядке: 

П 1 2 1 2 3 4 3 4 /21 \ 

’ 10"’ 10"’ 10"’ 10"’ 10"’ 10"’ 10"’ іо 

Через конечное число шагов в последовательности (21) 
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найдется то единственное число В, которое обладает 
свойством: х 1о| (5) = 0, Х 1а , ( В + Го") = 1 ‘ Тогда С (п) = В. 
Теорема доказана. 

Итак, понятие десятично вычислимого числа тоже 
оказалось равносильным всем предыдущим понятиям 
«вычислимости» действительных чисел. 

Все изложенное в настоящем пункте может быть 
дословно перенесено на ^г-ично определенные действи¬ 
тельные числа (д — целое число, д > 2). Действительное 
число а задается д-ично парой (е, с), где е — одно из чи¬ 
сел 0,1, с ш —функция типа N—>N такая, что с(п)<д 

для п>0 и а = ( — 1) е [с(0) + ^ + ^ + ^ + ...] . 

Определение. Действительное число а называется 
д-ично вычислимым, если функция с, входящая в его 
д-ичное задание, обще-рекурсивна *). 

Другими словами, действительное число а ^-ично 
вычислимо, если можно вычислять знаки его <?-ичного 
представления. Дословным повторением (с заменой 
повсюду числа 10 на д) могут быть доказаны аналоги 
теорем 6, 7: ^г-ичная вычислимость действительного числа 
равносильна со всеми прочими «вычислимостями». 

е) Конструктивный континуум 

Все те естественные определения вычислимых дей¬ 
ствительных чисел, которые мы дали в а) —<1), отпра¬ 
вляясь от разных способов введения действительных 
чисел, оказались эквивалентными (теоремы 2 — 4, 6, 7). 

Определение. Действительное число называется 
вычислимым, если оно удовлетворяет одному из опреде¬ 
лений, введенных в а) —3) (с тем же успехом можно 
было бы сказать — каждому из определений). 

Множество вычислимых действительных чисел обра¬ 
зует так называемый конструктивный континуум. Обо¬ 
значим конструктивный континуум буквой Множе¬ 
ство $ — счетное (см. замечание на стр. 348). Ниже 
(теорема 11) будет доказано, что конструктивный кон- 

*) См. сноски *) и **) на стр. 357. 
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тинуум в некотором более узком смысле «счетности» 
не является счетным (а именно, не является конструк¬ 
тивно счетным). Можно доказать*) (интуитивно это оче¬ 
видно), что $ — поле и, следовательно, подполе поля 2) 
действительных чисел. Любое алгебраическое действи¬ 
тельное число (в частности, любое рациональное число) 
входит в Поле алгебраических действительных чисел — 
подполе поля Й. Но конструктивный континуум ® содер¬ 
жит и всевозможные вычислимые трансцендентные числа, 
например я и е. 

4. СИСТЕМЫ ОБОЗНАЧЕНИЙ ВЫЧИСЛИМЫХ 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ **) 

Конструктивный континуум ® — счетное множество. 
Вычислимых действительных чисел — счетное число. Зна¬ 
чит, их можно как-то обозначить, назвать; каждому 
вычислимому действительному числу можно приписать 
конечное обозначение, имя***). Мы покажем, что систему 
обозначений можно выбрать так, что имя (обозначение) 
каждого числа будет в каком-то смысле отражать спо¬ 
соб его вычисления, так что по имени числа будем, 
возможно, вычислять само число. Поскольку каждое 
из определений вычислимого действительного числа 
давало свой способ вычисления чисел, мы введем не¬ 
сколько систем обозначений. Мы покажем, что некото¬ 
рые из этих систем обозначений эквивалентны друг 
другу (в том смысле, что по имени числа в одной си¬ 
стеме обозначений можно эффективно найти, вычислить 
имя этого же числа в другой системе обозначений), 
а некоторые не эквивалентны. 

В качестве обозначений, или имен, для вычислимых 
действительных чисел мы будем использовать натураль¬ 
ные числа. 


*) См. Г. Райс (1954], теорема 4. 

**) Предпринятое в настоящем пункте рассмотрение таких си¬ 
стем содержится также в статье В. А. Успенского (1960]. 

***) В. отличие, например, от произвольных Действительных 
чисел, каждому из которых тоже можно приписать «обозначение» 
(скажем, такими «обозначениями» являются десятичные предста¬ 
вления чисел), но эти «обозначения» будут уже обязательно бес¬ 
конечными. 
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Фиксируем три объекта (в дальнейшем они часто 
будут называться исходными объектами ): произвольную 
главную нумерацию со класса Ч' л \ произвольную вычи¬ 
слимую нумерацию т множества Я и произвольное обще¬ 
рекурсивное взаимно-однозначное соответствие между 
N и УѴ 2 (функции, его осуществляющие, обозначим, как 
обычно, через х\ 2 \ к [2 \ х^ 2] ). 

Определение. Номе ром Я-частично-реку рсивной 
функции / типа Я—>Я назовем всякий номер (в нуме¬ 
рации со) всякой частично-рекурсивной функции, сопря¬ 
женной с / (относительно нумерации т). 

[Канторова нумерация вычислимых 
действительных чисел 

Пусть а — вычислимое действительное число. Возь¬ 
мем произвольную пару (/, к) Л-частично-рекурсивных 
функций, задающую число а по Кантору. Пусть п х — номер 
функции /, л 2 — номер функции к. Пару (п х , п 2 ) мы назо¬ 
вем канторовым обозначением числа а. Число п а = (л х , п 2 ) 
назовем канторовым номером числа а. Легко видеть, что 
по канторовому номеру п а числа а можно вычислять 
(в канторовом смысле) само число а. 

Дедекиндова нумерация вычислимых 
действительных чисел 

Пусть а — вычислимое действительное число. Возьмем 
функцию %, задающую число а по Дедекинду. Эта функ¬ 
ция является характеристической функцией числа а 
и Л-частично-рекурсивна. Пусть п — номер функции 
Число п мы будем называть дедекиндовым номером (или 
дедекиндовым обозначением) числа а. По дедекиндовому 
номеру п числа а можно вычислять (в дедекиндовом 
смысле) само число а. 

Сегментная нумерация вычислимых 
действительных чисел 

Пусть а — вычислимое действительное число. Возьмем 
произвольную пару (а, Ь) Л-частично-рекурсивных функ¬ 
ций, сегментно задающую число а. Пусть п х —номер 
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функции а, а га 2 — номер функции Ь. Пару (п 1( п 2 ) мы 
назовем сегментным обозначением числа а. Число га 0 = 
= х с 0 2] (п 1 , га 2 ) назовем сегментным номером числа а. 
По сегментному номеру п 0 числа а можно вычислять 
(в сегментном смысле) само число а. 

Десятичная нумерация вычислимых 
действительных чисел 

Пусть а —вычислимое действительное число. Возьмем 
пару (е, с), десятично задающую число а. Функция с 
дает знаки десятичного представления числа а. Она 
является функцией типа N—>N и обще-рекурсивна. 
Пусть п — номер функции с в нумерации ю *). Пару (е, га) 
мы будем называть десятичным обозначением, а число 
га 0 = * С о 2] (е, га) — десятичным номером числа а. По деся¬ 
тичному номеру га 0 числа а можно вычислять знаки его 
десятичного представления. 

Аналогично строится д-ичная нумерация вычислимых 
действительных чисел (для каждого целого ^>2) 
и определяются понятия ц-ичного обозначения и ^-ичного 
номера вычислимого действительного числа. 

В любой из построенных выше нумераций каждое 
вычислимое действительное число имеет, как легко пока¬ 
зать, бесконечное множество номеров. 

Все вышеперечисленные нумерации (или системы обо¬ 
значений) вычислимых действительных чисел строились 
нами при фиксировании трех исходных объектов: глав¬ 
ной нумерации со класса Ч а \ вычислимой нумерации т 
множества Я и обще-рекурсивного взаимно-однозначного 
соответствия %№**). Если мы будем менять эти исход¬ 
ные объекты, то будут, конечно, меняться и нумерации. 
Однако в силу того, что все главные нумерации системы 
обще-рекурсивно эквивалентны (см. стр. 299), все вычи¬ 
слимые нумерации множества Я частично-рекурсивно экви- 


*) Подчеркиваем, что переход к сопряженной функции здесь 
не нужен (см. стр. 339 и споску **) на стр. 357). 

**) Заметим, что для задания дедекиндовой нумерации можно 
не фиксировать соответствие для л ичной нумерации пе нужна 
нумерация т. 
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валентны (см. стр. 342) и все обще-рекурсивные взаимно¬ 
однозначные соответствия х^І (рассматриваемые как нуме¬ 
рации множества А 2 ) обще-рекурсивно эквивалентны (см. 
замечание 4 на стр. 297), в силу этого все канторовы 
нумерации вычислимых действительных чисел частично¬ 
рекурсивно эквивалентны между собой, все дедекиндовы 
нумерации частично-рекурсивно эквивалентны между собой, 
все сегментные нумерации частично-рекурсивно эквива¬ 
лентны между собой и для любого (д = 2, 3, 4,..., 10,...) 
все </-ичные нумерации частично-рекурсивно эквивалентны 
между собой. 

Докажем, например, что все канторовы нумерации 
частично-рекурсивно эквивалентны между собой (осталь¬ 
ные эквивалентности доказываются аналогично). Для 
этого, очевидно, достаточно доказать следующие три 
утверждения: 

1) Пусть А —канторова нумерация, соответствующая 
объектам ш, т, х№, а В х — канторова нумерация, соот¬ 
ветствующая объектам ш, т, х^\ тогда А частично¬ 
рекурсивно сводится к В х . 

2) Пусть А — канторова нумерация, соответствующая 
объектам ш, т, х№, а В 2 —канторова нумерация, соот¬ 
ветствующая объектам ш, т, х^ 2 1; тогда А частично-ре¬ 
курсивно сводится к В 2 . 

3) Пусть А — канторова нумерация, соответствующая 
объектам ш, т, х№, а В 3 —канторова нумерация, соот¬ 
ветствующая объектам со, т, х^; тогда А частично¬ 
рекурсивно сводится к В 3 . 

Утверждение 1) немедленно следует из обще-рекур¬ 
сивной эквивалентности всех обще-рекурсивных взаимно¬ 
однозначных соответствий между N и А 2 , а утвержде¬ 
ние 2) — из обще-рекурсивной эквивалентности всех глав¬ 
ных нумераций системы Ч а \ Докажем утверждение 3). 
Рассмотрим формулу, приведенную в замечании 2 
на стр. 345. При $=1 она задает оператор типа (1)—*1, 
переводящий функцию 2, сопряженную с функцией / ш 
относительно т, в функцию 2, сопряженную с той же / 
относительно т. Поскольку, как легко проверить, про¬ 
стейшее распространение этого оператора сохраняет 
вычислимость, существует — по теореме 17 из § 11 — 
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обще-рекурсивная функция у, дающая но всякому номеру 
функции % один из номеров функции Тогда, если 
(Пі, п 2 ) — канторово обозначение некоторого вычислимого 
действительного числа при фиксировании т, то (у (т^), 
у (тг 2 )) будет канторовым обозначением того же числа 
при фиксировании т. -Поэтому обще-рекурсивная функ¬ 
ция 6: 

б (/г) = х [ 0 2] (у (х [ ! 2] ( п )), у (х[, 2] (и))) 
будет сводить А к В 3 . 

В дальнейшем, до конца этого параграфа, мы для 
краткости будем писать просто «сводится» вместо «час¬ 
тично-рекурсивно сводится» и «эквивалентна» вместо 
«частично-рекурсивно эквивалентна». 

Теорема 8. Произвольные канторова, дедекиндова 
и сегментная нумерации вычислимых действительных 
чисел эквивалентны между собой*). 

Доказательство. Поскольку все канторовы нуме¬ 
рации эквивалентны между собой, все дедекиндовы — 
между собой и все сегментные — между собой, доста¬ 
точно взять по одной нумерации каждого вида. Мы вы¬ 
берем зти три нумерации так: фиксируем три исходных 
объекта — со, г, хС 2 1, причем нумерацию т выберем так, 
чтобы она была натуральной, — и рассмотрим канторову, 
дедекиндову и сегментную нумерации, определенные 
этими объектами. 

1) Докажем сначала, что канторова нумерация сво¬ 
дится к дедекиндо вой. Рассмотрим равенство (14) из н. 3. 
Равенство (14) из п. 3 определяет оператор, переводя¬ 
щий всякую пару функций (/, к), задающую некоторое 
число а по Кантору, в функцию % а , задающую то же 
число а по Дедекинду. Из этого же равенства нетрудно 
извлечь оператор, переводящий всякую пару функций 
(/*, к*), сопряженных с / и к, в функцию %а, сопряжен¬ 
ную с % а . Этот оператор будет обладать тем свойством, 
что его простейшее распространение сохраняет вычисли¬ 
мость; поэтому, в силу теоремы 17 из § 11, существует 
обще-рекурсивная функция, переводящая номера функ- 

*) Эта теорема по существу содержится в резюме доклада 
И. Д. Заславского [1956]. 
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ций /* и к* (а, следовательно, и функций / и к) в номер 
функции Ха (а, следовательно, и функции % а У, отсюда 
вытекает сводимость канторовой нумерации к дедекин- 
довой. 

Построим требуемый оператор в явном виде. При этом 
мы будем опираться на следующие утверждения: 

1) Функции типа Н 2 —>Н:г = хчг-у, г — \х — у\, г = х-у 
и функция типа Л-->И 8§ (см. стр. 352) суть Д-час- 
тично-рекурсивные функции. Обозначим сопряженные 
частично-рекурсивные функции соответственно через 
ПИ*, А<Ш*, Ргой* и 8& *. 

іі) Предикат Р*\ 

РГ(л 15 п 2 ) = [т(л 1 ) > т(л 2 )] 
обще-рекурсивен. 

Рассмотрим следующее равенство: 

Ха ( п) = 3@* (Бі1* {п, /* (т -1 (Ц2] ( (и) [Д* {х ^ 2 ] {1)> т -1 (0)} & 
ЛРГіт- 1 ^ 21 ^)), **№ (*)))}<* (14*) 

<5 Р? {А(Ш* (/* (Г 1 ОДУ (0)), п), Рго<1* (т' 1 (2), (О)}])))})- 

Внимательное сравнение равенств (14) и (14*) показы¬ 
вает, что если функции /* и к* сопряжены с функция¬ 
ми / и к, то функция /а» полученная из /* и к* согласно 
равенству (14*), сопряжена с функцией /а» полученной 
из / и к согласно равенству (14). Искомый оператор, 
таким образом, построен. Несмотря на его громоздкую 
запись, проверить, что его простейшее распространение 
сохраняет вычислимость, не составляет труда. 

2) Аналогично при помощи равенства 

к*(п)^х-Ц(уИ)[Р*(п, (15*) 

■ч 

доказывается сводимость сегментной нумерации к кантон 
ровой (см. (15) из п. 3). 

3) Доказательство сводимости дедекиндовой нумера¬ 
ции к сегментной требует привлечения дополнительных 
средств, так как равенство (16) из п. 3 выражает функ- 
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цию (входящую в сегментное задание некоторого чис¬ 
ла а) не только через функцию /а 1 ’ (характеристическую 
функцию числа а), но и через функцию (пересчет об¬ 
ласти определения функции У = Ха(т(0))> зависящую от 
функции Ха (и притом не определенную функцией % а 
однозначно). Кроме того, нам понадобятся еще следую¬ 
щие утверждения: 

i) Функция г = х - у Л-частично-рекурсивна. Обозна¬ 
чим сопряженную с ней функцию через Ьі*. 

ii) Предикаты Р*: Р* (п ѵ п 2 ) = [т (п 1 )>х (и 2 )] и Р*: 
Р* (Пц п 2 ) = [т («і) = п 2 ] обще-рекурсивны. 

Рассмотрим равенства: 

I а* (0) - т* (е* (т-1 т РІ (хй(т« (е* (г 1 (*)))), 0)))) (16 . } 

( а + (п+1) = т ІѴ (е*(т- 1 (х5 2 Ц(рд) 1 

[РіШ^ (е*(г- 1 (^Цд))))),0)& 

& П (т» (е* (т - 1 (хр] (д)))), а* (п))& 

і)<* 

<5^1 ((И [ т ( ц ) = ^і] . 

0І * (т" (6* (т- 1 (х[2] (9))))> Т™ (с* (Т -1 (х[2] (?))))))])))), 

а*(т) = а* (т 14 (т)). (16*) 

Если Ха — характеристическая функция числа а, р — 
любой пересчет области определения функции у = % а (х{1)), 
Ха, 6* — какие-нибудь сопряженные с ними функции, то 
1) функция а, определенная равенствами (16) из п. 3, 
является функцией, входящей в некоторое сегментное за¬ 
дание числа а, 2) функция а*, определенная равенства ми 
(16*), дает по любому п один из номеров числа а (л), 
3) функция а*, определенная равенством (16*), является 
сопряженной с функцией а. Таким образом, в совокупно¬ 
сти равенства (16*), (16*) задают оператор, переводящий 
всякую пару {%а, е*) функций, сопряженных с вышеопи¬ 
санными функциями Ха, 0, в функцию а*, сопряженную 
с соответствующей функцией о. Легко видеть, что про¬ 
стейшее распространение этого оператора сохраняет вы¬ 
числимость. По теореме 17 из § И существует обще-ре- 
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курсивная функция ф( 2 \ переводящая номера любых 
функций Хаі 6* ( а і следовательно, и фупкций /а, р) в 
номер соответствующей функции а* (а, следовательно, и 
функции а). По лемме из и. 2 § 11 существует такая 
обще-рекурсивная функция ф(Р, которая номер любой 
функции Ха переведет в номер некоторого пересчета ее 
области определения. Области определения функций х* 
и у = Х.а (т (*)) совпадают. Поэтому, если п — номер функ¬ 
ции Ха> то ер ( п) — номер некоторого пересчета р области 
определения функции у = Ха( г (*))• А нам нужен номер 
сопряженной функции р*. Возьмем обще-рекурсивную 
функцию сгЮ, которая существует по лемме из п. 2 (при 
а-= 1). Искомым номером функции р* будет число 
оЮ(ф(п)). Таким образом, функция 

8і (п) = ф(п, оІП(ф(п))) 

будет искомой функцией, переводящей номер любой функ¬ 
ции Ха> задающей число а но Дедекинду, в номер функции 
а, входящей в некоторое сегментное задание числа а. 
Аналогичным образом строится функция # 2 , дающая но 
номеру функции % а номер второй функции, функции Ь, 
задающей сегмеитно (вместе с функцией а) число а. 
Окончательно сводящая функция задается равенством 

§(п) = х,иі (§ х ( п ), § 2 ( п )). 

Теорема 9. Произвольная десятичная нумерация вы¬ 
числимых действительных чисел сводится к произвольной 
капторовой нумерации вычислимых действительных чисел. 

Доказательство. Опять-таки достаточно дока¬ 
зать, что какая-нибудь одна десятичная нумерация сво¬ 
дится к какой-нибудь одной капторовой нумерации. 
Фиксируем опять три исходных объекта — ш, т, урі, при¬ 
чем нумерацию т опять выберем так, чтобы она была 
натуральной, — и рассмотрим десятичную и канторову 
нумерации, определенные этими объектами. Напишем 
равенство 

і=т (т) 

/*И = (И[т(*) = (-1) г 2 с (і)- 10'*]. (17*) 

<=0 

Равенство (17*) переводит число е и функцию с, десятич¬ 
но задающие некоторое число а, в функцию /*, сопря- 
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женную с функцией /, входящей в некоторое канторово 
задание этого а (см. (17) из п. 3). К сожалению, это 
равенство нас еще не устраивает, так как применение 
теоремы 17 из § 11 дает нам функцию, переводящую 
номера функций е<°> и с в номер функции /*; нам же 
нужна функция, переводящая само число е (а не номер 
функции е(°)) и номер функции с (в нумерации ш; напо¬ 
минаем, что здесь нам не нужен переход к функции, со¬ 
пряженной с с) в номер функции /* (см. определение де¬ 
сятичной нумерации вычислимых действительных чисел). 
Так как е принимает всего два значения (0 или 1), мы 
легко найдем выход. Рассмотрим два равенства: 

і=Т(т) 

/ 0 *И=ФОМ*)= 2 с(і).і<г‘], (17,*) 

і=0 

і=Т (т.) 

/Г н = (И) [т (0 = - 2 С (г) • 10- 1 ]. (17*) 

г= О 


Каждое из этих равенств задает оператор, переводящий 
функцию с, входящую в десятичное задание некоторого 
числа, в функцию /*(і = 0, 1), сопряженную с некоторой 
функцией /і(і = 0, 1). Очевидно, что для числа а, имею¬ 
щего десятичное задание вида (0, с), функция / 0 будет 
одной из функций, входящих в некоторое канторово за¬ 
дание числа а, а числу а, имеющему десятичное задание 
вида (1, с), будет соответствовать в том же смысле функ¬ 
ция / х . Простейшие распространения обоих этих опера¬ 
торов сохраняют вычислимость. По теореме 17 из § 11 
существуют обще-рекурсивные функции ср) 1 ), ср^, дающие 
по номеру функции с номера функций /*, /* (а, следова¬ 
тельно, и функций / 0 , / х ). Тогда функция <р< 2 > тина 
Д^ 2 — >7Ѵ, определенная «кусочно»: 


ф (е, п ) = 


<Ро («)> 

Фі (л), 


е = О, 

е = 1, 


будет искомой обще-рекурсивной функцией, дающей по е 
и номеру функции с номер соответствующей функции /. 

Равенство (18) из н. 3 определяет регулятор сходи¬ 
мости к — один для всех чисел, независимо от е и с, 
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фиксируем один на номеров функции Іі (т. е. номер со¬ 
пряженной функции к*). Обозначим его через I. Тогда 
окончательно сводящая функции # определяется так: 

а ( п ) = Х^] (ф( Хрі (п), Х\Р ( П )), I). 

Следствие. Из теорем 8, 9 вытекает, что любая 
Оссятнчиая нумерация вычислимых действительных чисел 
сводится к любой канторовой, дедекиндовой или сегмент¬ 
ной нумерации. 

Замечание. Аналогичные теоремы и следствие вер¬ 
ны для любой < 7 -ичной нумерации вычислимых действи¬ 
тельных чисел. 

Теорема 10. Произвольная, р-ичная нумерация вычис¬ 
лимых действительных чисел тогда и только тогда сво- 
оится к произвольной ц-ичной нумерации , когда множе¬ 
ство простых делителей числа ц содержится в множе¬ 
стве простых делителей числа р*). 

Доказательство 1) Достаточность («тогда»). 
Пусть множество простых делителей числа ц содержится 
в множестве простых делителей числа р. 

Фиксируем два исходных объекта — ш, х^ 2 ! — и рас¬ 
смотрим р-ичную и д-ичную нумерации, определенные 
этими объектами**). Докажем, что эта р-ичная нумерация 
сводится к этой д-ичной нумерации. Том самым доста¬ 
точность будет доказана. Нужную сводимость мы дока¬ 
жем, построив оператор, переводящий всякую функцию Ь , 
входящую в р-ичное задание некоторого числа |, в функ¬ 
цию «, входящую в ()г-ичиое задание того же числа. 

Пусть число | р-ично задается парой (г, Ь). Тогда 




о 


А л. А. .к 

р 1 

где Ь і — Ь ( і ) и (>■< Ь І <С р для і > 0. 
Для / = 0, 1, 2, ... вводом число 

5 '>- 

к —0 1 


ТГ--]' 


( 2 ) 


*) Этот результат опубликован в качестве теоремы 4 в статье 
6. А. Успенского [1960]. 

**) См. сноску**) на стр. 362. 

24 в. л. Успенский 
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Например, В 0 = Ь 0 . 


Из (1) и (2): 


Я,-И 


р> р> 


(3) 


Так как множество простых делителей числа содер¬ 
жится в множестве простых делителей числа р, сущест¬ 
вуют такие целые положительные числа т и д, что 

р т = й ч . (4) 


Возьмем какие-нибудь такие числа т и д и фиксируем 
их до конца доказательства. Из (4) следует, что для лю¬ 
бого натурального і 

р іт = гіу. (5) 

Для любого натурального і существует и единственное 
такое число у, что 

уд, 1 < В іт < В іт + 1 < {у + 1) д'. 

Обозначим это число у через Короче определение чис¬ 
ла А { можно записать так: 

а і = (М №«+1<(?+1) «**]• (6) 

Из (6) следуют неравенства 

А\д х < В іт < В іт +1 < {Аі +1) д х . . (7) 


Для дальнейшего полезно заметить, что переменную у 
в (6) можно ограничить. А именно: 



А і= Ш № т+!< ( У-\- !)<**]• 

{&) 


Ѵ* в іт 


Заметим, что А 0 = В 0 . Из (7) 



Аій'’ ^ Ві т ^ Ві т -\-\ ^ 1 ) е?‘ 

^ Ч ч 

(8) 


ріт ріт ріт рію. 

Из (3), (5) 

и (8) 



Аі < Віт <|||< Віт+1 < Аі + І . 
ді Р 11П Р іт Я Х 

(9) 

Из (9) 

а 1 а> 

(10) 
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( 11 ) 


Введем функцию (обозначая а(і) через а { ): 

К ~ А)> 

1®і — Аі 9^і_і (і = 1) 2, ...). 

Докажем, что для і = 1, 2, ... 

О <^<д. (12) 

Допустим, что при некотором і (і= 1, 2, ...) а { < 0. 
Тогда из (11) Аі < Значит, А { + ІсА^. А тогда 

Но из (10) %<и|, а Сле- 

ді 1 Я* ^ Я 1 

дователыю, 


Аі- і _ Аі-\-1 


Из (13) и (9) 


Из (14) и (2) 


I * | 

^і-1 

|_ В.І-1, т 


? 1 

. ^іт"Ь 1 


(13) 

(14) 


^(«-1 


^0+7“+ •••+ р а_, )т 


,т = ^о + 7- + 


I ^ІТП і 1 
ріт ріт 


^ іт-гПіі 


Ъ- 1 

, _1_ _І2" -I -— = 0. 

Но 6 { >0 при і>0. Противоречие. 

Аналогично допущение, что нри некотором і (і = 1, 
2, . ..) а { > </ приводит сначала к равенствам | ^ | = 

— = Аі затем к равенствам 1^1 = — = Біт 

1-1 ПІ П (І-1> т п іт 


1 


п(і~ 1) т 


ч я 

и, наконец, к равенству 
так как р нри і > 0, то 

Ьіт—т*і . . 


^ і г 


+ 2ы» . Но, 

ріт 


< 


■■+ — < 
ріт 

Р~А_ , 


р—1 


піт+1 


,(і—1) т 


Противоречие. 


24 * 
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Из (10), (И) и (12) следует, что пара (0, а) д-ично 
задает число | ^ |, а, следовательно, пара (е, а) 7 -ично за¬ 
дает само 

Равенства (2), ((>') и (И) определяют оператор, пере¬ 
водящий всякую функцию Ъ, входящую в р-ичное задание 
числа в функцию а, входящую в </-ичиое задание того 
же числа. Легко видеть, что простейшее распространение 
этого оператора сохраняет вычислимость. По теореме 17 
из § И существует обще-рекурсивная функция срО, даю¬ 
щая но номеру функции Ь номер соответствующей функ¬ 
ции а. Следовательно, рассматриваемая р-ичиан нумера¬ 
ция сводится к рассматриваемой <у-ичной нумерации. До¬ 
казательство достаточности закончено. 

2) Необходимость («только тогда>>). Пусть множе¬ 
ство простых делителей числа д не содержится в мно¬ 
жестве простых делителей числа р. 

Фиксируем два исходных объекта — ю, — и дока¬ 
жем, что р-ичная нумерация, определенная этими объек¬ 
тами, не сводится к ^-ичной нумерации, определенной 
этими же объектами. Этим необходимость будет доказана. 

Обозначим универсальную функцию фиксированной 
нами главной нумерации ю класса %< 1 ) через й. 

Так как множество простых делителей числа д не 
■содержится в множестве простых делителей числа р, чис¬ 


ло -і- не является р-ичпо-рациональным. А тогда: если 
разложение числа — в р-ичную дробь имеет вид 



то для любого / 

к=і 



Л 


ь± 

Г і 


2 


й=І~- 



(15) 


Заметим, что Ъ п = 0 и0</ц<р при і > 0. Последова¬ 
тельность ( 6 і }, очевидно, обще-рекурсивна (как функция 
от 0 - 

Возьмем не пересекающиеся рекурсивно-перечислимые 
линейные множества М 0 , М 1 , не отделимые обще-рекур- 
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сітвными множествами (теорема 7 из § 10), и обще¬ 
рекурсивные функции / 0 , перечисляющие их (теорема 
23 из § 7). 

Введем теперь функцию ф( 2 ): 


О 


ф(п, к) = 


Р-1 

К 


(30 1/о (0 = «]. 

(Э*)1/і (*) = ”], 

в противном случае. 


(16) 


Но теоремам 16 из § 7, 17 из § 7, 18 из § 7 и 22 из § 7 
функция ф обще-рекурсивна. По теореме 2 из § И суще¬ 
ствует такая обще-рекурсивная функция что 

0( е (п), А) = ф(«, А:). (17) 


Для любых п и к 


РИД 2 


л ф(л. к) 


к--О 


чисел {5Д: 


0 < ф (п, к) < р — 1. Поэтому при любом п 
сходится. Введем последовательность 


V _ VI ф (й, к ) 
/ г ' „ 


4-і 

й-^-.О 


(18) 


Докажем, что либо 0^| п <1, либо \ п = р. Прежде 
всего, как сумма ряда с неотрицательными членами, 
любое ^„>0. Фиксируем п и начнем вычислять ф (п, к) 
при к = 0, 1, 2, ... Если п 6 М 0 и / 0 (0) = п, то ф (п , к) = 0 
при всех к = 0, 1, 2, ... и ?„ = 0. Пусть теперь п^М 0 , 
по / 0 (0) Ф п. Пусть /.: 0 = (рО |/ () (/) — гі\. По предположе¬ 
нию к 0 > 0. Тогда для к = 0, 1, ..., к а — 1 ф (п, к) = Ъ к , 
для к>к 0 ф (п, к) = 0. Если Ь 0 — Ь 1 = . .. = = 0, то 

все-таки |„ = 0. Если же среди чисел Ъ 0 , Ъ г , ..., &й 0 -і 
не все равны нулю, то |, > 0. Из доказательства видно, 

„ ' к 0 -1 

что если п ^ Л/о и /г 0 = (И [/„ (<) = и]. то Іп = Ц = 

Ы-0 Р 

ко -1 

- У “Г • И;{ ( 15 ) %»<Т- ИтЛ[ '> сслІТ /} € М 0’ Т0 

рН <{ 

1 
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О << “• • Пусть теперь п^М г . Если Д (0) «= п, то 

ф (п, к) = р — 1 при всех А 0, 1, 2, ... В этом случае 
І п = р. Если п^М г и к 0 = (рі) [Д (I) = п] > 0, то ф (п, к) = 
= Ь к для к = 0, 1, ..., к 0 — 1 и ф (и, А) = р — 1 для А > А 0 . 

&0— 1 ОО 

В этом случае ^ 4- 2 ■ Из ( 15 ) ^> \ • 

к=0 Р к=к а Р 

Так как ф(п, 0) = 6 о = 0, | п <1. Если Ь 1 = Ь 2 = ,.. = Ь ко -і — 
= р—1, то І п =1. Если же среди чисел Ь 2 , ...,Ьк 0 -і 
не все равны числу р — 1, то | п <1. Итак, если 

1 _ _ 

то — < І п < 1 или І п = р. Если же п $ М 0 и п $ М х , 

• 1 
то ф(л, к)=Ь к при всех А = 0, 1, 2, ... и 5п = у- 

Из (17) и (18) следует, что д (п) — номер функции, 
входящей в р-ичное задание числа Так как при 
всех п > 0, то при всех п число (0, д (п)) является 
р-ичным номером числа 

Предположим, наконец, противное тому, что надо 
доказать. А именно, предположим, что существует частич¬ 
но-рекурсивная функция § а \ дающая но р-ичному номеру 
произвольного вычислимого действительного числа а его 
д-ичный номер. Тогда функция о (1 >: а (п) = § (х^і (0, д(л))) 
дает но числу п д-ичный номер числа Функции д 
и х[2] обще-рекурсивны, функция § частично-рекурсивна. 
Следовательно, функция а частично-рекурсивна. Так как 
функции д и х^ всюду определены и при любом п число 
х^ 2 ] (0, д ( п)) является р-ичным номером некоторого вы¬ 
числимого действительного числа (а именно: числа | п ), 
функция а тоже всюду определена. Итак, функция а 
обще-рекурсивна. При любом п число а(п) является 
д-ичным номером числа | п . Следовательно, при любом п 
число х|2](а(п)) является номером функции, входящей 
в д-ичное задание числа А тогда при любых п и і 
число й (х^2] (а (и)), г) является г-м знаком некоторого 
(ведь их может быть два) д-ичпого разложения числа | п . 
Функция р( 2 ) ; ц ( П) г) = й (хІ2] (а (п)), г) всюду определена 
и, значит, обще-рекурсивна. 
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Если, п^М 0 , то 0<!„< — . Тогда р (п, 0) = 0 
II ц(п, 1) = 0. Если п$М ѵ то — <|„<1 или І п = р. 

Тогда, в свою очередь, 1) если -у < і п < 1, то р(л, 0) = 0, 
р(л, 1 ) > 0 ; 2 ) если | п = 1 , то либо р(л, 0 ) = 0 , р(п, 1 ) = 
— 7 — 1 имея в виду представление 1=0 + + 

+ . .. ), либо р (п, 0 ) = 1 , р (п, 1 ) = 0 ( имея в виду 
<?'' „ ч 

л < 0,0,0, \ 6 

представление 1 = 1 г — + ^гі - ~г + • • • ) 5 И если 1п=Р, 
то либо р(п, 0) = р — 1 , р (п, 1 ) = д — 1 (^р = р— 1 + 
г ^ +^ Ь '' ' ) ’ либ ° ^°) = р ' ^ ("* !) = 0 
(р = р + ^ + -^- + -^--г Окончательно, если п^М и 

то но крайней мере одно из двух чисел р(п, 0 ), р ( п , 1 ) 
больше 0. 

Введем два множества: 

Р 0 = ^{п|р(л, 0) = 0<5р(п, 1) = 0), 

Р г = Ш {п\\і(п, 0)>0 Ѵ Ц (п, 1 ) > 0). 

Множества Р 0 и Р г являются, очевидно, непересекаю- 
щимися обіце-рекурсивными множествами, отделяющими 
множества М 0 , М х . Противоречие с выбором множеств 
М 0 , М х . Доказательство закончено. 

Следствие. Никакая канторова, дедекипдова или сег¬ 
ментная нумерация вычислимых действительных чисел ни 
при каком ц не сводится ни к какой ц-ичной нумерации *). 

*) Для сегментной и двоичной нумерации это обстоятельство 
было замечено еще А. М. Тьюрингом [1937] в следующей форме: 
«Следующее ложно: 

существует правило , согласно которому по данному правилу 
образования последовательностей а п , Ь п [левых и правых концов 
вложенных сегментов. — В. У.] мы можем получитъ 2). N. [номер 
в некоторой стандартной нумерации.— В. У.] некоторой машины, 
вычисляющей [двоичное разложениэ числа.— В. У.] а». 

Заключенное в кавычки утверждение А. М. Тьюринга было дока¬ 
зано им (в той же работе [1937]) однако лишь в предположении, что 

т 

двоичные разложения чисел вида всегда оканчиваются нулями. 
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Доказательство. Действительно, если бы, ска¬ 
жем, какая-нибудь канторова нумерация сводилась к неко¬ 
торой д-ичной нумерации, то поскольку любая р-ичпая 
нумерация сводится к любой канторовой нумерации (см. 
замечание после теоремы 9), то любая р-ичная нумерация 
сводилась бы и к нашей д-ичной нумерации. Но по теореме 
10 к данной д-ичпой нумерации не может сводиться 
любая р-пчная нумерация. 

Займемся, наконец, вопросом о счетности конструк¬ 
тивного континуума $ (см. и. Зе). 

Как известно, множество М называется счетным, если 
между элементами этого множества и элементами натураль¬ 
ного ряда Л’ м о ж н о у с т а и о в и т ь взаимно-одно¬ 
значное соответствие. При таком понимании счетности. 
конструктивный континуум, очевидно, счетен. Однако, 
в приведенном определении счетности совершенно не обра¬ 
щается внимания па то, как именно можно установить 
требуемое соответствие. Представляет интерес среди всех 
счетных множеств выделить «конструктивно счетные», 
т. е. такие счетные множества, которые можно пересчитать 
в конструктивном, алгоритмическом смысле. 

Для случая множеств натуральных чисел (или, 
общее,— множеств кортежей натуральных чисел) такими 
«конструктивно счетными» будут рекурсивно-перечи¬ 
слимые множества. 

Мы дадим сейчас определение конструктивной счет¬ 
ности для интересующего нас случая множеств вычисли¬ 
мых действительных чисел. 

Подмножество множества & вычислимых действи¬ 
тельных чисел назовем конструктивно счетным относи¬ 
тельно некоторой нумерации Г множества если суще¬ 
ствует такое рекурснвно-неречнслнмое множество М нату¬ 
ральных чисел, что каждое число т ^ является номером 
(относительно Г) некоторого числа а СТО п каждое число 
имеет среди элементов множества М хотя бы один 

номер. 

Замечали е. Если нумерация 1\ множества 
сводится к нумерации Г 2 множества ІІ и множество ЭД 
конструктивно счетно относительно нумерации Г х , то 
оно конструктивно счетно и относительно нумера¬ 
ции Г 2 . 
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Т о р рема 11,- Какова бы ни была тнторова, дедекин- 
дова, сегментная или д-ичная (при любом д) нумерация 
вычислимых действительных чисел, конструктивный кон¬ 
тинуум Й не является конструктивно счетным относи¬ 
тельно этой нумерации. 

Доказательство. Фиксируем три произволь¬ 
ных исходных объекта: <о, т, — и рассмотрим сначала 
сегментную нумерацию Г множества Й, опреде¬ 
ленную ими. 

Докажем сначала, что ліножество Й не является кон¬ 
структивно счетным относительно этой конкретной нуме¬ 
рации Г. Докажем мы это в следующей форме*). Пусть 
М — произвольное рекурсивно-перечислимое множество 
натуральных чисел такое, что любой его элемент является 
сегментным номером некоторого вычислимого действи¬ 
тельного числа, т. е. некоторого элемента из Й. Докажем, 
что существует вычислимое действительное число, не 
имеющее сегментного номера в М. Отсюда будет следовать, 
что конструктивный континуум й не является конструк¬ 
тивно счетным относительно Г. 

Пусть / (1 > — обще-рекурсивная функция, пересчиты¬ 
вающая множество М (теорема 23 из § 7). Для любого 
натурального п число /(я) является сегментным номером 
некоторого а п 6Й, а нара (/(п)), (Цп))) является 

его сегментным обозначением. Не исключается, что при 
п ф т и І(п) Ф /(/».) окажется а п --а,„. Обозначим функцию 
с номером іі(п)) через а п , функцию с номером 
хГ2] (/(л)) — через Ъ п . Пара (а п , Ь п ) сегментно задает вы¬ 
числимое действительное число а п . а п и Ъ п — 7?-частичпо- 
рекурсивные функции тина N —> К. Определим теперь 
Я-частично-рекурсивиыс функции с, сі типа N—>Я так, что¬ 
бы пара (с, сі) сегментно задавала некоторое вычислимое 
действительное число р, не имеющее сегментного номера 
в М. Определим функции с, (1 индуктивно. 

За с(0) н гі(0) возьмем любые числа такие, чтобы сег¬ 
мент [с(0), й(0)] не пересекался с сегментом І« 0 (0), 6 0 (0)]. 

ИО), Й(0)] п К (0), Ь о (0)] = Л. (19) 


*) Приводимое ниже доказательство любезно сообщено автору 
Л. Л. .Марковым. 
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Пусть числа с(і), ё(і) уже определены, сегмент [0(2), гі( 2 )] 
построен. Определим числа с(2+1), гі(2+1). Найдем сна¬ 
чала такое натуральное число 2 , чтобы имело место 

МО. <*(0)\к*х(0. Ь^{2.)]фА, (20) 

т. е. чтобы сегмент [с (2), ^(2)] не входил целиком 
в сегмент [а і+1 (г), Ь и1 (г)]. Так как сегменты ![а, + і(«), 
(в)]} при фиксированном 2 и переменном п неограни¬ 
ченно стягиваются, такое 2 существует. Теперь за с(2 + 1), 
(1(1+ 1) возьмем любые числа такие, чтобы выполнялись 
условия » 

[с (2 + 1), гі(2+1)]С[ с (2), й(2)]\[а и1 (г), Ь, +1 (г)], (21) 

гі(г + 1)_ с (2+1)<_1 г . (22) 

Из (20) следует, что такие числа с (2 + 1), с2(2+1) суще¬ 
ствуют. Из (21), (22) следует, что пара (с, <2) сегмонтно 
задает некоторое действительное число р. Так как функ¬ 
ции а п , Ь п при всех п /^-частично-рекурсивны, функции 
с, й вычислимы (в интуитивном смысле), а значит, тоже 
/?-частично-рекурсивны*). Следовательно, р—вычислимое 
действительное число, Р 6 й 1 - 

Из (19) и (21) следует, что Р не имеет сегментного 
номера в М. Итак, конструктивный континуум Й не яв¬ 
ляется конструктивно счетным относительно нумерации Г. 

Из замечания перед теоремой И, теорем 8,9 и замеча¬ 
ния после теоремы 9 следует, что $ не является кон¬ 
структивно счетным ни для какой из рассмотренных 
нами нумераций. Теорема доказана. 

Замечание. То, что множество $ не является 
конструктивно счетным относительно произвольной 
д-ичпой нумерации, можно было легко доказать и непо¬ 
средственно имитацией капторовского диагонального про¬ 
цесса. 

Советуем читателю проделать это. 


*) См. сноску **) на стр. 342. 



§ 13. ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ вычислимых 
ФУНКЦИИ К ЛОГИКЕ: КОНСТРУКТИВИЗАЦИЯ 
ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ОПРЕДЕЛЕНИЙ 

Этот параграф посвящен попытке приложить теорию 
вычислимых функций к тому разделу логики, который 
занимается определениями. Существуют, как известно, 
различные типы определений: определения по индукции, 
определения через родовое понятие и видовое отличие 
и др. Здесь нас будет интересовать рассмотрение определе¬ 
ний с точки зрения их «конструктивности». «Конструктив¬ 
ным» мы условно называем такое определение, в котором 
то, что определяется, определяется путем указания неко¬ 
торой конструкции. Таково, например, определение пере¬ 
числимого множества: множество перечислимо, если суще¬ 
ствует вычислимая функция (т. е., в конечном счете, алго¬ 
ритм), пересчитывающая его элементы. Другой характер 
носят отрицательные определения, в которых то, что опре¬ 
деляется, определяется путем отрицания некоторого ранее 
определенного свойства, т. е. объявляется, что определяе¬ 
мые объекты суть просто те и только те, которые не обла¬ 
дают некоторым ранее определенным свойством А. Таково, 
например, определение неперечислимого множества. Спра¬ 
шивается, нельзя ли и в этом случае указать некоторую 
конструкцию. Оказывается, что в ряде случаев среди 
всех объектов, не обладающих свойством А —«объектов 
не-А» — удается выделить объекты, не обладающие свой¬ 
ством А в некотором конструктивном смысле — «объекты 
конструктивно не-А». Именно, объект «конструктивно 
не - А» — это такой объект^ для которого существует 
алгоритм, отличающий его от любого объекта, обладаю¬ 
щего свойством А. В настоящем параграфе зта общая 
постановка вопроса иллюстрируется на примерах опре¬ 
делений неконечного множества (п.1), ненеречислимого 
множества (н.2) и неотделимых множеств (н.З). 
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Идея «конструктивизации» или «эффективизации» отрицатель- 
пых определений восходит к статье П. О. Новикова [1939], назвав¬ 
шего множество в боровском пространстве эффективно-несчетным, 
если существует функция некоторой определенной природы 
(а именно, непрерывная в определенном смысле), отличающая это 
множество от любого его счетного подмножества. Впоследствии 
II. С. Новиков предложил аналогичное понятие эффективного 
отличия от множеств, получаемых данной теоретико-множественной 
операцией (см. стр. 135 статьи. И. Л. Крейпина [1956]). Брать 
функцию, осуществляющую требуемое отличие, непрерывной 
является естественным в рамках дескриптивной теории множеств, 
рассматривающей множества в метрических пространствах. В при¬ 
менении же к подмножествам пространств Л’\ в частности к подмно¬ 
жествам натурального ряда, естественно в качестве «отличающих» 
функций брать вычислимые функции, что и делается в настоящем 
параграфе (первая публикация в этом направлении принадлежит, 
ио-видимому, Дж. Деккеру [1955]; см. также диссертацию 
Б. А. Успенского [1955]). 

1. КОНСТРУКТИВНАЯ НЕКОНЕЧНОСТЬ 

Прежде всего мы хотим предупредить читателя, что 
в этом параграфе, как и во всех остальных параграфах 
книги, мы стоим на традиционной «наивной» точке зре¬ 
ния, согласно которой множества бывают либо конечными, 
либо бесконечными. Понятия «бесконечное» и «пеконечное» 
имеют для нас, следовательно, один и тот же объем и вы¬ 
ражают одно и то же свойство множеств. Занимаясь, 
однако, различными способами определения этого Свойства 
(т. е. способами, посредством которых из всех множеств 
выделяются множества, обладающие этим свойством), 
мы будем предпочитать употреблять термин «бесконечное» 
в тех случаях, когда ото свойство определяется позитивно 
(панример: «множество называется бесконечным, если 
при некотором его упорядочении оно не имеет последнего 
элемента»), и термин «неконечное» в тех случаях, когда 
это свойство определяется негативно, простым отрицанием 
свойства конечности. Впрочем, читатель без ущерба для 
понимания дальнейшего может отказаться от понимания 
предшествующей фразы: ведь речь в ней идет всего лишь 
о предпочтительном употреблении терминов. К тому же 
слово «бесконечное» с указанным специфическим оттенком 
значения встретится лишь в конце набранной мелким 
шрифтом части этого пункта, а сейчас нас будет интере¬ 
совать именно определенно «иокоііечпого» множества. 
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В каком случае множество называется конечным ? 

В том случае, если оно может быть задано списком 
своих элементов; следовательно, множество неконечно, 
если оно не может быть задано таким списком. Ограни¬ 
чимся для простоты множествами натуральных чисел. 
Тогда можно сказать, что множество конечно, если оно 
совпадает с множеством компонент некоторого кортежа, 
и множество неконочпо, если оно отлично от множества 
компонент любого кортежа. Поскольку различие двух 
множеств равносильно непустоте их симметрической раз¬ 
ности*), мы можем сказать, что множество МСЛ' тогда 
п только тогда неконечно, когда для всякого а^Л г °° сим¬ 
метрическая разность М А [а] непуста**). Итак, в слу¬ 
чае пекопечиого множества М каждому кортежу а ста¬ 
вится в соответствие некоторое непустое множество, а 
именно М а [сс]. В силу аксиомы произвольного выбора ***) 
существует функция гр, ставящая в соответствие каждому 
кортежу а некоторый элемент множества М Л [а]. 

А теперь сформулируем следующее определение: мно¬ 
жество М С]] N называется конструктивно неконечным, если 
существует такая всюду определенная вычислимая****) 


*) Симметрической разностью двух множеств А и В называется 
множество А/_ В-(А ч В) П (В ч /1). Очевидно, А /у/?=Л тогда 
н только тогда, когда А -В. 

**) Напомним, что на стр. 289 через [а] мы условились обозна¬ 
чать множество ‘ элементов кортежа а. 

***) Одна из форм этой аксиомы такова: если имеется функция /, 
определенная на некотором множестве С, значениями которой 
служат не пустые множества, то существует такая функция ф, опре¬ 
деленная на том же С, что для каждого с 6 С выполняется включение 
<Г(с)6/(с). 

*”"’■*) Слово «вычислимая» употребляется здесь и в дальнейшем 
в интуитивном смысле; однако, при желании, оно легко может быть 
уточнено на основе соображений ц. 1 § 11 (если рассмотреть Л' 00 
как занумерованное множество при нумерации, задаваемой, скажем, 
примитивно-рекурсивным взаимно-однозначным соответствием 
между N и №^) и Основной гипотезы. Вообще в этом параграфе мы 
будем широко пользоваться таким* интуитивными понятиями, как 
вычислимая функция и перечислимое множество. При этом вычисли¬ 
мые функции с натуральными аргументами и значениями и пере¬ 
числимые множества натуральных чисел будут отождествляться — 
на основании Основной гипотезы — соответственно с частично¬ 
рекурсивными функциями и рекурсивно-перечислимыми множест¬ 
вами. 
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функция <р типа N С °—>N, что для всякого а^,№° выпол¬ 
няется включение ср(а) 6 М />, [а]. 

Понятие конструктивно неконечного множества есте¬ 
ственно назвать конструктивным аналогом понятия 
неконечного множества*). 

Очевидно, что каждое конструктивно неконечное мно¬ 
жество является просто неконечным, или бесконечным. 
Очевидно также, что конструктивно неконечные множе¬ 
ства существуют. Конструктивно неконечным является, 
например, натуральный ряд; в силу теоремы 1 (см. ниже) 
любое бесконечное перечислимое множество является 
конструктивно-неконечным. В п. 2 (примеры 1,3) будут 
построены примеры конструктивно неконечных множеств, 
не являющихся перечислимыми. 

Следующая теорема дает описание класса конст¬ 
руктивно неконечных множеств в привычных для нас 
терминах и позволяет обнаружить существование бес¬ 
конечных множеств, не являющихся конструктивно не¬ 
конечными. 

Теорема 1. Для того , чтобы множество натураль¬ 
ных чисел было конструктивно неконечным 
необходимо и достаточно, чтобы оно имело бесконечное 
перечислимое подмножество**). Другая формулировка: 
для того, чтобы множество натуральных чисел было 
конструктивно неконечным, необходимо и доста¬ 
точно, чтобы оно было бесконечным и не было иммунным. 


*) Мы не собираемся определять здесь термин «конструктивный 
аналог» (да и не очень знаем, как это делать). У читателя может 
возникнуть интуитивное представление о значении этого термина 
при знакомстве со следующими случаями его употребления: понятие 
вычислимой функции — конструктивный аналог понятия функции; 
понятие перечислимого мпожества — конструктивный аналог поня¬ 
тия счетного мпожества; понятие вычислимого действительного 
числа — конструктивный аналог понятия действительного числа. 
Дальнейшие примеры конструктивных аналогов см. в статье 
В. А. Успенского [1957]. 

**) В силу следствия теоремы 25 из § 7, множество натуральных 
чисел тогда и только тогда конструктивно неконечно, когда оно 
имеет бесконечное разрешимое подмножество. Ср. результат 
П. С. Новикова [1939], гласящий, что множество (в бэровском про¬ 
странстве) тогда и только тогда эффективно-несчетно, когда оно 
содержит совершенное подмножество (или, что то же самое, когда 
оно содержит несчетное В-подмножество). 
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Следствие. Для того, чтобы бесконечное мно¬ 
жество натуральных чисел было конструктивно 
неконечным необходимо и достаточно, чтобы оно не 
было иммунным. 

Это следствие позволяет заключить, что существуют 
бесконечные множества, не являющиеся конструктивно 
неконечными, причем такие множества существуют даже 
среди дополнений к перечислимым (см. пример 3 в п. 3 § 10). 

Доказательство теоремы 1. 1) Достаточ¬ 
но с т ь. Пусть Н — бесконечное перечислимое подмно¬ 
жество множества М и р — пересчитывающая это под¬ 
множество однолистная вычислимая всюду определенная 
функция (такая существует по теореме 28 из § 7). Для 
каждого кортежа а ^ Л^° обозначим через ср (а) первое 
встречающееся в последовательности 

е(0), е (1). е(2), е (З), ... (*) 

число, не являющееся компонентой кортежа а. Поскольку 
все члены последовательности (*) различпы между собой, 
такое ср (а) найдется для любого а. Поскольку все члены 
последовательности (*) принадлежат множеству М, то 
и ф(а) принадлежит множеству М\ в то же время 
ф(а)$[а]. Поэтому ф(а)([.М\ [а}С2М д [а]. Поскольку, 
наконец, ф вычислима (ведь указан алгоритм ее вычисле¬ 
ния), множество М конструктивно неконечно. 

2) Необходимость. Пусть ф — вычислимая всюду 
определенная функция типа №°—>М такая, что всегда 
Ф (а) б М Д [а]. Определим индуктивно вычислимую функ¬ 
цию у: 

| у (0) = ф (А), 

1 у(г+1) = ф«у(0), у(1), ...,у(і)>). 

Все значения функции у принадлежат множеству М 
и различны между собой. Действительно: у (0)€-Л/дЛ = А/ 
и если у (0) 6 М, у(1)€Л/, ..., у (г) € М, то 

У ( г + 1) — ф ((у (0), у (1), •••, Ѵ(0»€ 

еМ Д [<у (0), у (1), . .., у(г))] = Л/\(у(0), ...,у(і)}. 

Множество значений функции у и есть искомое бесконеч¬ 
ное перечислимое подмножество множества М. Доказа¬ 
тельство теоремы 1 закончено. 
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Возможны и другие конструктивные аналоги понятии 
неконечного множества. Справедлива ведь и такая форму¬ 
лировка: множество М некопечпо, если оно не исчерпы¬ 
вается никаким списком, т. о. если для любого списка 
существует элемент из АІ, не принадлежащий этому 
списку; другими словами (ограничиваясь по-прежнему 
множествами натуральных чисел), М неконечно, если 
для любого кортежа а существует элемент, принадлежа¬ 
щий разности М\[а]. Не изменяя объема понятия не¬ 
конечности, можно ограничиться списками элементов 
из М, т. о. сказать, что множество М неконечно , если 
для любого кортежа а такого, что [а] с Л/, существует 
элемент, принадлежащий разности М \[а]. «Конструкти- 
визируя» эти формулировки, приходим к следующим 
определениям: 

( КН 2 ) множество Мсг/Ѵ называется конструктивно 
неконёчным, если существует такая всюду определенная 
вычислимая функция ф тина N :0 —>N, что для всякого 
а^№ выполняется включение ф(а)([М\[а]. 

( КН 3 ) множество МСІѴ называется конструктивно 
неконечным, если суищствует такая вычислимая функ¬ 
ция ф типа Л'”—» /V, что для всякого а^/Ѵ 00 , для кото¬ 
рого [а]СМ, функция ф определена и выполняется 
включение ф(а)^М\[а]. 

Нетрудно убедиться, что оба эти определения равно¬ 
сильны как друг другу, так и первоначальному опреде¬ 
лению конструктивной неконечности, которое мы обозна¬ 
чим ( КН Д. Действительно. Если множество А1 удовле¬ 
творяет определению {КН г ), то, как непосредственно 
ясно, оно удовлетворяет и определению (КН 3 ). Далее, 
если множество удовлетворяет определению (КІ1 Х ), то оно, 
согласно теореме 1, содержит бесконечное перечислимое 
подмножество, а прочитав еще раз первую часть доказа¬ 
тельства теоремы 1, мы увидим, что если М содержит 
бесконечное перечислимое подмножество, то оно конструк¬ 
тивно неконечно в смысле определения (КН 2 ). Наконец, 
вторая часть доказательства теоремы 1 полностью сохра¬ 
няется и в т'ом случае, если предполагать конструктив¬ 
ную неконечность в смысле определения (КН Я )\ поэтому 
множество, удовлетворяющее определению (КН 2 ), содер- 
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жпт бесконечное перечислимое подмножество и, следова¬ 
тельно, согласно теореме 1, удовлетворяет определе¬ 
нию ( КН 1 ). 

Было бы ошибкой, однако, предполагать, что все мыслимые 
конструктивные аналоги определения неконечного множества эквива¬ 
лентны между собой. Вернемся к уже рассмотренной нами форму¬ 
лировке: чМ неконечно, если для любого кортежа а существует 
элемент, принадлежащий разности М \ [а]». Следующим образом 
ослабим эту формулировку (однако ослабим лишь словесно, по¬ 
скольку новая формулировка будет эквивалентна первоначальной): 
множество М неконечно, если для любого кортежа а существует 
такой кортеж р, одна из компонент которого принадлежит разно¬ 
сти М \ [а]. Конструктивным аналогом полученпой формулировки 
служит следующее определение, являющееся ослаблением определе¬ 
ния (КН 2 ): 

( КН 2 ) множество М С1 N называется конструктивно неконеч¬ 
ным, если существует такая всюду определенная вычислимая функ¬ 
ция <р' типа ^Ѵ°°— что длн всякого а^Л' 00 пересечение 
[ф' (а)]Г\(М \ [а]) не пусто. 

Мы покажем, что определение (КН 2 ) уже не равносильно опре¬ 
делениям (КН { ), (КН 2 ), (КН 3 ). 

Множества, удовлетворяющие определению (КН 2 ), будем назы¬ 
вать конструктивно неконечными в слабом смысле, а множества, 
удовлетворяющие определениям (КН^), (КН 2 ), (КН 3 )— просто 

конструктивно неконечными. 

Каждое конструктивно неконечное множество является и кон¬ 
структивно неконечным в слабом смысле, так как если М удовле¬ 
творяет определению ( КН 2 ), то достаточно положить ф' (а)= <ф (а)), 
чтобы получить функцию, требуемую в определении (КН 2 ). Но пе 
всякое конструктивное неконечное в слабом смысле множество 
является конструктивно неконечным. Это обстоятельство вытекает 
из следующей теоремы: 

Теорема 2. Для того, чтобы множество М Г N было 
конструктивно неконечным в слабом смысле, необходимо 
и достаточно, чтобы существовало перечислимое множество попар¬ 
но непересекающихся кортежей *), каждый из которых имеет 
хотя бы одну компоненту, принадлежащую множеству М. Другая 
формулировка: для того, чтобы множество М СИ А’ было кон¬ 
структивно неконечным в слабом смысле, необходимо 
и достаточно, чтобы оно было бесконечным и не было гиперим¬ 
мунным. 

Следствие. Для того, чтобы бесконечное множество нату¬ 
ральных чисел было конструктивно неконечным в слабом 
смысле, необходимо и достаточно, чтобы оно не было гиперим¬ 
мунным. 


*) Наномпим, что на стр. 289 мы условились называть кортежи 
ненересекающимися, если но пересекаются множества их компонент. 

25 в. А. Успенсішіі 
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Сочетанно вторых формулировок теорем 1 и 2 позволяет заклю¬ 
чить, что существуют конструктивно неконсчныс в слабом смысле 
множества, не являющиеся конструктивно неконечпыми, и что, 
более того, такие множества существуют среди дополнений к пере¬ 
числимым множествам (см. пример 4 в и. і) § 10). 

Доказательство теоремы 2. 1) Достаточность. 
Пусть Л —перечислимое множество попарно ненеросекающихся 
кортежей, каждый из которых имеет хотя бы одну компоненту, 
принадлежащую множеству М. - Пусть р— всюду определенная 
вычислимая функция тина N —> пересчитывающая это множе¬ 
ство, т. е. такая онредолониая па N вычислимая функция, мно¬ 
жеством значений которой является В. Для каждого кортежа а 
обозначим через ф' (а) первый встречающийся в последовательности 

е(0), е(і), е(2), р(3), ... - (*) 

кортеж, пе пересекающийся с а. Кортеж ф' (а) существует для каж¬ 
дого а (поскольку члены последовательности (*) не норесѳкаются 
между собой). Фупкцин ф' и есть требуемая определением (КН' г ) 
вычислимая функция. 

2) Необходимость. Пусть М конструктивно пекопечно 
в слабом смысле и ф'—вычислимая функция, соответствующая мно¬ 
жеству М, согласно определению (КН 2 ). Пусть ф' (а )=(а 1 , а 2 , ..., а п ) 
и пусть а і , , ..., (где Н < • • • < « и) суть те и только 

те компоненты кортежа ф' (а), которые но являются компонентами 
кортежа а. Положим ф"(а)=(а { , , ..., а { ^>. Тем самым мы 

определили ■ всюду определенную вычислимую функцию ф" типа 
,Ѵ°°—ѵіѴ 00 . Легко видеть, что для всякого а $ пересечение 
[ф"(а)]П[а] пусто, а пересечение [ф"(а)]ПМ — в силу (КН' 2 ) - 
не пусто. Положим теперь 

во=Ф'(А), 

еі=Ф"(ео). . 

ег+і=ф"(еохр 1 х ... хрі), 


где через 6о X Р[ X ... х рі обозначено геометрическое произведение 
кортежей р 0 , Рі, р,-. В силу свойств функции ф" имеем: 

1° [еі+і]іП[е 0 X ... X р г ] = Л, 

откуда при любых і, / (іфі) [е»]П[еЛ = А и 

2° при любом к [рь]ПЛ?=#Л. 

Множество Я всех кортежей р& перечислимо как множество значе¬ 
ний вычислимой фупкции р: 

р(/с) = р й . 

Итак, мы нашли перечислимое множество В попарпо пепересекаю- 
щихся кортежей, каждый из которых имеет хотя бы одпу компо¬ 
ненту, принадлежащую множеству М. Доказательство теоремы 2 
закончено. 
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Займемся теперь «конструктивизациѳй» термина «бесконечное». 

Рассмотрим следующие три определения бесконечного множе¬ 
ства натуральных чисел: множество бесконечно , если для любого 
натурального числа можно указать больший, чом это число, элемент 
рассматриваемого множества; множество бесконечно, если оно 
не пусто и для любого натурального числа, принадлежащего рас¬ 
сматриваемому множеству, можно указать больший, чом это число, 
элемент рассматриваемого множества; множество бесконечно, если 
для любого натурального числа можно указать кортеж длины, 
большей чем это число, состоящий из различных элементов рас¬ 
сматриваемого множества. 

Их конструктивными аналогами служат следующие опреде¬ 
ления: 

(КБ]) мпожество Мс N называется конструктивно бесконеч¬ 
ным, если существует такая всюду определенная вычислимая функ¬ 
ция ф типа N УѴ, что для любого натурального п выполняются 
включение ф (п)$М и неравенство ф(ге)>п. 

(КБ 2 ) множество М СІ N называется конструктивно бесконеч¬ 
ным, если оно не пусто и существует такая вычислимая функция ф 
типа N —> N , что для любого натурального п, принадлежащего 
множеству М, функция ф определена и выполняются включение 
Ф (п) ё М и неравенство ф (п) > п. 

(К Б а) множество М С. N называется конструктивно бесконеч¬ 
ным, если существует такая вычислимая всюду определенная функ¬ 
ция ф типа N УѴ=°, что для любого т 6 -/V кортеж ф (т) имеет 
длину, большую чем т, и состоит из различных элементов мно¬ 
жества М. 

Но аналогии с теоремой 1 легко доказывается следующая 

Теорема 3. Множество МС./Ѵ тогда и только тогда 
конструктивно бесконечно (в смысле любого из определений 
(КБ]), (КБ%), (КБ 3 )), когда оно имеет бесконечное перечислимое 
подмножество. 

Следствие. Множество натуральных чисел тогда и толь¬ 
ко тогда конструктивно бесконечно, когда оно конструк¬ 
тивно не конечно. 

В заключение этого пункта рассмотрим еще одно определение 
бесконечного множества: множество М бесконечно, если для каж¬ 
дого натурального т существует такое т*, что на сегменте [0, т*] 
расположено больше, чем т элементов множества М. Это опреде¬ 
ление является словеспым (но не по существу) ослаблением третье¬ 
го из рассмотрошшх ранее определений бесконечного множества. 
Конструктивным аналогом этого определения является следующее 
определение: 

(КБ' 3 ) множество М называется конструктивно бесконечным, 
если существует такая вычислимая всюду определенная функция ф 
типа N -* УѴ, что для любого натурального т на сегменте [0, ф(т)| 
расположено более чем т элемептов множества М. 

Это определение является ослаблением определения (КБ 3 ). 
поскольку последнее позволяло по т явпо найти более, чем т 
элементов множества М. Множества, удовлетворяющие опрѳделе 

25 * 



388 КОНГТРУКТИВИЗАЦИЯ ОТРИЦАТЕЛЬ!!. ОПРЕДЕЛЕНИЙ [§ 13 


нию ( КБ 3 ), будем называть конструктивно бесконечными в слабом 
смысле, а множества, удовлетворяющие определениям (КБ-,), (КБ 2 ), 
(КБ 3 ), — просто конструктивно бесконечными. 

Теорема 4. Для того, чтобы множество М было кон¬ 
структивно бесконечным в слабом смысле, необходимо и 
достаточно, чтобы оно было бесконечным и его прямой пересчет ма¬ 
жорировался некоторой вычислимой всюду определенной функцией. 

Доказат е л ь с т в о этой теоремы весьма просто. Пусть 
р, —прямой пересчет множества М. Если ф— мажорирующая функ¬ 
цию р вычислимая функция, т. е. ф(т)>р(то) при всяком т, то 
на сегменте [0, ф(т)] лежит по крайней мере те +1 элемент из М, 
а именно р(0), р(1), ..., р(то). Обратно, если на сегменте 

[0, ф (те)] лежит более, чем то элементов из М, то (то-ф-І)-й по 
порядку элемент из М (равный р(то)) все еще лежит па этом 
сегменте, т. е. р (то) < ф (то). 

Следствие. Множество натуральных чисел тогда и 
только тогда конструктивно бесконечно в слабом смысле, 
когда оно конструктивно неконечно в слабом смысле. 

Для доказательства достаточно, наряду с теоремой 4, приме¬ 
нить теорему 2 и теорему 8 из § 10. 

2. КОНСТРУКТИВНАЯ НЕПЕРЕЧИСЛИМОСТЬ 

В этом пункте мы попытаемся конструктивизировать 
понятие неперечислимого множества. Как и в преды¬ 
дущем пункте, мы, во-первых, ограничимся подмножест¬ 
вами натурального ряда и, во-вторых, будем широко 
пользоваться интуитивными понятиями перечислимого 
множества и вычислимой функции и Основной гипоте¬ 
зой, отождествляющей их — для случая множеств нату¬ 
ральных чисел и функций с натуральными аргумен¬ 
тами и значениями — с понятиями рекурсивно-перечисли¬ 
мого множества и частично-рекурсивной функции. 

Что означает, что множество Мс^N неперечислимо? 
Это можно сказать, например, так. Множество М сі N 
неперечислимо, если оно отлично от любого перечисли¬ 
мого множества, т. о. если для любого перечислимого 
множества симметрическая разность М Д/? не 

пуста. В силу аксиомы произвольного выбора *) суще¬ 
ствует функция, ставящая в соответствие каждому пере¬ 
числимому множеству ^ІСN некоторый элемент мно¬ 
жества МдЛ. Мы не можем положить эту функцию 
вычислимой (как это мы делали при конструктивизации 


*) См. подстрочное примечание***) на стр. 381. 
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определения неконечности), поскольку при нашем пони¬ 
мании понятия «множество» не имеет смысла говорить 
о вычислимых функциях от множеств (так как множест¬ 
ва, во всяком случае — бесконечные множества, не являют¬ 
ся при нашем понимании конструктивными объектами). 
Поэтому мы перейдем от самих перечислимых множеств 
к их номерам в некоторой нумерации системы Р 11) . 

Пусть т — натуральная нумерация системы Р ш ; мно¬ 
жество Л/СІѴ называется конструктивно неперечисли¬ 
мым относительно т, если существует такая всюду опре¬ 
деленная вычислимая функция ср типа /V—»Л г , что для 
всякого п значение ір (п) принадлежит симметрической 
разности Л/д/? п , где Я п — множество с номером п в ну¬ 
мерации т *). 

Множество М с N называется конструктивно непере¬ 
числимым (в абсолютном смысле), если оно конструктивно 
иеперечислимо относительно любой вычислимой нумера¬ 
ции системы Р 111 **). 

Следующее важное утверждение значительно облег¬ 
чает пользование вторым из сформулированных опреде¬ 
лений: 

для того , чтобы множество было конструктивно 
не перечислимым (в абсолютном смысле), необходимо 
и достаточно, чтобы оно было конструктивно непере¬ 
числимым относительно какой-либо главной нумерации 
системы Р ш (стр. 305). Действительно, если М конструк- 

*) По терминологии Дж. Деккера [1955] такое множество на¬ 
зывается вполне продуктивным. 

**) Определение конструктивно неперечислимого множества 
тесно связано с принадлежащим Э. Л. Посту [1944] определением 
творческого множества (творческие множества называют также 
крсативпьши; у Э. Л. Поста буквально «сгеаііѵе»). Э. Л. Пост, 
рассматривая некоторую конкретную вычислимую нумерацию си¬ 
стемы Р а) , назвал творческим всякое перечислимое множеством, 
для которого существует такая всюду определенная вычислимая 
функция Г| тина N -+Й, что если и —номер перечислимого под¬ 
множества РСМ (где М = ^Ѵ\М), то Г| (п)(: М\Р. Очевидно, что 
перечислимое множество с конструктивно неперечислимым допол¬ 
нением является творческим (существование таких перечислимых 
множеств обнаруживается в примере 2). Из результатов Дж. Май- 
хилла об изоморфизме творческих множеств (см. теорему 19 его 
статьи [1955]) вытекает,, что всякое творческое множество имеет 
конструктивно неперечислимое дополнение. 



390 КОНСТРУКТИВИЗАЦИЯ ОТРИЦАТЕЛЕН. ОПРЕДЕЛЕНИЙ'^ 13 


тивно неперечислимо в абсолютном смысле, то оно кон¬ 
структивно неперечислимо относительно любой вычисли¬ 
мой' в том числе любой главной, нумерации. Пусть 
теперь т —произвольная главная и а —произвольная 
вычислимая нумерации системы Р а> и ц — вычислимая 
функция, сводящая акт. Если М конструктивно не¬ 
перечислимо относительно т, причем функция ф х дает по 
номеру п множества Я в нумерации т число ф х ( п) Р М/\Я, 
то, полагая <р 3 (га) — ф х (т| («)), получим, что ф 2 (п) р Л/ДД, 
коль скоро п —- номер множества Я в нумерации а; 
отсюда М конструктивно неперечислимо относительно а. 

Понятие конструктивно неперечислимого множества 
является конструктивным аналогом понятия неперечи¬ 
слимого множества *). Очевидно, что каждое конструк¬ 
тивно ненеречислимое множество является неперечисли¬ 
мым в обычном смысле. Покажем, что конструктивно 
неперечислимые множества существуют. 

Пример 1. Пример конструктивно неперечисли¬ 
мого множества **). 

Пусть X — произвольная главная нумерация системы 
Р ш , а А' 2) — ее универсальное множество. Таким образом, 
А <2) — плоское перечислимое множество, универсальное 
для линейных перечислимых множеств. Пусть В = 
= Щ, {{х, у) | х = у) — «диагональ», С = А 12 '[]В, Д = пр 2 С 
и Я = ІѴ\Я. Из теоремы 7 из § 9 следует, что Я не¬ 
перечислимо. Докажем, что О конструктивно неперечис¬ 
лимо относительно т. Для произвольного п^N линейное 
перечислимое множество с номером п относительно т 
обозначим через Я п . Покажем, что /{*’ (п) = п € Д„ДД 
для любого натурального п. В самом деле. Пусть п ? Я п . 
Так как Д п = пр 2 [({(п)} X ЛОП-А'% то <«> и)СИ (2> . Тогда 
п{Я и, следовательно, п{Я п \Я. Пусть п?Д п . Тогда 
п^Я и, значит, п$Я\Я п . Итак, в данном случае для 
доказательства конструктивной неперечислимости мно¬ 
жества Я годится просто функция І\ 1 \ 


*) См. сноску *) па стр. 382. 

**) В силу следствия из теоремы 5 (см. ниже) этот же пример 
является примером конструктивпо неконечного множества, ие 
являющегося перечислимым. 
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Пример 2. Пример перечислимого множества 
с конструктивно неперечислимым дополнением. 

Пусть -4 <2) — универсальное множество какой-нибудь 
главной нумерации системы Р' 1 ’. Тогда множество 
I) = пр 2 [.4 (21 (~) Щ {(ж, у) | х = у\], являющееся перечислимым 
в силу теоремы 2 из § 5, теоремы 4 из § 5 и теоремы 3 
яз §_5, имеет конструктивно неперечислимое дополне¬ 
ние Б (пример 1). 

Следующая теорема позволит обнаружить существо¬ 
вание ненеречислимых множеств, не являющихся кон¬ 
структивно ненеречислимыми. 

Теорема 5. Если М — конструктивно неперечисли¬ 
мое множество и Р — его перечислимое подмножество, 
то разность М\Р имеет бесконечное перечислимое под¬ 
множество*). Другая формулировка: разность между 
конструктивно неперечислимым множеством и любым его 
перечислимым подмножеством бесконечна, но не иммунна. 

Прежде чем перейти к доказательству теоремы 5, 
заметим, что в силу этой теоремы любое иммунное мно¬ 
жество не является 'конструктивно неперечислимым (ибо 
разность между самим этим множеством и его пустым 
подмножеством бесконечна, но иммунна). Поскольку 
иммунные множества существуют (пример 3 в іі. 3 § 10) 
и неперечислимы, то, стало быть, существуют непере¬ 
числимые множества, . не являющиеся конструктивно 
неперечислимыми (причем —см. упомянутый пример 3 — 
такие множества существуют среди дополнений к пере¬ 
числимым). 

Доказательство теоремы 5. Фиксируем про¬ 
извольную главную нумерацию системы Р а) . Пусть р — 
один из номеров множества Р; пусть ф —вычислимая 
функция, дающая по номеру множества Я 6 Р ш элемент 
симметрической разности МдЛ; пусть а <2> — вычислимая 
функция, дающая по номерам множеств /? х , Я 2 из Р ш 


*) Заметим, что обратное утверждение неверно: существует 
множество М, не являющееся конструктивно неиеречвелимым и 
такое, что для любого его перечислимого подмножества Р раз¬ 
ность М\Р содержит бесконечное перечислимое подмножество 
(легко показать, что в качестве М может быть взято любое мно¬ 
жество, отнесенное в § 5 статьи В. А. Успенского [1957а] к клас¬ 
су (РРРР)). 
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номер множества (такая функция существует но 

теореме 18 из § 11); пусть, наконец, ф ~ вычислимая 
функция, дающая по х номер одноэлементного множест¬ 
ва { х } (такая функция существует но следствию 2 тео¬ 


ремы 7 из § 11). Введем последовательно всюду опреде¬ 
ленные вычислимые функции а и (5 типа N —* /V: 

Г а(0) = р, (1) 

1 а (и 1) = а (а (і), <р(ф(а(г)))), (2) 

р(0 = ф(а(г)). (3) 


Множество значений функции р перечислимо, как мно¬ 
жество значений вычислимой функции. Теорема будет 
доказана, если мы обнаружим, что все значения функ¬ 
ции р различны между собой и принадлежат разности 
М\Р. Итак, докажем, что при любом і все числа 
Р (0), р (1), Р (2), ..., Р(г) различны между собой и при¬ 
надлежат разности ЛГ\Р. С этой целью положим 

! Р ”‘ Р ' (4) 

и докажем индукцией но числу і следующее более силь¬ 
ное утверждение: 

При любом і 1) все числа Р (0), Р(1), ..., Р(г) раз¬ 
личны между собой и принадлежат разности М\Р; 
2) число а (г-; 1) является номером множества Р^. 

Базис индукции. Пусть г = 0. Тогда, так как р 
есть номер множества Р, то . Р (0) = ф (р) С МдР = М\Р. 
Далее, в силу равенств (2), (1) и (3), а(1) = а(р, ф(Р(0))), 
т. е. — по определению функции а — число а (1) есть номер 
множества Ри(Р(0)} = Р 1 . 

Шаг индук ции. Предположим, что доказываемое 
утверждение верно при і — к. Тогда, в силу свойств 
функции ф и второй части индуктивного предположения, 

р (к + 1) = ф (а (к 4-1)) 6 М ДР Ь+1 . 

В силу (4) и первой части индуктивного предположения 
РсР я+1 с:М; поэтому 

М= М\Р кі1 <~ М\Р. 
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Следовательно, 0(4: —4) отлично от всех чисел Р(0), 
р (1), ..., р (к) и принадлежит разности М\Р; значит, 
нее числа (5(0), Р(1), .... р (А:), (5(А;-г 1) различны между 
,-обой и принадлежат разности Далее, в силу (2) 

и (3), 

а (/с-г 2) = 0 (а (/с -і- 1), ср((5(/с+1)))- 

Отсюда, в силу второй части индуктивного предположе¬ 
ния и свойств функции о, число а (к-\ 2) есть номер 
множества Р к+1 у {р (к 1)) = Р /і+2 . 

Теорема 5 доказана. 

Следствие. Каждое конструктивно неперечисли¬ 
мое множество является конструктивно не конечным*) 
(этотфакт является конструктивным аналогом того факта, 
что каждое неперечислимое множество является веко¬ 
вечным). 

Доказательство. Полагаем в формулировке 
теоремы 5 Р=Л и применяем теорему 1. 

Утверждение, обратное к утверждению только что 
сформулированного следствия теоремы 5, неверно. Дей¬ 
ствительно, бесконечное перечислимое множество являет¬ 
ся примером конструктивно неконечного (в силу теоре¬ 
мы 1) множества, не являющегося конструктивно непере- 
чнелимым. Существуют, однако, и ненеречислимые кон¬ 
структивно неконечные множества, не являющиеся кон¬ 
структивно ненеречислимыми, как показывает 

Пример 3. Пример неперечислимого конструктив¬ 
но неконечного множества, не являющегося конструк¬ 
тивно неперечислимым**). 

Возьмем какое-либо простое множество А 1 (§ 10, н. 3, 
пример 2) и пересчитывающую его вычислимую всюду 
определенную функцию 0 тина N-~ >І\\ Положим 

а" (п) = 2-0 (п). 

Обозначим через 8" множество значений функции о". 
Очешѵщо, 8" с: И", где /V" — множество всех четных 


*) Ор. теорему IV а) из статьи Я. Л. Крейцина [1956], гла¬ 
сящую, \что если СА-множество эффективно отлично от всех 
А-множеств, то оно эффективно-несчетно. 

**) Приводимое ниже построение принадлежит Дж. Деккер ѵ 
[1953]. \ 
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натуральных чисел. Положим М = N!\^(N И \8*У 
где IV' — множество всех нечетных натуральных чисел 
и докажем, что М — неперечислимое конструктивно не- 
конечное множество, не являющееся конструктивно 
ненеречислимым. Действительно, М содержит бееконеч-і 
ное перечислимое подмножество Л г , поэтому, но теоре¬ 
ме 1, М конструктивно неконечно. В то же время раз¬ 
ность Л/\7Ѵ' иммунна (в' самом деле, М\7Ѵ' = РѴ"\8", 
а М"\8" получается из иммунного множества N \8 
удвоением его элементов); поэтому, но теореме 5, М 
не является конструктивно ненеречислимым. И, нако¬ 
нец, М ненеречислимо, так как иначе, как легко видеть, 
было бы перечислимым иммунное множество ІѴ"\5". 

Замечание. Множество М, построенное в приме¬ 
ре 3, является дополнением к перечислимому множеству 
(а именно, к множеству *$"); поэтому ненеречислимые 
конструктивно пеконечные множества, не являющиеся 
конструктивно ненеречислимыми, существуют даже среди 
дополнений к перечислимым. 

Таблица 1 



В заключение настоящего пункта мы приведем схему 
(табл. 1), иллюстрирующую установленное нами взаимо¬ 
отношение между классами множеств натуральных чисел, 
рассмотренными в этом параграфе (ші. 1, 2) и в п. 3 § 10. 
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3. КОНСТРУКТИВНАЯ НЕОТДЕЛИМОСТЬ 

В этом пункте нас будет занимать вопрос о конструк- 
тивизации определения множеств, не отделяющихся ни¬ 
какими обще-рекурсивными множествами. В дальнейшем 
для кратности такие множества будем называть просто 
неотделимыми, а множества, отделяющиеся какими-нибудь 
обще-рекурсивными множествами, — просто отделимыми. 
Заметим, что если множества М х и М 2 отделимы и 
отделяются обще-рекурсивными множествами /У, и # 2 , 
то они отделяются и взаимно-дополнительными рекур¬ 
сивно-перечислимыми множествами Н 1 и И обратно, 
если М 1 и М 2 отделяются взаимно-дополнительными 
рекурсивно-перечислимыми множествами К х и К 2 , то, 
иоскольку в этом случае К х и К 2 обще-рекурсивны, М х 
и М 2 отделимы. Поэтому определение отделимых мно¬ 
жеств можно высказать и в такой форме: множества М х 
и М 2 называются, отделимыми, если существуют взаимно- 
дополнительные рекурсивно-неречислимые множества К х 
и К 2 , отделяющие множества М х и М 2 , множества М х 
и М 2 называются, следовательно, неотделимыми, если 
таких множеств К х и К 2 не существует. 

В дальнейшем мы, продолжая нридерживаться при¬ 
нятого в этом параграфе стиля интуитивных рассмотре¬ 
ний, будем вместо «рекурсивно-перечислимое» писать 
просто «перечислимое» и вместо «частично-рекурсивная» — 
писать «вычислимая». При этом мы но-нрежнему ограни¬ 
чиваемся множествами натуральных чисел. 

Резольвентой множеств К ѵ К 2 относительно мно¬ 
жеств М г , М 2 назовем множество 

Д[К Х , К 2 /М ѵ М 2 ] = 

=(К х п# 2 ) П (*і№) II (АГЛ^і) іі (М 2 \к 2 ). 

Заметим, что резольвента И\К Х , К 2 [М Х , М 2 ] пуста 
тогда и только тогда, когда % х и К 2 суть нзаимно-до- 
нолпительные множества, отделяющие множества М г 
и М 2 . Поэтому естественно следующим образом «кон- 
структивизировать» определение неотделимых множеств 
(сразу переходя от перечислимых множеств к их номерам 
в некоторой нумерации системы Р ,и ). 
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Пусть т — натуральная нумерация системы Р а ’; мно¬ 
жества М х с N и М 2 С N называются конструктивно 
неотделимыми относительно т, если существует такая 
всюду определенная вычислимая функция ф тина /V 2 —>/Ѵ, 
что для всяких п 1 , п 2 значение ф: («і, п 2 ) принадлежит 
резольвенте В[К ІЛ К 2 /М 1 , М 2 \, где ^ — множество 
с номером п 1 в нумерации т-(г=1, 2). 

Множества М г с^ІѴ и ;1/ 2 сг/Ѵ называются конструк¬ 
тивно неотделимыми (в абсолютном смысле), если они кон¬ 
структивно неотделимы относительно любой вычислимой 
нумерации системы Р* 1 ’ *). 

По аналогии с тем, как это было сделано для опре¬ 
деления конструктивной ненеречислимости (п. 2, 

стр. 389—390), легко доказывается следующее важное 
утверждение: 

для того, чтобы множества были конструктивно 
неотделимыми (в абсолютном смысле), необходимо 
и достаточно, чтобы они были конструктивно неотде¬ 
лимы относительно какой-либо главной нумерации систе¬ 
мы Р ш . 

Очевидно, что конструктивно неотделимые множества 
н просто неотделимы. 

Замечание. Если множества М х и М 2 конструк¬ 
тивно неотделимы и М' 1 ~^М 1 , М 2 ^М 2 , то М.[ и М 2 
также конструктивно неотделимы. Написанное 


*) Это определении представляет собой модификацию сформу¬ 
лированного в заметке В. А. Успенского [1953] определения эф¬ 
фективной неотделимости. В указанной заметке автор, имея в виду 
некоторую конкретную вычислимую пумерацию системы Р ш , на¬ 
звал множества М у и М 2 эффективно-неотделимыми в случае сущест¬ 
вовании такой вычислимой функции ф, что для любых рекурсивно¬ 
перечислимых множеств К х , К 2 , отделяющих множества М 1г М» 
я имеющих номера п,, п 2 , значение ф (п 1 , п 2 ) определено и принад¬ 
лежит множеству К 1 \^ К 2 . Конструктивно неотделимые множества 
являются и эффективно-неотделимыми, поскольку если К], К 2 
отделяют множества М 1г М 2 , то Л[ЛГі, КіШі, М 2 ] = к^к 2 . 
Из результатов А. А. Мучника об изоморфизме пар эффективно¬ 
неотделимых множеств (см. следствие теоремы 2 в его статье 
[1958]) вытекает, что для случая рекурсивно-перечислимых М г , М 2 
верно и обратное: если М г и М 2 эффективно-неотделимы, то они 
и конструктивно неотделимы. 
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утверждение следует из того, что в этом случае 

В[К г , К 2 /М х , М 2 ]сВ[К х , К 2 /М' ѵ М' % \. 

Доказано*), что существуют неотделимые перечислимые 
множества, не являющиеся конструктивно неотделимыми. 
Существование ненересекающихся конструктивно неотде¬ 
лимых множеств мы получим как следствие Основной 
леммы, к которой мы сейчас переходим. 

Пусть с — натуральное число; прямую ((с)] х N будем 
обозначать для краткости У с . Номером упорядоченной 
пары линейных множеств К ъ К 2 относительно упоря¬ 
доченной пары плоских множеств Е г , Е 2 назовем такое 
число с, для которого 

к, = пр 2 (Е\п У г); ад = ир, (Я.ПП)- 

Для любых плоских множеств Е г , Е 2 через В (іД, Е 2 ) 
мы будем обозначать множество 

І)[Е Ѵ Е 2 ] = пр 2 (/Д["|<*) \іф*(А’ 2 П^), 
где 

й = ? {(х, у)\х = у]. 

Основная лемма. Если с —номер пары линейных 
множеств К ѵ К 2 относительно пары плоских множеств 
/Д, Е 2 ,. то 

с.ьЩК,, К 2 /І) [Е 2 , /Д], В [/Д, е 2 ]\. 

Доказательство. Имеются следующие четыре 
возможности: 

1) сЦК х Г)К 2 , 2) с^К г \К 2 - 

3) с€К 2 \К 1 ] А) с^К.ЦК,. 

Если имеет место случай 1) или случай 4), то заключе¬ 
ние леммы выполняется. Случаи 2)- и 3) разбираются 
совершенно одинаково. Рассмотрим случай 2). Так как 
с$К х , то 

сбпргС^іП^с); (с,с)$Е 1 ; пр 2 (Е 1 П<2). 


) А. Л. Мучник [1956]. 
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Так как с^К 2 , то 

с ?пр 2 (Е 2 (~\У с у, <с, с)?Е 2 ; с?пр 2 (Е 2 Пй). 

Итак, с^ирз^П^); с€пр 2 (Е 2 П^); с$К 2 . Поэтому 

с € [пр 2 (Е г ГМ \ пр 2 (Е 2 Па?)] \ і^ 2 = 

= Л [Е х , Е 2 ] \К 2 суЯ [К ѵ К 2 ІІ) [Е 2 , Е х ], О [Е[, Е 2 ]]. 

Теорема 6. Существуют два пепересекающихся кон¬ 
структивно неотделимых перечислимых множества. 

Доказательство. Фиксируем какую-либо глав¬ 
ную нумерацию х системы Р (1> и универсальное мно¬ 
жество Е этой нумерации. Применим к Е построение, ука¬ 
занное во втором доказательстве теоремы 9 из § 9. По¬ 
лучим пару перечислимых множеств Е х и Е 2 , дважды 
универсальную для класса линейных перечислимых мно¬ 
жеств. Если К 1 и К 2 суть линейные перечислимые мно¬ 
жества с номерами п х и п 2 (относительно х), то, как 
вытекает из указанного доказательства теоремы 9 из § 9, 
номером пары К х , К 2 относительно пары Е х , Е 2 служит 
число х 0 (л 1 , п 2 ), где х 0 — вычислимая всюду определен¬ 
ная функция. Поэтому, согласно Основной лемме, 

х 0 (п г , п 2 ) 6 Л[К Ѵ К 2 /І)[Е 2 , Е х ], В [Е ѵ Е 2 ]}. 

Итак, множества 

В[Е 2 , Е х ] и В[Е Х , Е 2 ] 

конструктивно неотделимы. Но эти множества являются 
разностями перечислимых множеств нр 2 (Е 2 |~] й) и 
нр 2 (ЕіП^) и потому, согласно теореме 5 из § 10, могут 
быть отделепы некоторыми перечислимыми множествами 
Н х и II 2 . В силу замечания на стр. 396 множества II х и # 2 
конструктивно неотделимы. Множества Н х , Н 2 — искомые. 

Замечание. Основная лемма позволяет дать новое 
доказательство того, что множества, построенные в при¬ 
мерах 1 из и. 2 и 2 из н. 2, обладают требуемыми 
(в заглавиях этих примеров) свойствами. Приведем это 
новое доказательство. Фиксируем произвольную главную 
нумерацию т системы Р ш ; пусть А = А™ — универсальное 
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множество этой нумерации и А = № \ А. Положим 
В 1= Ѵ[А,А], В Я = Ю[А,А]. 

Легко видеть, что множества /) х и взаимно-дополни¬ 
тельны (так как множества нр 2 (ЛР|й) и нр 2 [А |~) й) взаим¬ 
но-дополнительны), причем І) х перечислимо (ибо -О х = 

= пр 2 (Лрй)). Покажем, что конструктивно непере¬ 
числимо относительно т. Пусть с—номер перечислимого 
множества К в нумерации т. Тогда с есть номер пары 
К, К относительно пары А, А. По Основной лемме 

с 6 В [К, КіБ 2 , р г ] = В [К, К/В„ А,] = 

= {КГ\К) II ЩЪ) ША \ к)[] \ к) = 

= ( а\ к) у \к)= (/?,\ к) у (к \ д 2 )=/),а*. 

Поэтому достаточно положить ср ( х ) = I х 15 ( х ) = х, чтобы 
получить требуемую в определении конструктивной непере- 
числимости функцию ср. Остается заметить, что мно¬ 
жества -О х и совпадают соответственно с множествами 
I) и И, построенными в примерах 1 из п. 2 и 2 из п.2. 

Следующие три тѳоромы связывают понятие конструктивной 
неотделимости с понятием конструктивной ненеречислимости. 

Теорема 7. Если множество конструктивно неперечислимо , 
то оно и его дополнение конструктивно неотделимы. 

Доказательство вытекает из того, что для любых К 1} К г 
имеет мосто включение 

М&К х сВ\К ъ К 2 /М,М]. 

Теорема 8. Если два взаимно-дополнительных множества 
конструктивно неотделимы и одно из этих множеств перечислимо , 
то другое конструктивно неперечислимо. 

Доказательство. Пусть Ж перечислимо, М и М кон¬ 
структивно неотделимы. Фиксируем произвольную главную нуме¬ 
рацию т системы Р 11) . Пусть ф—функция, фигурирующая в опре¬ 
делении конструктивной неотделимости (применительно к т). Дока¬ 
жем, что М конструктивно нене^ечислимо. Пусть т — помер мно¬ 
жества М в нумерации т. Тогда, если п — номер перечислимого 
множества Е в нумерации т, то 

ф ( те \ [М, Я/М, М]. 

Положим для любого п 


ф(л) = ф(т, п). 
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Как показывает несложная выкладка, 

-К [м, Н/М, М] = М дл. 

Следовательно, функция ср—искомая и М конструктивно шшере- 
числимо. 

Теорема 9. Если два неперееекающихся перечислимых мно¬ 
жества конструктивно неотделимы, то дополнение к каждому из 
них конструктивно неперечислимо. 

Доказательство. Пусть перечислимые множества М 1 и М г 
не пересекаются и конструктивно неотделимы. Покажем, например, 
что М { конструктивно неиеречислимо. В самом деле: М 1 2 М г ; 
поэтому множества М ъ М ѵ конструктивно неотделимы в силу заме¬ 
чания на стр. 396; поскольку Му перечислимо, то Д/, конструктив¬ 
но неперечислимо в силу теоремы 8. 

Замечание. Пользуясь теоремой 9, существование перечисли¬ 
мого мпожества с конструктивно неперечислимым дополнением 
(установленное в примере 2 в п. 2) можно было бы вывести из 
существования неперееекающихся конструктивно неотделимых пере¬ 
числимых множеств, установленного теоремой 6. 



§ 14. ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ВЫЧИСЛИМЫХ 
ФУНКЦИЙ К ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКЕ: 

ВОЗМОЖНОСТИ АБСТРАКТНЫХ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ МАШИН 

Вычислительная машина выдает свои результаты 
в том или ином материальном виде; можно считать, что 
эти результаты печатаются на бумажной ленте в виде 
некоторой последовательности символов. Не будем огра¬ 
ничивать работу машины в пространстве и времени; 
предположим, именно, что лента бесконечна в одну сто¬ 
рону (имеет начало, но не имеет конца) и что машина 
может работать сколь угодно долго или даже вовсе не 
прекращать работу. Как охарактеризовать класс после¬ 
довательностей, которые могут быть напечатаны на вы¬ 
ходных лентах машин нри указанных идеализирующих 
допущениях? Ответ на этот вопрос дают: для машин без 
«внешней памяти» — теоремы 1 и 2 (п.1); для машин 
с «внешней памятью» (ко'горая тоже предполагается не¬ 
ограниченной)—теоремы 3 и 4 (формулируются в п.2, 
доказываются в п.5). В п.З вводятся в рассмотрение так 
называемые многоленточные машины. В н.4 устанавли¬ 
вается (теоремы 6, 7, 10), что класс частично-рекурсив¬ 
ных функций совпадает с классом функций, вычислимых 
на рассматриваемых абстрактных машинах, — еще одно 
подтверждение Основной гипотезы. 

1. МАШИНЫ ТИПА І 

Машина тина I имеет внутреннюю память и выход¬ 
ную ленту (рис. 28). Внутренняя намять (А на рис. 28) 
есть устройство, которое в каждый момент находится 
в одном из конечного числа возможных состояний 

26 В. А. Успенский 
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а х , а 2 , ..., а а . Состояния внутренней памяти мы будем 
называть внутренними состояниями машины. Для машин 
типа I состояние машины полностью определяется ее 
внутренним состоянием. Поэтому (в п.1!) мы слово «внутрен¬ 
нее» будем часто опускать. 

Работа машины состоит в переходе от одного состоя¬ 
ния к другому. Машина работает «шагами». За один 


А 


В 

ГТ I I I I I I ГГГ'ГЧ I I I ІТТ 


Рис. 28. 

шаг машина переходит из одного состояния в следующее. 
Работа машины определяется управляющей таблицей 
следующего вида: 



Эта таблица указывает для некоторых состояний .машины 
(верхняя строка) то состояние, в котором маш ин а ока¬ 
жется на следующем такте *). Для остальных состояний 
таблица не указывает следующего состояния; это зна¬ 
чит, что, придя в дапное состояние, машина прекращает 
работу. Для того, чтобы машину «пустить в ход», необ¬ 
ходимо задать некоторое начальное состояние. Начав 
работу с этого состояния, машина либо в конце концов 
остановится, либо будет продолжать работу бесконечно. 
Это зависит от устройства управляющей таблицы. Если 
нижняя строка в таблице заполнена целиком, так что 
для каждого состояния машины указано следующее, то 
машина будет работать бесконечно, вновь и вновь про¬ 
ходя некоторый цикл состояний. 



*) Здесь и в дальнейшем такт —промежуток между двумя 
последовательными шагами. 



1] 


МАШИНЫ ТИПА 1 


403 


Пример 1. Машина с тремя состояниями а г , а 2 , а, 
и с управляющей таблицей 

«і | «а | а з 

І І > 

&з | &2 

начав с состояния а 2 , будет работать бесконечно, 
повторно проходя цикл состояний а 2 , а 1 . а 8 , а 2 , а 1 , а 8 , 

^ 2 ’ ^ 1 » а 3' * * * 

Этот цикл может состоять и из одного состояния. 
Так бывает в тех случаях, когда в таблице какому-то 
состоянию машины соотносится это же самое состояние. 

Пример 2. Машина с тремя состояниями а х , а 2 , а 3 
и с управляющей таблицей 


^1 ^2 « 8 



начав работу с состояния будет проходить последо¬ 
вательность состояний а х , а 2 , а 2 , а 2 , ... 

Если же таблица устроена так, что некоторым состоя¬ 
ниям в верхней строке не соответствует никакого 
состояния в нижней строке, и если машина в ходе 
работы придет в одно из таких «безвыходных» состоя¬ 
ний (будем называть такие состояния заключительными), 
то она остановится, поскольку следующее состояние для 
нее но определено. В этом случае мы будем говорить, 
что машина окончила работу. Очевидно, что машина, име¬ 
ющая а состояпий, либо работает бесконечно, либо окан¬ 
чивает работу по позже, чем через (а —1) шагов. 

Последовательность смены состояний машины может 
задаваться и не таблично, а в виде списка команд вида 

а^ а У 

Команда а і =^а і означает, что из состояния а г машина 
переходит в состояние а ; . Очевидно, что в каждом 
списке команд все левые чаЙти должны быть различны. 
Если для некоторого і в списке команд нет ни одной 
команды вида 

аі =» а,, 

то состояние а { является заключительным. ' 
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Результаты* работы машины фиксируются на выход¬ 
ной ленте (В на рис. 28). Выходную ленту, или ленту 
для печати, мы будем предполагать бесконечно продол¬ 
женной в одну сторону (имеющей начало, но не имею¬ 
щей конца) и разделенной на клетки. В каждой из 
клеток может быть напечатан один символ из конеч¬ 
ного списка символов е г , е 2 , ..., ер, называемого алфа¬ 
витом печати или выходным алфавитом. На каждом 
такте машина печатает на выходной ленте какой-то 
символ е ; - или, возможно, не печатает ничего в зависи¬ 
мости от состояния, в котором машина находится на 
данном такте. Эта зависимость определяется таблицей 
печати: 



Таблица (Іе) указывает для некоторых состояний 
машины (верхняя строка) тот символ, который печатается, 
когда машина приходит в данное состояние. Придя 
в любое из тех состояний, которым таблица не относит 
никакого символа е,-, машина ничего не печатает. Начав 
работу, машина, попадая в те внутренние состояния, 
которым таблица печати относит какой-нибудь символ, 
печатает зти символы последовательно, без пропусков, 
слева направо, начиная с крайней левой клетки выход¬ 
ной ленты. Таким образом, на выходной ленте печатается 
некоторая (быть может, пустая) последовательность*) 
символов алфавита печати. 

Назовем машину типа I постоянно-печатающей, если 
ее таблица печати каждому внутреннему состоянию 
ставит в соответствие печатаемый символ. 

Замечание. Очевидно, что каждой не постоянно¬ 
печатающей машине с алфавитом печати из (3 символов 

*) Вступая в некоторое расхождение с каноническим употребле¬ 
нием термина «последовательность», мы будем обозначать этим 
словом как кортежи, так и последовательности в обычном смысле 
(таким образом, согласно нашей терминологии, можно говорить 
о коночных последовательностях и босконѳчных последователь¬ 
ностях). Тем самым мы получили единообразное наименование для 
всего того, что может быть напечатано на выходной ленте. 
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можно поставить в соответствие постоянно-печатающуго 
машину с алфавитом печати из (Р+1) символов, доба¬ 
вив к алфавиту печати первой машины еще один символ 
и заполнив им пустые места в ее таблице печати. Тогда 
всякой последовательности символов, напечатанной на 
выходной ленте исходной машины, будет соответствовать 
последовательность символов, напечатанная на выходной 
ленте полученной описанным образом постоянно-печа- 
тающей машины. Очевидно, что первую последователь¬ 

ность можно получить из второй, если выбросить из 
последней добавленный нами символ и сдвинуть влево 
оставшиеся символы. 

Пример 3. Рассмотрим машину типа I с состоя» 
ниями Яц я 2 , я 3 , я 4 , с управляющей таблицей 

я 4 | Я 2 | я 3 | Я 4 

І і І ’ 

0>2 I і ^4 I 

с алфавитом печати {е 1 , е г , е 3 \ и с таблицей печати 

[ я 2 | я 3 ( я 4 

I | ! 

Пусть машина начинает работу с состояния а 2 . Она 
будет проходить последовательность состояний я 2 , я 3 , 
я 4 , а 1( а 2 , а 3 , а 4 , а ѵ а 2 , ... На ленте будет печататься 
последовательность 


е 8 

е і 

е 2 

е з 

1 

Ч ! 

в 2 

е 8 


Прибавив к алфавиту печати символ е 4 и дополнив 
таблицу печати до 


(так что машина пре 
получим на выходно] 


я 3 я 4 

іно-печатающую) 

ельНость 

е 2 | е 3 \ 

>вратитс 
й ленте 

е 1 \е 4 ■ 

я В ПОСТОЯ] 
последоват 

| 

I 



шв 

е 4 е 2 

е з 
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Докажем теперь две довольно очевидные теоремы 
о том, какие последовательности символов могут быть 
напечатаны на выходной ленте машины типа I. 

Теорема 1. Всякая последовательность символов, 
которая может быть напечатана на выходной ленте 
некоторой машины типа I, есть либо конечная, либо 
смешанная периодическая последовательность. 

Доказательство. 1) Рассмотрим сначала постоян- 
но-печатающую машину. Если машина оканчивает работу, 
то напечатанная последовательность, очевидно, будет 
конечной. 

Пусть машина работает бесконечно. Тогда, поскольку 
число а состояний машины конечно, то через конечное 
число шагов машина должна вторично прийти в какое-то 
пройденное состояние а*. Далее машина будет повторно 
проходить цикл, заключенный между первым и вторым 
появлением состояния а*. Поскольку печатаемый символ 
есть функция внутреннего состояния, циклу состояний 
машины будет соответствовать цикл печатаемых символов. 

2) Рассмотрим произвольную (т. е., вообще говоря, 
не постояпно-печатающую) машину типа I. Возьмем 
постоянно-печатающую машину, полученную из нее пре¬ 
образованием, описанным в замечании на стр. 404. Каж¬ 
дой последовательности, напечатанной на выходпой ленте 
данной машины, соответствует некоторая последова¬ 
тельность, напечатанная построенной постоянно-печа- 
тающей машиной. По пункту 1) на выходной ленте по- 
стояпно-печатающей машины печатается либо конечная, 
либо смешанная периодическая последовательность сим¬ 
волов. Выбросив из нее добавленный нами символ и сдви¬ 
нув оставшиеся символы, получим последовательность, 
напечатанную на выходной ленте данпой машины типа I. 
Она, очевидно, будет также либо конечной, либо смешан¬ 
ной периодической. 

Теорема 2. Любая последовательность символов, 
являющаяся либо конечной, либо смешанной периодической, 
может быть напечатана на выходной ленте некоторой 
машины типа I. 

Доказательство. Для доказательства доста¬ 
точно указать способ, как для произвольной конечной 
или смешанной периодической последовательности симво- 
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лов построить машину, которая на своей выходной ленте 
ее печатает. 

1) Если данная последовательность конечная и содер¬ 
жит п символов, то машина должна иметь п состояний, 
проходимых последовательно, причем начальному состоя¬ 
нию должен соответствовать в таблице печати первый сим¬ 
вол данной последовательности, состоянию, принимае¬ 
мому на втором такте,— второй символ и т. д. Последнее, 
п-е состояние машины должно быть заключительным. 

2) Если данная последовательность — смешанная пе¬ 
риодическая с периодом из т символов и предпериодом 
из п символов, то машина должна иметь п-\-т состоя¬ 
ний; управляющая таблица и таблица печати строятся 
так же, как и в 1), за исключением того, что из (п+т)-го 
состояния машина должна переходить в (л-(~1)-е состояние. 

Замечание. Мы считаем, таким образом, что 
машина типа I полностью определяется заданием списка 
внутренних состояний, алфавита печати, управляющей 
таблицы и таблицы печати, причем за,.,лние всех этих 
четырех элементов необходимо для задания маши¬ 
ны. Возможна и другая точка зрения, согласно которой 
машина типа I определяется лишь первыми двумя эле¬ 
ментами: списком внутренних состояний и алфавитом 
печати — так что у одной и той же машины могут быть 
различпые управляющие таблицы и различные таблицы 
печати. Мы же считаем, что в этом случае мы имеем дело 
с различными машинами. По существу, различие между 
указанными точками зрепия есть л иш ь вопрос терминоло¬ 
гии. Принятую нами точку зрения (или, если угодно, 
принятую нами терминологию) мы будем применять 
и в отношении других машин, которые будут рассматри¬ 
ваться ниже, считая, что изменение управляющей таб¬ 
лицы или таблицы печати означает изменение машины. 

2. МАШИНЫ ТИПА II 

Перейдем теперь к рассмотрению машины типа II, 
обладающей более сложной структурой и, соответственно, 
большими возможностями. 

Машина типа II имеет внутреннюю память и выходную 
ленту ,^устроенные так же, как в машине типа I. Кроме 
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того, она имеет устройство внешней памяти, состоящее 
и а ленты внешней памяти (С на рис. 29) и считывающей 
и записывающей головки (Б на рис. 29). 

Лента внешней памяти разбита на клетки, в каждой 
из которых может быть записан один из символов алфа¬ 
вита внешней памяти 8 = {^,$ 2 ,...,^}. Нам будет' удобно 
говорить о тех клетках, в которых ничего не записано, 
что в них записан символ □, называемый «пустым» и обо- 


8 

( I I I I I ПІ I II I I П 1 ГІ 


Рио. 29. 

значаемый часто через з 0 . Таким образом, мы как бы пред¬ 
полагаем, что лента, на которой ничего не написано, 
сплошь заполнена символами $о- Принимается, что лента 
внешней памяти может быть неограниченно продолжена 
в обе стороны (вверх и вниз на рис. 29). 

Символы, записанные на ленте внешней памяти (в том 
числе — пустые), образуют слова в алфавите 8 [_) {□}. 
Напомним, что словом в некотором алфавите называется 
ряд написанных друг за другом символов (букв) этого 
алфавита. При этом должен быть точно определен порядок 
следования символов, т. е. для любых двух символов должно 
быть ясно, какой из них предшествующий и какой после¬ 
дующий; кроме того, должны быть указаны начало и ко¬ 
нец слова. Для последовательности символов, записанных 
на ленте внешней памяти, может быть принят порядок 
следования символов (порядок чтения) сверху вниз или 
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снизу вверх. Начало и конец слова могут указываться 
различными способами. В одном случае словом может 
считаться последовательность символов (безразлично, 
пустых или непустых), записанных на определенном уча¬ 
стке ленты (пример — слово $ 3 $ 0 $ 2 я 3 $ 0 $ 0 на рис. 30, а, стрел¬ 
ка указывает порядок чтения). В другом случае словом 
может считаться последовательность непустых символов 
между двумя ближайшими 
пустыми клетками (слова 
и 5 3 5 3 5 2 5 х на рис. 30, б). 

Далее, началом или кон¬ 
цом слова может считаться 
крайний непустой символ 
на ленте (при условии, 
что непустых символов на 
ленте конечное число); на¬ 
пример, началом и концом 
слова $]? 2 $ 0 $ 0 $ 4 $о$ 2 «' 3 на 
рис. 30,б служат крайние 
непустые символы; у слова 
5 2 5 <А 5 з 5 4 на рис. 30, г на¬ 
чало определено указа¬ 
нием места на ленте, а ко¬ 
нец — верхний непустой символ. Во всяком случае, по¬ 
рядок чтения, начало и конец слова всегда .должны быть 
определены недвусмысленно. 

Мы будем рассматривать также пустое слово, не содер¬ 
жащее ни одного непустого символа; обозначим его Л. 

На каждом такте считывающая и записывающая го¬ 
ловка «смотрит» на одну из клеток ленты внешней памяти. 
Символ, записанный в этой клетке, называется считывае¬ 
мым символом ; обозначим его через $ с \ Выше него на ленте 
расположена последовательность символов в ио в иі ...вгі к ..., 
ниже — последовательность $ Ѵ0 $ Ѵ1 ...$ Ѵ ... Обозначим через 
'А (соответственно, через В) слово, началом которого 
является символ, ближайший сверху (соответственно, 
снизу) к $ с ; концом — последний непустой символ. Если 
выше (ниже) в с не стоит ни одного непустого символа, 
будем считать, что А (соответственно, В) пусто, т. е. А = Л 
(соответственно, В = А). Состояние машины в каждый 
данный момент полностью описывается указанием 
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внутреннего состояния машины а а , считываемого символа 
и слов А и В. Поэтому четверку (а а , $ с , А, В) естествен¬ 
но называть полным состоянием машины. В отличие от 
машин типа I (где полными состояниями естественно счи¬ 
тать внутренние состояния), каждая машина типа II 
с непустым алфавитом внешней памяти имеет бесконечное 
число полных состояний. Перед началом работы машины 
необходимо привести ее внутреннюю память в некоторое 
начальное внутреннее состояние , указать, что написано 
на ленте и где находится головка (т. е., другими словами, 
задать ее начальное полное состояние). Работа машины 
состоит в переходе от одного полного состояния к другому. 
За один шаг машина последовательно совершает следую¬ 
щие элементарные действия: (1) записывает вместо считы¬ 
ваемого символа некоторый символ $ с . (не исключено, 
что с* = с); (2) сдвигается по ленте внешней памяти на одну 
клетку вверх или вниз пли остается на месте (точнее, 
сдвигается или остается на месте считывающая и записы¬ 
вающая головка); (3) переходит в следующее внутреннее 
состояние Ой* (которое может совпадать с а й , т. е. й* может 
равняться в). Сдвиг будем обозначать, соответственно, 
символами |, |, •, или, когда это будет удобно, через 
2 Ь , где Ь = 1,2,3 и 2 Х = |, 2 2 = 1, 2 3 =.. 

Элементарные действия, осуществляемые машиной при 
переходе от данного такта к следующему, полностью опре¬ 
деляются внутренним состоянием машины и считываемым 
символом на данном такте. Другими словами, работа 
машины типа II определяется управляющей таблицей 
следующего вида: 

| а г ... ад ... а а 

8 і 


•9с» 2ь Яд* 


(Панг) 
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В крайней сверху строке этой таблицы указаны все воз¬ 
можные внутренние состояния машины; в крайнем левом 
столбце — все возможные считываемые символы (в том 
числе — пустой). На пересечении соответствующих строки 
и столбца указаны: (1) символ, записываемый на место 
считываемого; (2) сдвиг головки; (3) внутренпее состояние, 
в которое переходит машина. На пересечении некоторых 
строк и столбцов может не стоять ничего; это значит, что 
при таких внутреннем состоянии и считываемом символе 
машина прекращает работу. 

Управляющую таблицу можно рассматривать и как 
объединение трех таблиц: На, Из, Иг — каждая из 
которых имеет два входа: индекс внутреннего состояния А 
и индекс считываемого символа с — и один выход: соот¬ 
ветственно, А*, с* и Ь. Таблица На соответствует таблице 
Іа для машины типа I (стр. 402), но, в отличие от нее, 
имеет не один, а два входа (так как внутреннее состояние 
машины на данном такте зависит теперь не только от 
внутреннего состояния на предшествующем такте, но и от 
символа, считываемого на предшествующем такте). 

Смена полных состояний машины типа II может быть 
задана и списком команд, имеющих общий вид: 

Список команд машины мы будем называть ее программой. 

Что касается таблицы печати, то она ничем не отли¬ 
чается от таблицы печати в машине типа I (табл. Іе на 
стр. 404). Символ, печатаемый на выходпой ленте на дан¬ 
ном такте, зависит только от внутреннего состояния ма¬ 
шины на данном такте. По аналогии с машинами типа I 
среди машин типа II выделяются постоянно-печатающие 
машины. 

Любая последовательность символов, которая может 
быть напечатала на выходной ленте данной машины типа I, 
* может быть напечатана и некоторой машиной типа II. 
Для этого достаточно взять такую машину типа II, в про¬ 
грамме которой каждой команде 

а л ^ а й* 

данной машины типа I соответствует команда 
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Но машина типа II может печатать и бесконечные 
непериодические последовательности, которые, как мы 
видели, не могут печататься машиной типа I. 

Пример. Рассмотрим машину типа II, имеющую 
два внутренних состояния: а 1 , а 2 , алфавит внешней 
памяти 5 = {|} («палочка»), алфавит печати {р, <?}, про¬ 
грамму из четырех команд: 

Кі. а х □ =ф ! I а 2 
К2. а х | | "[ а г 

кг. к 

АГ4. « 2 ! тф I ! а г 

и таблицу печати 

а г | &2 

Р I я 

Пусть машина начинает работу, находясь во внутреннем 
состоянии а 1} причем на ленте внешней памяти ничего 
не записано. Применяется команда К 1: 

□ =ф 11 а 2 . Печатается р. 

Сдвинувшись на клетку вниз, машина оказывается во 
внутреннем состоянии а 2 и смотрит на пустую клетку. 
Применяется команда КЪ\ 

вгП=ф[іН в і' Печатается д. 

Перейдя во внутреннее состояние а г и сдвинувшись 
вверх, машина смотрит на символ |. Применяется 
команда К 2: 

а х | 11 а г . Печатается р. 

Сдвинувшись вверх, машина остается во внутреннем 
состоянии а г и смотрит на пустую клетку. Вновь при¬ 
меняется КІ: 

а х □ =ф||а 2 . Печатается р. 

Теперь машина во внутреннем состоянии а 2 смотрит 
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г\ 

на |. Применяетсй команда Кк\ 

а а | 11 « а - Печатается д. 

Уже ясно, как будет дальше работать машина. Дви¬ 
гаясь вниз по сплошному массиву палочек, она нахо¬ 
дится во внутреннем состоянии а 2 и, соответственно, 
печатает на каждом такте д; дойдя до первой пустой 
клетки, она переходит в состояние а 1 и начинает дви¬ 
гаться вверх, печатая на каждом такте р\ дойдя до пер¬ 
вой пустой клетки, она записывает в нее |, печатает 
еще одно р и начинает весь цикл снова, но с длиной 
пробега, увеличенной на один такт. Таким образом, она 
будет печатать бесконечную непериодическую последо¬ 
вательность рдррддрррддд ■ •. 

Итак, мы показали, что машина типа II может 
печатать и непериодические бесконечные последователь¬ 
ности символов. Естественно возникает вопрос: всякая 
ли бесконечная непериодическая последовательность 
символов может быть напечатана на выходной ленте 
машины типа II? Если не всякая, то как можно по- 
другому описать класс последовательностей, печатаемых 
машинами типа II? 

Прежде чем ответить на этот вопрос, введем следующее 

Определение. Бесконечная последователь¬ 
ность символов некоторого конечного алфавита называется 
примитивно-рекурсивной ( обще-рекурсивной ), если после¬ 
довательность номеров' этих символов при некоторой 
взаимно-однозначной нумерации алфавита примитивно¬ 
рекурсивна (обще-рекурсивна). 

Заметим, что объем введенных понятий не зависит от 
выбора нумерации, поскольку любые две взаимно-одно¬ 
значные нумерации конечного множества примитивно¬ 
рекурсивно эквивалентны (замечание 1 на стр. 296). 

Теперь мы можем сформулировать теоремы, дающие 
ответ на поставленный выше вопрос. 

Теорема 3. Всящя последовательность симво¬ 
лов , которая может быть напечатана на выходной лепте 
некоторой машины типа II, есть либо конечная, либо обще¬ 
рекурсивная последовательность. 

Теорема 4. Любая последовательность символов, 
являющаяся либо конечной, либо обще-рекурсивной, может 
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бытъ напечатана на выходной ленте некоторой машины 
типа II*). 

Доказательство этих теорем будет дано в п. 5. 

Теоремы 3 и 4 дают независимое (от понятия машины) 
описание класса тех последовательностей символов, кото¬ 
рые могут быть напечатаны на выходных лентах машин 
типа II. Однако при обращении с реальными вычислитель¬ 
ными машинами (идеализацией которых и служат рас¬ 
сматриваемые машины) информация, получаемая на вы¬ 
ходе таких машин, воспринимается не в виде просто после¬ 
довательности символов, ав виде последовательности 
чисел, образуемых этими символами. Выходной ал¬ 
фавит реальной машины содержит обычно цифры 

0123456789 

и какой-либо символ, служащий для отделения чисел 
друг от друга; таким символом может служить запятая 
или даже просто пробел; нам будет удобно использовать 
в этих целях звездочку *. Будем говорить, что на выходной 
ленте машины типа II напечатана (конечная или беско¬ 
нечная) последователъностъчиеел т 0 , тя 1 , т 2 , ..., если на 
этой ленте напечатана (соответственно, конечная или бес¬ 
конечная) последовательность символов М 0 *М г *М ъ *.. 
где М { — конечная последовательность цифр, образующая 
десятичную запись числа т { . Встает вопрос: какие после¬ 
довательности чисел могут быть напечатаны на выходных 
лентах машин тина II? Ответ на этот вопрос дает 

Теорема 5. Числовая последовательность тогда 
и только тогда может бытъ напечатана на выходной 
ленте некоторой машины типа II, когда она либо конечна, 
либо обще-рекурсивна. 

Эта теорема, являющаяся еще одним аргументом 
в пользу Основной гипотезы, немедленно вытекает из 
теорем 3, 4 и следующей леммы: 


*) В силу леммы 1 из и. 5 и примера 1 из п. 3 § 8, не всякая 
обще-рекурсивная последовательность символов может быть напе¬ 
чатана на выходной ленте постоянно-печатающей машины типа II. 
Таким образом, существенным является то, что на некоторых тактах 
машина ничего не печатает — ей нужно, так сказать, «время на раз¬ 
мышление», прежде чем напечатать очередной символ. 
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Лемма. Бесконечная числовая последовательность 
т 0 , т и т 2 , ..., т к , ... 

тогда и только тогда обще-рекурсивна, когда обще¬ 
рекурсивна соответствующая ей последовательность сим¬ 
волов (из алфавита печати (О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, *}) 

М 0 * М х * М% * ... * М к * ..., 

где М і — десятичная запись числа т ѵ 

Доказательство. Прежде всего вспомним, что 
обще-рекурсивность последовательности символов не 
зависит от того, как именно эти символы занумерованы. 
Поэтому мы вправе занумеровать символы алфавита 
печати, например, по порядку. 

Итак, положим е 0 = 0, е х = 1, е 2 = 2, е 3 = 3, е 4 = 4, 
е ь — 5, е в = 6» е 7 = 7, е 8 = 8, е 9 = 9, е 10 = *. 

Приступим теперь к доказательству необходимости 
и достаточности сформулированного в лемме условия. 

1) Достаточность («тогда»). Пусть обще-рекур¬ 
сивная последовательность символов ... еі к .. . 

соответствует некоторой бесконечной числовой последо¬ 
вательности 


У о> У 1> Уі’ • • • > Ут.1 • • • 

Докажем, что зта числовая последовательность тоже 
обще-рекурсивна. По условию функция ф: ф(ге) = г„, 
обще-рекурсивна. Требуется доказать, что функция ф: 
ф (т) = у те обще-рекурсивна. Докажем сначала, что функ¬ 
ция г], дающая по п номер клетки, в которой располо¬ 
жен (ге+1)-й символ е 10 (т. е. (ге + 1)-я «звездочка»), 
обще-рекурсивна (нумерация клеток начинается с нуля: 
символ йі 0 расположен в нулевой клетке, е ц — в первой 
и т. д.). 

Легко видеть, что 

г] (п) = (р*) [(ф ( I ) = Ю)<$ ((ѵі) [ф (і) = Ю] = га)]. 

і <1 

Из теорем § 7 (в частности, теоремы 21 из § 7) вытекает 
обще-рекурсивность функции ц. Через функцию ц легко 
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[§ и 


выражается функция ср: 


ф(л) = 


2 л = 0, 

}=о 

}=*Л(л)—Ч(л—1)—2 

2 • ю т,(п) "' ч(п_ )-2-, ’.ф(г 1 (и — 1)+ 1 + /)> 

7=0 

п > 0. 


Из теоремы 7 из § 6, леммы 1 из п. 3 § 4 и частично- 
рекурсивности функций ф и ц следует частично-рекур- 
сивность функции ф. Кроме того, нетрудно проверить, 
что ф всюду определена; поэтому ф — обще-рекурсивная 
функция. 

2) Необходимость («только тогда»). Пусть беско¬ 
нечная числовая последовательность 


Уо' У 1> Уі’ • • • I У т' • • • 

обще-рекурсивна, т. е. функция ф: ф (п) = у п , обще-рекур¬ 
сивна. Докажем, что соответствующая последовательность 
символов 


тоже обще-рекурсивна, т. е. что функция ф: ф («) = /„, 
обще-рекурсивна. 

Число цифр в десятичной записи произвольного 
натурального числа г равно в§ 2 + &§■ г-(\аІ) [10 ( > г]. 
Поэтому номер т| (п) клетки, в которой будет расположен 
(п+1)-й символ е 10 ((п 1)-я «звездочка»), определяется 

равенствами: 

П(0)-в8Ф(0)і-88ф(0)-(цО[Ю' > Ф(0)], 

гі(п+1) = гі(п)-1-88[ф(п + 1) + 

+ 8§ф(п+1).(р<)[10'> ф(я+1)]+1. 

Из обще-рекурсивности функции ф и теоремы 21 из § 7 
вытекает обще-рекурсивность функции т). 

Введем функцию <іев( 2 >: йев(т, п) равно (п+1)-му 
знаку в десятичной записи числа т, если 10 п <т, 
и равно 0, если 10 п > т. Легко видеть, что 

6ѳй(т, я) = (1іѵ(т, ДО 1 *) — сііѵ (иг, 10 п+1 )10. 
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Функция йез обще^рекурсивна (даже примитивно-рекур¬ 
сивна). Заметим, что г](&)>& для любого к. Теперь 
легко «кусочно» выразить функцию ф: 

/10 (ЗА) [гі (А) = га] 

й<т)(/г) 

Ф (”■) = (Іей (ф ((р/) [ц (і) > ге]), 

Л ((цО [л (0 > и]) — п — 1) в противном случае 

Из теорем § 7 и обще-рекурсивности функций ф, л и сіез 
следует обще-рекурсивность функции ф. Лемма доказана. 

3. МНОГОЛЕНТОЧНЫЕ МАШИНЫ 

Займемся теперь машинами без ленты для печати. 
Введем в рассмотрение многоленточные машины. 
Каждая 1-ленточная (/=1, 2, 3, ...) машина имеет 
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Рис» 31. 

внутреннюю память (которая в каждый момент нахо¬ 
дится в одном из конечного числа внутренних состоя¬ 
ний) и устройство внешней памяти, состоящее из I лент 
внешней памяти и, соответственно, I считывающих 
и записывающих головок (рис. 31). В каждой клетке 
каждой из лент записан либо один из символов алфа¬ 
вита внешней памяти 8 = 1^, $ 2 , ..., данной машины, 
либо «пустой символ» $ 0 =ІІ]. Символ на ѵ-й ленте, на 
который на данном такте смотрит ѵ-я считывающая 

27 в. А. Успенский 
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и записывающая головка, обозначим через в Су) . Выше 
него на ленте расположена последовательность симво¬ 
лов $гі ѵ 0 $и ѵ ! • • • $и ѵ к . . ., НИЖе — ПОСЛеДОВЭТѲЛЬНОСТЬ 
Ч оЧ і Ч /і Обозначим через А ѵ (соответ¬ 

ственно, В ѵ ) слово на ѵ-й ленте, началом которого 
является символ, ближайший сверху (соответственно, 
снизу) к $с ѵ ; концом — последний непустой символ. Если 
выше (ниже) $ё не стоит пи одного непустого символа, 
будем считать, что А ѵ (соответственно, В ѵ ) пусто, т. 6. 
Ау = Л (соответственно, В Ѵ = Л). 

На каждом такте каждая из головок смотрит на 
символ (может быть, пустой), напечатанный на соответ¬ 
ствующей ленте. Одна из головок является выделенной; 
от считываемого ею символа зависят (в смысле, разъясня¬ 
емом ниже) действия машины при переходе к следую¬ 
щему такту. Головка выделяется своя для каждого такта; 
эта головка —и соответствующая ей лента — называются 
активными на данном такте. 

Состояние машины в каждый данный момент полностью 
определяется следующими (3^ + 2) объектами: внутрен¬ 
ним состоянием а а , номером к активной ленты и для 
каждого ѵ (1<ѵ</) символом 5 Сѵ и словами А ѵ , В ѵ . 
Кортеж длины Ы + 2 

к, А Ві, $с а , А%) В% у ... і ^1 

будем называть полным состоянием машины. Перед 
началом работы машины необходимо задать в качестве 
начального некоторое ее полное состояние. Работа машины 
состоит в переходе от данного полного состояния 
к другому. 

На каждом такте многоленточная машина находится 
во внутреннем состоянии а й и считывает с активной 
ленты № к символ 8 С = $ Ск ~ В зависимости от значений й, к 
и с машина при переходе к следующему такту (т. е. за 
один шаг) совершает последовательно следующие элемен¬ 
тарные действия: (1) записывает на ленте № к сим¬ 
вол $ с * вместо того символа 5 е , на который была направ¬ 
лена головка № А; (2) сдвигает і'-ю головку по соответ¬ 
ствующей ленте (остальные головки при этом остаются 
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неподвижными); (3) переходит во внутреннее состоя¬ 
ние ад»; (4) делает активной ленту № /. При этом не 
исключается возможность того, что некоторые из 
чисел к, к, і, / (или даже все они) попарно равны 
и с* = с л , й* = й. 

Таким образом, работа машины полностью опреде¬ 
ляется таблицей с тремя входами: индексом й внутрен¬ 
него состояния машины, номером к активной ленты 
и индексом с символа 8 с = $с к > считываемого с активной 
ленты, —и с шестью выходами: (1) индексом с* запи¬ 
сываемого символа; (2) номером к ленты, на которую 
записывается $ с * (3) индексом Ъ сдвига; (4) номером і 
ленты, на которой происходит сдвиг; (5) индексом й* 
нового внутреннего состояния я<і»; (6) номером / новой 
активной ленты. Эту таблицу можно рассматривать 
и как объединение шести таблиц (Пій, Пій, Шг, ІІІі, 
Ша, ІІІі) с тремя общими входами и одним выходом 
у каждой. 

Вместо таблицы с тремя входами (которую и изобра- 
зить-то невозможно на листе бумаги) мы будем пред¬ 
почитать задавать работу машины программой, т. е. 
списком команд вида 

а<і (к) «с і=ф (к) $ с * (г) г ь а&* (/). 

Такая команда означает следующее: если на данном 
такте внутреннее состояние машины есть а й , активна 
лента № А: и с нее считывается символ $ с , то в клетку, 
на которую смотрит головка № к, записывается (вместо 
того, что- там написано) символ з с *, головка № і под¬ 
вергается сдвигу г ь , машина переходит во внутреннее 
состояние ад* и активной становится лента № /. 

Частным случаем многоленточной машины —когда 
1 = 1 — является одноленточная машина. Одноленточпые 
машины называют обычно машинами Тьюринга, по имени 
английского математика, который [1936] впервые рас¬ 
сматривал подобные машины-*) Присоединив к однолен¬ 
точной машине выходпую ленту и снабдив ее таблицей 
печати, получим машину типа II. Обратно, отбросив от 


*) Описание машин Тьюринга можно найти в § 67 книги 
С. К. Клини [1952] и §§ 7—8 книги Б. А. Трахтѳнброта [1957]. 
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произвольной машины типа II выходную ленту и таблицу 
печати, мы получим одноленточную машину. 

Множество полных состояний каждой многоленточной 
машины (с непустым алфавитом внешней памяти) беско¬ 
нечно. Занумеруем это множество (отдельно для каждой 
многоленточной машины). Пусть 5 = {вц ..., $ ѵ } — алфа¬ 
вит внешней памяти данной /-ленточной машины. Ном- 
ром непустого слова 

С 5 , ... 

о *і й 

в алфавите 5(Л$ 0 } назовем число 

. (1) 

где, согласно обозначениям § 4, р», р г , р г , ... — простые 
числа в порядке возрастания. Номером пустого слова 
назовем число 1. Вектором полного состояния 

-®х» • • •» -®і) 

данной машины назовем кортеж из ІѴ ЗІ+2 : 

(с/, к, Ср и^, ѵ ..., Ср іір Ѵ[), 

где н ѵ , ѵ ѵ — номера слов А ѵ , В ѵ (1 < ѵ < I). Номером 
этого полного состояния назовем число 


т^РІРЧ-РІ'-Р^-РІ'-РІ 3 - • • • -РІ 1 і-і-Р и зІРІ 1 і 


31 + 1 * 


Заметим, что й = ехр 0 (т), & = ехр х (т), с ѵ = ехрз ѵ _і (т), 
н ѵ = ехрз ѵ (т), = ехрзѵ+і (т) (ѵ — 1, 2, ..., I). Теперь 
мы можем доказать следующую основную лемму: 

Лемма 1. Для любой многоленточной машины суще¬ 
ствует примитивно-рекурсивная функция х типа Л’ 2 —>Л Г , 
обладающая следующим свойством : если т есть номер 
некоторого полного состояния машины, и машина , начи¬ 
ная работать с этого полного состояния, остановится 
не ранее , чем через і шагов, то X (т, г) есть номер того 
полного состояния, в которое машина придет через і 
шагов. 

Доказательство леммы 1 опирается на лемму 2. 

Обозначим номера произвольных последовательных 
полных состояний данной многоленточной машины 
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через т и т, а векторы этих по лных состояний через 
(й, к, Ср ир ѵ р • • •, Ср и р ѵ и (й, А, Ср Пр ѵ ^ 9 .., 

• • • 9 Ср щ 9 Ѵ[)> 

Лемма 2. Существуют такие примитивно-рекурсив¬ 
ные функции /р / 2 , / 3 , .... / ЗІ+2 типа N 8 ^* г -*N, что 
для любых последовательных полных состояний 

(I = /і (с^, к 9 Ср и ^ 9 ѵ ^ 9 •. ., ср Ир 

к =/ 2 (й, &, Ср Пр •••} Ср Ир ^)» 

Сі =/ 3 (Й, /с, Ср Цр Ур ..., Ср Ир г^), 

= Іі (А> к 9 Ср Цр Ур Ср Мр 1^), 


с і — /зі №> Ср Ир Ур ..., Ср Ир м 4 ), 
и і = /зиі № с і> м і> у і> •••» с і> м і» у і)> 

У[ = / 3 [ + 2 (й, А, Ср Ир Ур .Ср Ир У;). 

Доказательство леммы 1. Предположим, что 
лемма 2 верна. Тогда можно доказать, что функция /: 
т — / (т) примитивно-рекурсивна. В самом деле, согласно 
лемме 2, 

— = Й1 е і* “і- ю і. с і- “о в і) . *• с г V ”і. с і' «с _ 

Лиг (а > й > с г V ®і. с о “і> V 

• •••рзі+і = 

_ 2 Ѵ ехро(т >’ ехр і ( т ). ехр з1+1 (т)) 

.■^(ехРцСт), ехр 1 (т), .... ехр 81+1 (т)) 


4ца (ехр о (пі >> ехр і< т )> 
•Р ЗИ=1 


, ехр 8І+1 (т)) 


Мы видим, что функция / получается подстановками 
примитивно-рекурсивных функций в примитивно-рекур¬ 
сивные функции. Следовательно, функция / примитивно¬ 
рекурсивна. Искомая функция т легко выражается через 
функцию /: 

I х (т, 0) = О, 

I х(т 9 і + 1) = /(-г(т, і)). 
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Итак, в предположении, что лемма 2 верна, лемма 1 
доказана. 

Для доказательства леммы 2 нам потребуется 
Лемма 3. Если функция / типа 7Ѵ 3 — определена 
на конечном множестве , то она может быть продолже¬ 
на до примитивно-рекурсивной функции. 

Доказательство леммы 3. Пусть функция / 
типа 7Ѵ 3 — >■N определена на конечном множестве М = 
= {« 1 !, ..., т 3 }, где т { = {х а , ..., ® ів ) (г' = 1, ..., д). 
Таким образом, 


} ( х 11> • 

• •» З-І») 

( х и ■ 

.., х ш ) 6 {пгД, 

/ ( х 2і* • 

л 

• •» Х 2ѣ) 

і х іі • 

.., X') 6 {т 2 }, 

1 : 
!/(%> • 

Я 98 ) 

( Х х , . 

.., ж 8 )6(т,}. 


/ (я^, • • •, з? 8 ) 

Искомое продолжение получается тривиально: 

/ (, х \і • • •) з: 8 ) — 


І(х п , ..., х и ) 

(^х, .. 

.. ж 8 )6(т}, 

1 (З'гі» • • • і х 2ъ) 

(Ях, .. 

•» х „)^{т 2 }, 

/ (З-дІі • • • і 

(З'Х» • • 

•> ®.> 

0 

(я-ІІ . . 

., х,) 6 2Ѵ 3 \ М. 


Функция / определена «кусочно» через примитивно-ре- 
курсивые (константные) функции и примитивно-рекур¬ 
сивные множества. По следствию теоремы 8 из § 4 функ¬ 
ция / примитивно-рекурсивна. 

Доказательство леммы 2. 1) Докажем сущест¬ 
вование примитивно-рекурсивной функции / х : 

= А, с^, Их, Их, •••» С[, к„ П{). 

Число й — это индекс внутреннего состояния, соответ¬ 
ствующего тому полному состоянию, в которое машина 
переходит из полного состояния с вектором {3, к, ..., с к ,...) 
(точки показывают, что остальные элементы вектора 
полного состояния в данном случае безразличны). Оче¬ 
видно, 3 есть 3*, определяемое (по тройке (3, к, с к )) 
таблицей Ша (см. стр. 419). Таким образом, 3 есть зна- 
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чение функции, определенной на конечном числе троек 
{й, к, с); согласно лемме 3, ее можно продолжить до 
примитивно-рекурсивной функции г/ = ф(й, к , с). 

Для каждого /(/ = 1, 2, введем функцию ^. ЗІ + 2) : 

(й, ®і> • • • і Су, Иу, Уу, •. •, С[, Ир у ( ) = ф (й, /, Су). 

Функции очевидно, примитивно-рекурсивны. 

Теперь можем определить искомую Д следующим образом: 

/х (й, А, , Иц У^, • • . , Ср Ир У^) = 

(й, А, С! . Уі), если /с = 1, 

^ 2 (й, А, Сі, ..., У;), если А: = 2, 

§■, (й, А, с х , ..., У[), если & = /, 

0 в остальных случаях. 

Функция /і кусочно задана с помощью прпмитивно-ре- 
курсивных функций и предикатов и, следовательно, при¬ 
митивно-рекурсивна (следствие теоремы 15 из § 4). 

2) Число к задается таблицей Ш], которая во всем 
подобна таблице Ша. Доказательство существования 
примитивно-рекурсивной функции / 2 : 

А = / 2 (й, /с, с^, у г ..., Ср Цр У;) 

проводится так же, как в пункте 1). 

3) Докажем существование примитивно-рекурсивной 
функции */ в : 

= /з(^» ^1» ^1» Ч)* 

Число с х — индекс символа на первой ленте, на который 
смотрит головка Л» 1 в полном состоянии № т. Если 
при переходе от полного состояния № т к следующему 
головка № 1 сдвинулась вверх или вниз, то 8- будет, 

соответственно, $ иі 0 или $„ 4 0 ; если же головка Лг 1 не 
сдвинулась, то 8- будет либо 8 С ^ либо 8 С * (последнее — 
в том случае, если машина напечатала на первой ленте 
символ $с*)' Таким образом, с 4 можно представить как 
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значение функции Д ЗІ + 2) , определенной «кусочно» (здесь 
к, і, Ъ определены как в общей схеме команды' для мно¬ 
голенточной машины на стр. 419; в частности, 6 = 1, 2, 

3 и «! = {, г в = |, 2 3 = •, как на стр. 410): 

Сі. — /з (^, к* Ср Ир Пр . *., Ср Ир В|) = 

Ср если (к Ф 1) <5 [(і Ф 1) V (і = 1 <5 Ь = 3)], 

с*. если (6 = 1) <Х [(г Ф 1) V (г = 1 <5 6 = 3)], 

~ м 1( 0 , если (і = 1) <5 (6 = 1), 

0 если (г = 1) (5 (Ь = 2). 

Число с* —индекс символа, записываемого на ленте № 1 
при переходе машины от полного состояния № т к сле¬ 
дующему полному состоянию. Оно определяется табли¬ 
цей ІІІ8, подобпой таблице ІІІа. Так же, как в 1), до¬ 
казывается существование примитивно-рекурсивной функ¬ 
ции ф 1 : 

Фі (^, к у Ср щ, Пр • Ср Ир ѵ^ — с • 

Числа к, і, Ъ определяются, соответственно, таблицами 
ІІІЪ, ІИі, ІІІ 2 . Опять способом пупкта 1) доказывается 
существование таких примитивно-рекурсивных функций т|, 
і, р, что 

к = т] (Зу ку Ср ..., р), і — і (і^, ку Ср *.. у .р), 

6 = Р (й, к, с 1 , ... (По¬ 
следовательно, предикаты ,,к = 1“, ,,к Ф 1“, ,,і = 1“ 

и т. д. примитивно-рекурсивны. Легко видеть, что 
ц 1 , 0 = ехро(н 1 )» Уі.о = ехр 0 (п 1 ) [см. (1)]. Итак, 

/з {Л, к, Ср Цр Пр ..., Ср Ир »,) = 

Ср если (6 =?ь 1) с5 [(і ф 1) V (і = 1 <5 Ь = 3)], 

Фі(і^> к, Ср ир Пр ..., Ср Ир П()> 

= если (к = 1) с§ [(і Ф 1) V (і = 1 6 = 3)], 

ехрДиО, если (і = 1)с§ (6 = 1), 

ехро(Пі), если (і = 1)<5(6 = 2). 

Функция /з кусочно задана с помощью примитивно-ре¬ 
курсивных функций и предикатов; следовательно, / 3 при- 
митивно-рекурсивпа. Функция / ? — искомая. 
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4) Докажем существование примитивно-рекурсивной 
функции / 4 : 

= / 4 (й, к, с и 4 , • • •, и 1 1 )• 

Число н 1 есть номер слова і 4 1 , стоящего на ленте № 1 
выше символа з- , т. е. символа, на который смотрит 

головка .М» 1 в полном состоянии № т. Слово А х начи¬ 
нается символом а Пі если головка № 1 сдвинулась 
вверх (т. е. і = 1 и 6 = 1); символом , если головка 
Л» 1 не сдвинулась (і = 1 и 6 = 3, или і Ф 1) символом з Сі 
или $с*і если головка Л 1 » 1 сдвинулась вниз (і = 1 и 6 = 2). 

При помощи примитивно-рекурсивной функции ф) зг + 2 ) 
из пункта 3) определим «кусочно» функцию /< зг + 2 ); 

/ 4 (й, к, Сц щ, ѵ 1 , ..., С[, к„ Ѵ[) = 


11 О" 1 '” 1 ’' 

д<и г 

если і = 1 <§ Ь = 1, 

щ, 

если г 1 ѵ(і = 1<§6=3), 

2‘-П О'”' 1 ’ 

р<и 1 

если г = 1 6=2 & к Ф 1, 

2 Ф х (а, К с ѵ ...,«,) 

Р^+і^ и ^ > если і = 1 6 = 2<ХА = 1. 




Функция / 4 кусочно задана с помощью примитивно-ре¬ 
курсивных функций и предикатов; следовательно, / 4 при¬ 
митивно-рекурсивна. Легко видеть, что / 4 (й, /с, и 1? о 1( ... 

..., с,, и,, о,) = и 1 . Функция/ 4 — искомая. 

5) Доказательство для функций / 5 , / в , ..., / 3(+2 про¬ 
водится по образцу пунктов 3) и 4). 

Доказательство леммы 2, а значит, и леммы 1 закончено. 

4. ФУНКЦИИ, ВЫЧИСЛИМЫЕ НА МАШИНАХ 

Рассмотрим какой-либо алфавит 5, содержащий знак | 
(«палочка»). В дальнейшем? перечисляя буквы ...,$ ѵ 
алфавита 6 1 , мы всегда будем считать, что $ 4 = |. Слово 


п+1 раз 

мы будем называть записью числа п. 
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Рассмотрим теперь какую-нибудь многоленточную 
машину. Будем говорить, что данное полное состояние 
многоленточной машины реализует запись числа п на 
ленте № ѵ, если эта лента содержит только запись 
числа п, причем соответствующая головка смотрит на 
эту запись (более точно: в каких-то (п + 1) последова¬ 
тельных клетках ленты записаны символы |, на один из 
этих символов смотрит головка, остальные клетки пусты). 
Будем говорить, что данное полное состояние многолен¬ 
точной машины реализует запись кортежа (п ѵ ..., п Т ) 
на лентах с номерами .... ѵ г , если это состояние на 
ленте Л» ѵ 4 (і = 1 , 2, ..., г) реализует запись числа п х . 
Кроме того, будем считать, что пустой кортеж реали¬ 
зуется любым полішм состоянием. 

Введем два определения, касающиеся машинной вы¬ 
числимости функций. 

Определение. Функция / типа ІѴ Г —> N называется 
вычислимой на данной 1-ленточной машине , коль скоро 
существует такое внутреннее состояние машины а 0 , что 
для всякого кортежа (х х , ..., х г )^х\ г и для всякого 
полного состояния машины с внутренним состоянием а 0 , 
реализующего запись этого кортежа на лентах с номе¬ 
рами 1, 2, ..., г и имеющего остальные ленты пустыми, 
выполняется следующее: если функция / не определена 
на кортеже (х 1У ..., х г ), то машина, отправляясь от 
указанного полного состояния, никогда не прекращает 
работу; если же / (х, ..., х г ) определено, то машина, 
отправляясь от указанного полного состояния, через 
какое-то число шагов останавливается, причем ее заклю¬ 
чительное полное состояние реализует на лентах с номе¬ 
рами 1, 2, ...,г, г +1 запись кортежа (ж 1 ,... ,х г , / (х г ,..., ж г )), 
а остальные ленты — пустые. 

Определение. Функция / типа Л' г — N называется 
машинно-вычислимой , если существует такая многолен¬ 
точная машина, на которой / вычислима. 

;л е м м а 1. Для любой многоленточной машины суще¬ 
ствует частично-рекурсивная функция т] типа N —>Л', 
обладающая .следующими свойствами: если т есть номер 
такого полного состояния, начиная с которого машина 
через какое-то число шагов останавливается, то т) (т) есть 
номер соответствующего заключительного полного состоят 
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ния; если же, начиная с полного состояния с номером т, 
машина работает бесконечно, то т) (т) не определено. 

Доказательство. Для данной многоленточной 
машины введем функцию со ш : 

( О, если т — номер заключительного полного 
состояния, 

1 в противном случае. 

Тройку (а а , к, с с ) (или соответствующую ей тройку 
(<1, к, с)) назовем заключительной для данной машины, 
если она не встречается в левой части ни одной из 
команд этой машины. Очевидно, полное состояние машины 
является заключительным (т. е. машина, приходя в это 
полное состояние, останавливается), если соответствую¬ 
щая ему тройка (а й , к, з Ск ) заключительная. Множество 
М заключительных троек конечно. Легко видеть, что 

. ѵ [0 (ехр 0 (т), ехрДт), ехрзехр 1 (т)^- 1 (т))бМ, 
со (т) = { , 1 

( 1 в противном случае. 

Поэтому со примитивно-рекурсивна (следствие 1 теоремы 3 
из § 4 и следствие 1 теоремы 15 из § 4). Через функцию со 
и примитивно-рекурсивную функцию т из леммы 1 из п. 3, 
взятую для нашей машины, легко выражается искомая 
функция т): 

ті(т) = т(т, (ці) [со (г (т, і))“0]). 

Лемма доказана. 

Теорема 6. Всякая машинно-вычислимая функция 
част ично-реку рсивна. 

Доказательство. Пусть функция / типа 
вычислима на данной /-ленточной машине. Пусть а^о — 
соответствующее начальное внутреннее состояние. Возь¬ 
мем произвольный кортеж (х х , ..., х г )^М г и такое на¬ 
чальное полное состояние 

{а а , ^с 1 > В^, •.., $ву,, А г , В г , $с г+1 » 

■4г+1> ®г+1* •••* ^С|» ) 

с внутренним состоянием а йа (й = д 0 ), реализующее за¬ 
пись кортежа (х г , ..., х г ) на лентах с номерами 1, 2, ... 

..., г и имеющее остальные ленты пустыми, что к = 1 
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и для і = 1, 2, .. ., г головка № і смотрит на верхнюю 
палочку записи числа х ѵ Выразим номер этого на¬ 
чального полного состояния через ж 1( ..., х г . Вследствие 
нашего выбора, 

Г | , если 1<г<г 

I □, если г+1 

Аі = Л ■ (1 < і < I), 




||.. .| , если 1 <г<г, 

х. раз 

Л, если г +1 < і < I. 


Следовательно, 

I 1, если 1 <і<г, 

° г 1 0, если г+1<г<і, 
щ = 1 

Г РІ-РІ - • • • ‘Рх и1 У если 1 < и Х { > О, 

ѵ і = | 1, если 1 < і < г и х х = О, 

I 1, если г+1 


где щ, Ѵі — номера слов А ІУ В { . 

Введем функцию б ш : 

(б(0) = 1, 

1 б (ж1) = ргой (6 (х), ргіт(а:)) = б (х)-р х . 

Из примитивно-рекурсивности функций ргой и ргіт сле¬ 
дует примитивно-рекурсивность функции б. Очевидно, 
что дЛя х > 1 

Ь(х)=Ро-Рі‘ ■•••Рх-ѵ 

Следовательно, 

( б(ж 4 ), 1<і<г, 

Ѵі ~\ 1, г + 1<г'</. 

Итак, вектор выбранного нами начального полного со¬ 
стояния равен 

<й 0 , 1, 1, 1, б^), 1, 1, б(ж 2 ), ... 

.... 1, 1, б (х г ), 0, 1, 1, .... О, 1, 1), 



4] ФУНКЦИИ, ВЫЧИСЛИМЫЕ НА МАШИНАХ 429 

а его номер т 0 , соответственно, равен 

Щ = Ро° • Р\ • Р% • Рз • РІ Ш ' Ръ - РІ • ^7 (ЗС!!) 

• ‘ • 'РІг-І '^Зг'^Зг+^І '^Зг+2‘Рзг+3‘Рзг+4 ‘ '^Зг-І ’Рзі'Рзі+І ’ 

Так как функция б примитивно-рекурсивна, функция е <п , 
дающая по х х , ..., х Т номер пг 0 , тоже примитивно-ре¬ 
курсивна. Возьмем частично-рекурсивную функцию т|, 
существующую для нашей машины по лемме 1. Введем 
функцию р: 

бК, ..., х г ) = т| (е (ж 1Т ..., ж г )) = ті(т 0 ). 

Функция р частично-рекурсивна. Функция / тогда 
и только тогда определена на кортеже {х х , ..., х т ), когда 
функция р определена на этом кортеже, причем, если 
р (х г , ..., х т ) определено, то оно равно номеру полного 
состояния, реализующего на ленте с номером г +1 
запись числа І(х 1 , ..., х г ) (остальные свойства этого 
полного состояния нам сейчас не важны). Итак, в полном 
состоянии с номером р (х х , ..., х г ) на ленте Л» (г + 1) 
записана / (х х , х г ) +1 палочка, и головка № (г+1) 
глядит на какую-то из них. Пусть в этом полном состоя¬ 
нии слово А тЛ состоит из I палочек (2>0), В г+1 —из до 
палочек (до>0). Тогда і + до + 1 = /(ж 1 , ..., ж,.) + 1, 
и, следовательно, / (ж,, ..., ж г ) = 2 + до. Если А г+1 состоит 
из I палочек, то ц г+1 = б (2). С другой стороны, н г+1 = 
= ехр 3(Г+1) (р (х х , ..., ж г )). Следовательно, 

б(0 = ехрз г+ з(р (х х , х г )). 

Аналогично получаем, что 

б (ш) = ехр 3г+4 (р (х х .+,)). 

Введем функцию 1Ь‘ 1Ь (а) = (ѵі) [ехр 4 (а) Ф 0]. По след- 

«а 

ствию теоремы 14 из § 4 функция 1Ь примитивно-рекур¬ 
сивна. Очевидно, Ш(1) = 0 и для а > 1 число 1Ь(а) равно 
числу ненулевых экспонент числа а (стр. 115). Следова¬ 
тельно, для любого х 

Ш (б (ж)) = х. 
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В частности, *=?1Ь(6(<)), до = 1Ь(6(до)), Окончательно по¬ 
лучаем: 

/ (*1, • • • » *г) “ 

= 1Ь(ехр 3г+3 ( е (ж 1 , ж г ))) + 1Ь(ехр 3г+4 (д(а: 1 , 

Следовательно, функция / частично-рекурсивна. Теорема 
доказана. 

Прежде чем перейти к формулировке и доказатель¬ 
ству теоремы 7, приведем несколько примеров программ 
многоленточных машин, которые нам понадобятся для ее 
доказательства. 

Пр им ер 1. Записывание на ленте № к числа д. 
В начальный момент внутреннее состояние — а 0 , 
активна лента Л° к, на ленте Л» к ничего не написано. 

К\.а°{к)П ^ (&) I {Щ I д1 {Щ 
К2. а'{к)П =${Щ\{к)\а*{к) 


Кд. (А) □ (А) | (А) і а* (Л) 

К{д+І). а*(&)П ^(й)|(й).Ьо(й). 

Заключительное полное состояние реализует запись 
числа д, имеет внутреннее состояние -- Ь° и активной — 
ленту № к. 

Пример 2. Перезапись числа с ленты № к г на ленту 

№ к 2 . 

Начальное полное состояние реализует на ленте № к х 
запись какого-то числа д, внутреннее состояние —а 0 , 
активна лента ЛГ» к и лента № к 2 — пустая. 

К\. аР{К) |-=Ф(й 1 )| (ЙО фа°(й А ) 
кг. а 0 (к х ) □ =Ф (к х ) □ (к х ) | а 1 (к х ) 

КЗ. а 1 ^) | =*(й,)|(й 2 )|а*(й 1 ) 

М. <*(К) I =$(Ъі)\(Ъі)\аЧК) 

КЪ. а 1 (й 1 )П=Ф(й 1 )П(й 1 )|а 3 (/с 2 ) 

КЪ. а«(й > )П=^(й 2 )П(й | )ГЬ°(й | ). 

Заключительное полное состояние реализует на лентах 
№ к и № й я запись пары (д, д), внутреннее состоя¬ 
ние — Ъ °, активна лента № к г . 
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Пример 3. Перезапись числа с ленты № на ленту 
Л» к 2 с прибавлением 1. 

В программе предыдущего примера надо команду Кб 
заменить на 

Кб*. а 3 (к 2 )П=$(к 2 )\(к 2 )'Ъ°(к 2 ). 

Заключительное полное состояние реализует на лен¬ 
тах № Л» к 2 запись пары (§, ^+1). 

Пример 4. Прибавление 1 на той же ленте. 

Начальное полное состояние реализует на ленте № к 
запись какого-то числа §, внутреннее состояние — а 0 , 
активна лента № к. 

КІ. а°(к) | =Ф(й) | (к) \а°(к) 

К2. а 0 (й)Щ=Ф(й)|(й).6°(й). 

Заключительное полное состояние реализует на ленте 
№ к запись числа #+1, внутреннее состояние — 6°, 
активна лепта № к. 

Пример 5. У ничтожение записи числа на ленте № к. 

Начальное полное состояние реализует на ленте № к 
запись какого-то числа §, внутреннее состояние — а°, 
активна лента № к. 

КІ. а° (к) | =>(&) | (й)| а® (А) 

К2. а° (к) □ (к) □ (к) | а 1 (к) 

КЗ. а 1 (к) | ^(й)П(й)|а 1 (й) 

К4. а 1 (к) □ =Ф(й) □ (к)‘Ъ° (к). 

В заключительном полном состоянии лента № к 
пуста, внутреннее состояние — 6°, активна лента № к. 

Пример 6. Сравнение числа х, записанного на ленте 
№ к ѵ и числа у , записанного на ленте № к 2 , в предпо¬ 
ложении, что х < у. 

Начальное полное состояние реализует на лентах 
№ к ѵ № к 2 пару ( х, у) и имеет внутреннее состояние а°, 
активна лента № к х . 

КІ. аР ІЮ | =Ф(й 4 ) | (*0Г*Ч*і) 

К2. а° (к х ) □ =* (ЙО □ (ЙО I а° (к 2 ) 

КЗ. а° (к 2 ) | =Ф(йО | (А0|в°(й0 
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КЬ. в»(Л 2 )П=Ф(А я Ш(А і )Іа 1 (А 1 ) 

КЪ. а 1 (к х ) | =Ф(/с х ) | (/с г ) | а 1 (/с а ) • 

Кб. а 1 (к 2 ) | =Ф(Ус 2 ) | (к 2 ) I а 1 (А х ) 

К1 . а 1 (А х ) □ =Ф (Ус 1 ) □ (А; 1 ) | а 2 ( к 2 ) 

ЛГ 8 . а 2 (к 2 ) | =$(к 2 ) \ 

К9. а 2 (к 2 ) □ =# (к 2 ) □ ( к 2 ) | Ь 2 (/с 2 ). 

Машина с этой программой работает следующим образом: 
команды К1 — К4 переводят головки обеих лент на верх¬ 
ние палочки соответствующих чисел; затем команды 
КЪ— Кб отсчитывают от обоих чисел палочки по одной; 
команда К1 опознает конец числа, ж; и, наконец, комапда 
К 8 , если ж < у, или К 9, если х = у, переводит внутрен¬ 
нюю память машины в одно из внутренних состояний Ь 1 
или Ь 2 . Итак, в заключительном полном состоянии внут¬ 
реннее состояние равно Ь 1 , если ж < у, и Ъ 2 , если ж = у. 
Случай ж > у нас не интересует. 

Лемма 2. Пустъ функции , /| Г() машинно- 

вычислимы, причем функция машинно-вычислима на не¬ 
которой 1 г -ленточной машине (г =1, Тогда для 

любого <7 > 0 существует такая (? + к + ... + І^-ленточ- 
ная машина и такие ее внутренние состояния а 01 ,...., а 0( , 
что для любого і : 1 <г<г, для любого кортежа 

(ж х , ..., ж г .) 6 и для любого полного состояния машины 
с внутренним состоянием а 01 , реализующего запись этого 
кортежа на лентах с номерами 

9 -Ыі + • • ■ + к-і +1» Ч + к + • • • + к-х + 2, ...,9 + 

+ 7 1 + ... + 7 { - 1 +г . (*) 

и имеющего ленты с номерами 

Ч + к + • • • + к-х + г і+ Ч + к + • • • + ^і-і + г і + 

+ 2, • • •, Ч + к + • • • + ^{-і + к (**) 

пустыми , при котором активна одна из лент групп (*), 
(**), выполняется следующее : если функция / { не опреде¬ 
лена на кортеже (ж х , ..., ж г .), то машина, отправляясь 
от указанного полного состояния, никогда не прекращает 
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работу, если же / { (ж 1 , ..., х Г{ ) определено , то машина, 
отправляясь от указанного полного состояния , через 
какое-то число шагов останавливается , причем ее заклю¬ 
чительное полное состояние реализует на лентах с но¬ 
мерами 

Ч + К + • ■ • + Ч-і +1 1 Ч + К + • • • + ^і-і +2, ..., ч-\- 
-Мі+ • ■ • +^і-і + г і> Ч + ^і+ ■ • • + + + 1 

запись кортежа (х 1У ..., # г ., / { (х и ..., х Гі )), ленты с но¬ 
мерами 

Ч + ^ + • • • + ^і-і + г і + 2, ч + 4 т • • • + іі -і + ?і + 3, ... 

■ • •. Ч + к + • ■ • + ^і_і + 4 

— пустые, а остальные ленты и головки находятся в том 
же состоянии (имеют те же самые 5 с ѵ > -Ау/, В ѵ ) , что 
и в начале работы. 

Несмотря на длинную формулировку, лемма, по суще¬ 
ству, очень проста. Она, говоря описательно, утверж¬ 
дает, что если і функций машинно-вычислимы, то суще¬ 
ствует единая машина для их вычисления, причем число 
лент этой машины может быть взято сколь угодно боль¬ 
шим и каждая из рассматриваемых функций вычисляется, 
так сказать, на «своих» лентах. 

Доказательство леммы тоже чрезвычайно просто. 
Для построения искомой машины достаточно переимено¬ 
вать внутренние состояния данных і машин так, чтобы 
каждое внутреннее состояние любой из них было отлично 
от каждого внутреннего состояния остальных (і— 1 ) 
машин, потом в каждой команде программы г-й машины 
(1 < г <і) заменить внутренние состояния на соответ¬ 
ствующие новые внутренние состояния и ко всем 
четырем номерам лент (одному — слева, трем —справа) 
прибавить по ч + 4 + • • • + к-і и > наконец, в качестве 
внутренних состояний строящейся машины взять просто 
объединение новых внутренних состояний всех I машин, 
в качестве ее программы — объединение новых программ 
всех I машин. Роль а 01 будет играть то внутреннее состоя¬ 
ние, в которое перешло внутреннее состояние а 0 г-н 
машины, существующее по определению вычислимости 
функции Д на ^-ленточной машине. 

28 В. А. Успенский 
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Теперь может, наконец, быть доказана 

Теорема 7. Всякая частично-рекурсивная функция 
машинно-вычислима. 

Доказательство. ;В силу следствия 4 теоремы 1 
из § 6 , нам достаточно доказать, что функции 0 (0) , Я,”’, 
А"’ машинно-вычислимы и что операции регулярной под¬ 
становки, примитивной рекурсии и операция р сохраняют 
машинную вычислимость. Машинная вычислимость функ¬ 
ций 0 ' 0> , Х‘ 1) , А™ вытекает из примеров 1 , 3, 2 . 

1) Докажем, что операция регулярной подстановки 
сохраняет машинную вычислимость. Пусть 

ф(*і, • • •. *«) = Ф(Хі(® і. 

и пусть функции %і"\ ..., Хт\ ф' т) машинно-вычислимы. 
Пусть функция %Дг=1, • ■ - , т) вычислима на ^-ленточ¬ 
ной машине, а функция ф —на /-ленточной машине. 
Положим <7 = п +1. Возьмем (ц + 1 г + ..'. + 1 т + ^-ленточ¬ 
ную машину, существующую по лемме 2. Обозначим эту 
машину через 31. Искомая машина получится из машины 31 
расширением программы. Пусть первые п лент машины ЗС 
реализуют кортеж (х 1У ..., х п ), остальные ленты — пустые. 
Вычислять ф (х г , ..., х п ) можно следующим образом. ■ 

1*. Переписать число х і (і=\, ..., п) с ленты № і 
на ленты с номерами 

9 + 7 + ^і+ г » Ч + + *>•••>Ч + ^і 4- 4 + ••• + + 

2*. Приведя машину ЗС в соответствующее внутреннее 
состояние (см. лемму 2 ), получить на ленте № (ц ... 

• • • + 1 ]. і + п + 1 ) число Хі (*і» •••>*„) (для каждого 
/= 1 , • •., т). 

3*. Переписать число Хі (®ц • •., х п ) (для / = 1, ..., т) 
с ленты № (< 7 -Ні+ ••• +Аі + « + 1 ) на ленту 
№ (ч + Іі + • • • + І т + /). 

4 е . Приведя машину ЗС в соответствующее внутрен¬ 
нее состояние, получить на ленте № (<7 + /і+ • • • -М т + 
+ т + 1) число ф(Хх(*і. •••,**). "М®»)) — 

— ф (Жц ..., х п ). 

5*. Переписать число ф (ж., ..., х п ) сленты№ (а + /, 4-... 
... + І т + т + 1 ) на ленту № (п+ 1 ). 
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6*. Уничтожить записи чисел на лентах с номерами 

4+1. 9+П, <2+71+1, 

8+1 1+1 > • • •. 9+ІІ+п. 5+іі+и+І , 

8+Ц+ • • • +І7П-1+1 . 8+І1+ ... +ІГП-1+П, 8+Ц+... +ІЩ-1+П+ 1, 

9+!і+---+1т-і+1т+1> •••, 5+++■ •-+*т— і+^т+тгі, д+1і+...+1т_і+І7п+т+1. 

После выполнения всех пунктов этого плана, ленты 
с номерами 1, 1 будут реализовать кортеж 

(®і, ...,х п , ф(ж!, .... х п )), а все остальные ленты будут 
пустыми. Пункты 2° и 4° плана осуществляются про¬ 
граммой машины ЭД. Программы для выполнения пунк¬ 
тов 1°, 3°, 5° («переписать») и 6° («уничтожить») пишутся 
по образцу примеров 2 и 5. Для того, чтобы построить 
искомую машину, нужно все эти программы объединить 
в одну. А для этого, во-первых, переименовываются (так 
же, как при доказательстве леммы 2) внутренние состоя¬ 
ния (номеров лент в командах здесь менять не нужно), 
и, во-вторых, к каждой подпрограмме (кроме последней) 
добавляется серия команд, в которых слева стоят все 
заключительные тройки {а а , к, з с ) данной подпрограммы, 
а справа — соответствующие выражения вида 

(к)з с (к)‘аа* (г), 

где аа* — начальное внутреннее состояние для следующей 
подпрограммы, і — номер ленты, стоящий слева в началь¬ 
ной команде следующей подпрограммы. 

2) Докажем, что операция примитивной рекурсии 
сохраняет машинную вычислимость. Ограничимся, ради 
простоты записи, частным случаем. Общий случай рас¬ 
сматривается совершенно аналогично. Пусть функции 
ф ш и х' 3> машинно-вычислимы и пусть 

| ф(0, У) = У(у), 

1 ф(ж + 1, У) = Х(х> У у <Р(*. У))- 

Пусть функция ф вычислима на ^-ленточной, функция 
X — на 4-ленточной машине. Положим <7 = 4. Возьмем 
(Я + к + 4)-ленточную машину, существующую по лемме 2. 
Обозначим эту машину через 85. Искомая машина полу¬ 
чится расширением программы машины 85. Пусть первые 

28 * 
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две ленты машины 93 реализуют пару (х, у), остальные 
ленты — пустые. Изложим следующий алгоритм вычисле¬ 
ния ф (х,у): 

1°. Переписать число у с ленты № 2 на ленту № (д +1) 
и на ленту № ( 9 +^+ 2 ). 

2 е . Приведя машину 93 в соответствующее внутреннее 
состояние, получить на ленте № (9 + 2 ) число ф(г/). 

3°. Переписать число ф(у) с ленты №(9 + 2) на лен¬ 
ту № 3. 

4°. Записать на ленте № 4 число 0. 

5°. Сравнить [4] и [1]*). Если [4] < [1], выполнять 6 °. 
Если [4] = [1], выполнять 12°. 

6 °. Переписать число [4] с ленты №2 4 на ленту 
№ (9 + ^ + 1 ) и число [3] с ленты № 3 на ленту «№ (9 + + 3). 

7°. Приведя машину 93 в соответствующее внутреннее 
состояние, получить на ленте № (9 + ^ + 4) число 

Х([? + ^і+^]> [? + 4+ 2], [9 + ^і + 3]). 

8 °. Уничтожить запись числа па ленте №° 3. 

9°. Переписать число [9 + к + 4] с ленты № (9 + + 4) 
на ленту N° 3. 

10°. Уничтожить записи чисел на лентах с номерами 

9 + ^і + 1* 9 +^і + 3, 9 + ^ + 4. 

11°. Прибавить 1 к числу [4] на ленте № 4 и перей¬ 
ти к 5° 

12°. Уничтожить записи чисел на лентах с номерами 
4, 9 + 1) 9+2, 9 + ^і + 2. 

По окончании выполнения этого алгоритма ленты 
с номерами 1 , 2 ,3 будут реализовать тройку (х, у, ф (х, у)), 
а все остальные ленты будут пустыми. Шаги 2° и 7° 
этого алгоритма осуществляются программой машины 93. 
Программы для выполнения шагов 1°, 3°, 6 °, 9° («пере¬ 
писать»), 8 °, 10°, 12° («уничтожить»), 4° («записать число»), 
11 ° («прибавить 1 на той же ленте») и 5 * («сравнить два 
числа») пишутся по образцу примеров 2, 5, 1, 4 и 6 . 
Объединение программ проделывается так же, как в 1 ), 
за исключением того, что заключительным тройкам под¬ 
программы 5° вида (Ь 1 , к, $ с ) (см. прим. 6 ) ставится 
в соответствие начальное внутреннее состояние подпро- 


*) Через [і] мы—до окончания доказательства теоремы 7 — 
будем обозначать число, записанное на ленте № і. 
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граммы 6 е , а тройкам вида (Ь г , к, $ с ) — внутреннее состоя¬ 
ние подпрограммы 12 °. 

3) Докажем, наконец, что операция (X сохраняет ма¬ 
шинную вычислимость. Ограничимся опять частным слу¬ 
чаем. Пусть функция ф <2> машинно-вычислима и пусть 

Ф(ж) = (іху) [ф(ж, г/) = 0]. 

Пусть функция ф вычислима на і-ленточной машине. 
Положим <7 = 3. Возьмем (9 4 - /)-ленточную машину, суще¬ 
ствующую по лемме 2. Обозначим эту машину через ©. 
Искомая машина получится расширением программы 
машины ©. Пусть первая лента машины © реализует 
число х, остальные ленты-—пустые. Алгоритм вычисления 
ср ( х) следующий: 

1°. Записать на лентах № 2 и № 3 числе 0. 

2°. Переписать число х с ленты № 1 на ленту № (д 1) 
ц число 0 с ленты № 2 на ленту № (9 + 2 ). 

3°. Приведя машину © в соответствующее внутреннее 
состояние, получить па ленте № (д +3) число ф ([< 7 + 1 ], 
[7+2]). 

4°. Сравнить [3] и [9 + З]. Если [ 3 ]<[ 9 + 3 ], выпол¬ 
нять 5°. Если [3] = [<7 + 3], выполнять 7°. 

5°. Прибавить 1 к числу [2] = [< 7 - 7 - 2] на ленте № 2 
и на ленте № (дг -| - 2 ). 

6 °. Уничтожить запись числа на ленто № (7 + 3) 
и перейти к 3°. 

7°. Уничтожить записи чисел на лентах с номерами 
3, 7 +1, 9 + 2, 7 + 3- 

По окончании выполнения этого алгоритма ленты 
с номерами 1 , 2 будут реализовать пару ( х , ф(ж)), а все 
остальные ленты будут пустыми. Шаг 3° этого алгоритма 
осуществляется программой машины ©. Остальные шаги 
программируются с помощью примеров 1, 2, 4 — 6 . Объеди¬ 
нение программ выполняется подобно тому, как это было 
намечено в 2 ). 

Теорема 7 полностью доказана. 

Замечание. Просмотрев снова доказательство тео¬ 
ремы 7, легко убедиться, что мы доказали немного больше, 
чем утверждалось, а именно мы доказали, что всякая 
частично-рекурсивная функция вычислима на некоторой 
многоленточной машине с однобуквенным алфавитом 
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внешней памяти. Принимая во внимание теорему 6, полу¬ 
чим отсюда, что всякая машинно-вычислимая- функция 
вычислима на некоторой многоленточной машине с одно¬ 
буквенным алфавитом внешней памяти. 

Научимся теперь вычислять функции на одноленточ¬ 
ных машинах. 

Условимся говорить, что данное полное состояние 
одноленточной машины реализует запись кортежа 
(п и ..., п г ), если на ленте снизу вверх расположены 
последовательно записи чисел п г , п 2 , ..., п г , отделенные 
друг от друга двумя пустыми клетками, остальные 
клетки пусты и головка смотрит на одну из палочек. 

Определение. Функция / типа ІѴ —>N называется 
вычислимой по Тьюрингу на данной одноленточной машине 
(машине Тьюринга), коль скоро существует такое внут¬ 
реннее состояние машины а 0 , что для всякого кортежа 
(а^, ..., х г ) С № и для всякого полного состояния машины 
с внутренним состоянием а 0 , реализующего запись этого 
кортежа, выполняется следующее: если функция / не опре¬ 
делена на кортеже (х и ..., х г ), то машина, отправляясь 
от указанного полного состояния, никогда не прекращает 
работу; если же / (х 1У ..., х г ) определено, то машина, 
отправляясь от указанного полного состояния, через 
какое-то число шагов останавливается, причем ее заклю¬ 
чительное полное состояние реализует запись кортежа 
(х 1У ...,х г {(х г , .. ., Х г ))*). 

Определение. Функция / типа ЛГ —>N называется 
вычислимой по Тьюрингу , если существует такая одно¬ 
ленточная машина (машина Тьюринга), на которой / 
вычислима*). 

Имеет место следующее важное утверждение, являю¬ 
щееся еще одним подтверждением Основной гипотезы: 
функция / типа ІѴ Г — ^ N тогда и только тогда вычислима 
по Тьюрингу, когда она частично-рекурсивна. Это утвер¬ 
ждение мы получим ниже в качестве теоремы 10. Для 
его доказательства нам понадобится ввести промежуточ¬ 
ное, вспомогательное понятие вычислимости с разреже¬ 
нием и доказать две теоремы (теоремы 8 и 9). 


*) Эти определения лишь в незначительных деталях отличаются 
от определений, приведенных в § 67 книги С. К. Клини [1952]. 
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Бозьмем ленту внешней памяти одноленточной машины 
и фиксируем какое-нибудь целое положительное число /. 
Разобьем взятую ленту на группы по / соседних клеток. 
Назовем эти группы 1-секциями. Нумеровать клетки каж¬ 
дой /-секции мы будем —от первой до /-й — снизу вверх. 
Каждое разбиение ленты на /-секции будем называть 
1-разбиением. Очевидно, для каждого / существует / раз¬ 
личных /-разбиений ленты. 

Условимся говорить, что данное полное состояние 
одноленточной машины тп-реализуетп запись числа п 
относительно данного 1-разбиения ленты (здесь 1 < т < /), 
если на т-х клетках каких-то п +1 последовательных 
/-секций записаны палочки, а т-е клетки всех остальных 
/-секций пусты. Условимся далее говорить, что данное пол¬ 
ное состояние одноленточной машины реализует за¬ 
пись кортежа (п 1 , ..., п г ) относительно данного 1-разбие¬ 
ния ленты, если выполняются следующие три условия: 
1) для каждого /, для которого 1 < /<г, рассматриваемое 
полное состояние /-реализует запись числа относительно 
рассматриваемого /-разбиения; 2) для каждого /, для кото¬ 
рого г + 1 < / < /, і-е клетки всех /-секций пусты; 3) сущест¬ 
вует такая /-секция, в которой записано ровно г палочек, 
причем головка смотрит на первую клетку этой /-секции. 
Кроме того, будем считать, что пустой кортеж реализует¬ 
ся — относительно 1 любого /-разбиения — любым полным 
состоянием, при 'котором на ленте ничего не написано. 

Определение. Функция / типа /Ѵ г —> N называется 
вычислимой с 1-разрежением на данной одноленточной 
машине , коль скоро существует такое внутреннее состоя¬ 
ние машины а 0 , что для всякого кортежа (я: 1 , ..., х г ) € /Ѵ г 
и для всякого полного состояния машины с внутренним 
состоянием а 0 , реализующего запись этого кортежа отно¬ 
сительно некоторого /-разбиения ее ленты, выполняется 
следующее: если функция / не определена на кортеже 
(х г , ...,х г ), то машина, отправляясь от указанного пол¬ 
ного состояния, никогда не прекращает работу; если же 
/ (х г , ..., х г ) определено, то машина, отправляясь от ука¬ 
занного полного состояния, через какое-то число шагов 
останавливается, причем ее заключительное полное состоя¬ 
ние реализует запись кортежа (х х , ...,х г , /(ж 1 , ...,ж г )) 
относительно того же самого /-разбиения. 
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Определение. Функция / типа УѴ Г —> N называется 
разрежённо-вычислимой, если существуют такое число I 
и такая одноленточная машина, что / вычислима с /-раз¬ 
режением на этой одноленточной машине. 

Прежде чем перейти к теореме 8, приведем три при¬ 
мера программ одноленточных машин, которые нам пона¬ 
добятся при ее доказательстве. 

Пример 7. Поиск символа. 

Дан алфавит »5 1 = {« 1 , ...,в в }. Один символ в нем выде¬ 
лен: Требуется построить одноленточную машину, 

которая на ленте внешней памяти, в каждой непустой 
клетке которой записан один из символов алфавита »5' 1 , 
находила бы символ з с . Искомой будет машина с алфа¬ 
витом внешней памяти = { 5 і> • • •, «і> 

$ с +і» • • •» V «о! и программой *) 


К1. 

а°5 с =$8 С -Ь° 

КІО. 

а\ =$з с ’Ъ° 

К 2, 


КН. 

а 4 |=Ща* 

КЪ. 

аЧ 11 а г 

Кі 2. 

а 4 5 с $ с • Ь° 

КА. 

а 2 | =Ф І'І а 2 

КІЪ. 

а\=^8 с \а ъ 

КЪ. 


КН. 

а 5 І=^{а 5 

Кб. 


КІЪ. 

а 5 ИУ« в 

КТ. 

а\=$з е 1а* 

Кіб. 

а\ =$з с -Ъ° 

КЪ. 

а 3 І =$ 1 1 а 3 

КІ1. 


КО. 

а 3 ИИ « 4 

КІЪ. 

а й в с =$ в с • Ь°, 

где ..., 

*с-1> 5 с+1> • • • 

1 8 (,1 5 о}**)' 


*) Команда одноленточной, как и всякой многоленточной, 
машины имеет вид а й (к) з с (к) * с « (г) г ь а й „ (/). Поскольку, в слу¬ 
чае одноленточной машины, &=й=і = /=1, мы будем чаще всего 
записывать такую команду в виде 

**) Эта запись означает, что | замещает собой произволь¬ 
ную букву из алфавита {«!, ..., в с _ 1( ..., в с+1 , « в , «<,}; таким обра¬ 
зом, каждая команда, содержащая букву является на самом 
деле сокращенной записью целой серии команд, получающихся 
подстановкой вместо § букв й ѵ ..., в с _!, ® с+1 , ..., і' 0 - 
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Если в начальный момент на ленте внешней памяти 
имеются только символы алфавита в какой-то 

клетке действительно написан символ з с и машина имеет 
внутреннее состояние а 0 , то через какое-то число шагов 
машина —во внутреннем состоянии Ъ° — останавливается, 
на ленте написано то же самое, что и перед началом 
работы машины, и считываемый символ есть з с . 

Пример 8. Поиск символа с запоминанием стороны, 
в которой он найден. 

Если в программе, построенной в предыдущем при¬ 
мере, заменить команды Кі, КІО, КІ2, КІО, Кі 8 на 
команды 


Кі*. 

а°з с ^ 4 з с -Ь 1 

кіо*. 

а 3 з с =^,з с -Ь 2 

КІ2*. 

а%=$.з с -Ъ 3 

КІО*. 

а\=^з с -Ъ 3 

КІ8*. 

а\=фЗ с -Ъ 2 , 


то полученная машина обладает следующим свойством: 
если в начальный момент па ленте внешней памяти 
имеются только символы алфавита в какой-то 

клетке действительно написан символ з с и машина имеет 
внутреннее состояние а 0 , то через какое-то число шагов 
машина останавливается, на ленте внешней памяти написа¬ 
но то, же самое, что и перед началом работы машины, 
считываемый символ есть % и внутреннее состояние есть 
Ь 1 , і 2 или Ь 3 в зависимости от того, совпадает ли клетка, 
в которой расположен найденный символ з с , с клеткой, 
на которую перед началом работы смотрела головка, 
лежит ли она ниже исходной клетки или выше. 

Пример 9. Поиск одного из двух символов. 

Дан алфавит .5^ = {$ 1? ..., $а}. В нем выделены два сим¬ 
вола: з с и з а . Требуется построить одноленточную ма¬ 
шину, которая на ленте внешней памяти, в каждой не¬ 
пустой клетке которой записан один из символов алфа¬ 
вита іУ х , находила бы какой-нйбудь из символов: з с или з й . 
Искомой будет машина с алфавитом внешней памяти 

~ • • •» ®8» • • •» ®с-1> ®с+1> • • • * • • • > ®8> 

и программой из примера 7, в которую вносятся следую¬ 
щие изменения: во-первых, з с заменяется на т), где 
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-п€{*с» 6 '<і} ( т - е -> другими словами, каждая из команд, 
содержавшая « с , «раздваивается», превращается в две 
команды), и, во-вторых, ограничивается область измене¬ 
ния ^ ^ 6 {$і, • • •, $с-і) ^с+і> • • • > ^й+і> • • •» Если 

в начальный момент на ленте внешней памяти имеются 
только символы алфавита іУ^І®,,}, в какой-то клетке 
действительно написан один из символов: $ с или и 
машина имеет внутреннее состояние а°, то через какое-то 
число шагов машина — во внутреннем состоянии Ь° — оста¬ 
навливается, на ленте написано то же самое, что и перед 
началом работы машины, и считываемый символ есть либо « с , 
либо 8 й . 

Замечание. Рассмотрим снова три одноленточные 
машины, построенные в примерах 7 — 9. Возьмем сначала 
машину, построенную в примере 7. Она по существу 
вполне определяется алфавитом 8 Ѵ символом $ с и вну¬ 
тренними состояниями а 0 , Ь°. Преобразуем ее. В том 
виде, в котором она построена в примере 7, она имеет 
внутренние состояния а°, Ь°, а 1 , а 2 , а 3 , а 4 , а 6 , а в . Заменим 
внутреннее состояние а* для і = 1, 2, 3, 4, 5, 6 на тройку 
(а*, а 0 , Ь°). Теперь машина имеет внутренние состояния 
а°, Ь°, (а 1 , а 0 , Ь° ), (а 2 , а°, Ь° ), ..., (а 6 , а°, Ь°). Обозначим 
программу такой модифицированной машины поиска через 
І\ (5^ $ с ; а°, Ъ°). Цель такого преобразования станет впол¬ 
не ясна при доказательстве теоремы 8. Пока же заметим, 
что если, исходя из одного и того же алфавита 
и одного и того же символа « с , построить две машины, 
отличающиеся начальным и конечным внутренними обстоя» 
ниями — скажем, машины с программами І\ « с ; а°, Ь°) 
и І\ («5 1 !; « с ; а 0 , .Ь 0 ), то каждое внутреннее состояние любой 
из этих двух машин будет отлично от каждого внутрен¬ 
него состояния другой машины. Возьмем теперь машину, 
построенную в примере 8. Она определяется алфавитом 8 и 
символом « с и внутренними состояниями а°, Ь 1 , Ь 2 , Ь 3 . Ее 
список внутренних состояний: а 0 , Ь 1 , Ь 2 , Ь 3 , а 1 , а 2 , а 3 , а 4 , 
а 6 , а®. Заменим внутреннее состояние а х для і : 1 < і < 6 на 
(а 1 , а°, Ь 1 , Ь 2 , Ь 3 ). Программу полученной после такого пре¬ 
образования машины обозначим через Г 2 (і^; $ с ; а°, Ь 1 , Ь 2 , Ъ 3 ). 
Возьмем, наконец, машину, построенную в примере 9. 
Она определяется алфавитом 8 Ѵ символами $ с , и вну- 
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тренними состояниями а°, Ь°. Ее список внутренних со¬ 
стояний: а°, Ъ°, а 1 , а 2 , а 8 , а*, а 5 , а в . Заменим внутреннее 
состояние а 1 (1</<6) на (а 1 ,а°,Ъ°). Программу полу¬ 
ченной машины обозначим через Г 3 (8^ з с , з а ; а°, Ь°). 

Теорема 8. Функция / типа тогда и только 

тогда разрежённо-вычислима, когда она машинно-вы¬ 
числима. 

Доказательство: Нульместные функции машинно¬ 
вычислимы и разреженно-вычислимы. Остается рассмо¬ 
треть функции от положительного числа аргументов. 

1) Достаточность («тогда»). Пусть функция / 
типа N‘—>N (і > 0) машинно-вычислима, т. е. вычисли¬ 
ма на некоторой /-ленточной машине ЭДЬ В силу замеча¬ 
ния на стр. 437, можно считать, что машина ЭД/ имеет 
однобуквенный алфавит внешней памяти 5 = {$,}. Пусть 
внутренними состояниями машины 30? являются а ѵ а 2 ,..., а а . 
Пусть, наконец, начальное внутреннее состояние маши¬ 
ны 30?, с которого начинается вычисление значений функ¬ 
ции /, будет а<г 0 . Начнем строить одноленточную маши¬ 
ну 0, на которой вычислима с /-разрежением функция /. 
Алфавит внешней памяти 5' машины 0 мы можем на¬ 
писать сразу же: 


= К, 5) 1 ), 5<2), . . ., *}»), 4‘), 5(2), . . ., 5 (0, 

5і, 5^), 5<2), • • ■ , 5<2), ..., 5^, 5 0 }. 


Напомним, что = | служит для записи чисел, з 0 = □ — 
пустой символ. Обозначим через 5* следующий подалфа¬ 
вит алфавита 5': 


^ = { 5 и 5 ( 0 , *(2), ...,5(0,40,42). 5 (0). 


Внутренние состояния машины 0 мы выпишем пока 
лишь частично. Остальные ее внутренние состояния 
определятся после написания программы: это будут те 
(и только те!) символы'и кортежи символов (чаще—кор¬ 
тежи), которые будут фигурировать в программе в ка¬ 
честве внутренних состояний. 

Прежде всего, в число внутренних состояний строя¬ 
щейся машины включим всевозможные четверки вида 
(а а , к, з с , 0), где 1<с/<а, 1<А</, 0<с<1. Кроме 
того, объявим внутренним состоянием машины 0 
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символ а 0 . Он будет играть роль начального (для вычисле¬ 
ния с /-разрежением) внутреннего состояния. 

Начнем составлять программу машины О. Программу 
мы будем составлять последовательно, по частям (см. на 
рис. 32, а блок-схему программы; во внутренних состоя¬ 
ниях а 0 и а 1 машина О будет начинать и кончать вы¬ 
числение значений функции /; во внутренних состояниях 
(а^, /, в а , 0) и Ъ иг она будет переходить от подпрограм¬ 



му; & ф $ д) щ 

Рис. 32. 


мы 21 к подпрограмме $8 и от подпрограммы $8 к подпро¬ 
грамме ©). Одновременно мы будем доказывать, что со¬ 
ставляемая программа приводит строящуюся машину 
к нужному результату. 

Возьмем произвольный кортеж (х ѵ ..., ж ( ) (; /Ѵ ( и про¬ 
извольное полное состояние Е 0 машины О с внутренним 
состоянием а 0 , реализующее запись этого кортежа отно¬ 
сительно некоторого /-разбиения к ленты впешней памяти 
машины 0. Фиксируем /-разбиение к до конца доказа¬ 
тельства достаточности. Все дальнейшие упоминания 
о первых, ..., г-х, ..., /-х клетках /-секций относятся 
именно к /-разбиению л. Разумеется, сама программа не 
будет явно ссылаться на это /-разбиение. 

Для доказательства нам удобно будет ввести два 
вспомогательных понятия. Рассмотрим какое-нибудь пол- 



4 ] 


ФУНКЦИИ, ВЫЧИСЛИМЫЕ НА МАШИНАХ 


445 


ное состояние 2 машины с внутренним состоянием а й , 
активной лентой № к и считываемым на ленте № к сим¬ 
волом я с . Полное состояние Е машины 0 мы назовем 
почти соответствующим полному состоянию 2, коль 
скоро в полном состоянии В считываемый символ есть я^ 
и для каждого і : 1<і</ выполняется следующее усло¬ 
вие: если головка № і машины смотрит на символ я„, 
то в і-й клетке некоторой /-секции записан символ я<^ 
и для любого р — 1, 2, 3, ... символы, записанные в і-й 
клетке р- й сверху /-секции и в і-й клетке р- й снизу 
/-секции (отсчет ведется от той /-секции, в которой записан 
символ я^), совпадают с символами, записанными, соот¬ 
ветственно, в р- й сверху клетке и в р- й снизу клетке 
на ленте № і (отсчет ведется от той клетки, на которую 
смотрит головка № і). Другими словами, в полном со¬ 
стоянии Е для каждого і: 1 < і < / на і-х клетках 
/-секций записано (по порядку!) содержимое ленты № і, 
положение головки № і замечается отметкой на соот¬ 
ветствующем символе, и головка машины 0 считывает 
символ, соответствующий символу, считываемому актив¬ 
ной головкой. В этом определении ничего не говорится 
о внутреннем состоянии полного состояния Е. Полное 
состояние Е машины 0 мы назовем соответствующим 
полному состоянию 2, если, во-первых, оно почти соот¬ 
ветствует полному состоянию 2 и, во-вторых, его внут¬ 
реннее состояние есть ( а й ,'к , я с , 0). 

Каждому полному состоянию машины 5Щ соответ¬ 
ствует, вообще говоря, бесконечное множество полных 
состояний машины 0. 

Перейдем к выписыванию команд. Подпрограмма ЭД 

=#>яі і) | 

=ф я) 2 > 1 и а 

Щ-і Я 1= -,яі () |и, 
и ( я 0 
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«Ж Я 0 =^о І+2) І“‘+2 


иі-2 8 0 =$8о 0 ! ц *-1 

«1-1*0=^°•<«<!(» Л*о. °> 

переведет машину О из полного состояния Е 0 в полное со¬ 
стояние В 1 , соответствующее некоторому полному состоя¬ 
нию 2 Х машины 5Ш с внутренним состоянием ад 0 и активной 
лентой № I, реализующему на лентах с номерами 1, 2 ,I 
запись кортежа (х 1 , ...,*,)и имеющему остальные ленты 
пустыми. Отправляясь от полного состояния Ец маши¬ 
на 5Ш может начинать вычисление значения /(ж х , .... ж,). 
Если / (жц ..., ж 4 ) определено, машина 8Л, начав из пол¬ 
ного состояния 2ц через какое-то число шагов остано¬ 
вится, и ее заключительное полное состояние 2 2 будет 
реализовать на лентах с номерами 1 , 2, .. I, 1 запись 
кортежа (ж х , ..., ж 4 , /(ж 1? ..., ж 4 )), а все остальные ленты 
будут пустыми. 

Подпрограмма 58 (которая будет описана ниже), во- 
первых, переведет машину О в некоторое полное состоя¬ 
ние В 2 , соответствующее заключительному полному со¬ 
стоянию 2 2 машины (если /(жц ...,ж 4 ) не определено, 
то машина 5Ш и, вследствие устройства подпрограммы 58, 
машина О будут работать бесконечно), и, во-вторых, 
изменит внутреннее состояние полного состояния В 2 на 
Ь 1 * 2 . Таким образом, подпрограмма 58 должна, прежде 
всего, имитировать работу машины 5Ш в следующем 
смысле: если машина 5Ш переводит полное состояние 2' 
в полное состояние 2", то машина О должна переводить 
любое полное состояние В', соответствующее полному 
состоянию 2', в некоторое полное состояние В", соот¬ 
ветствующее полному состоянию 2". 

Возьмем произвольную команду 

Ч (к) 8 С => (к) 8 С * (г) г ь а а * (/) (*) 

машины ЭДЬ Напишем такую серию команд 58 (ф) для ма¬ 
шины О, которая будет обладать следующим свойством: 
каково бы ни было полное состояние 2' машины 5Ш 
с первой компонентой а а , второй компонентой к и Зк-й 
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компонентой $ с и каково бы ни было полное состояние 8' 
машины О, соответствующее полному состоянию 2', если 
полное состояние 2' под действием команды (*) перехо¬ 
дит в полное состояние 2", то полное состояние 5' под 
действием серии команд $8 (<0 переходит в некоторое пол¬ 
ное состояние 2", соответствующее полному состоянию 2". 
Серия команд 5В ( *, состоит из семи групп: 

I. (а л , к, 8 С , 0)«< й >=ф$<*>•(«,,, к, $ с , ищи! (к)). 

И. Гз(Я і; ^>,^>; 

(я<і> »с> иЩИі ( А )>. ( а а, К «с. нашла! •(А))). 

III. («(,, к, 8 С , нашла! (Л)>а# 1 * =4$$>•<«,,, к, а с , ищи 2 (і)>. 
( а аі к, 8 С , нашла! (к)) 8{ н ) => 8$ • (а а , к, 8 С , ищи 2 (*)}. 

IV. ' Г,(5 і;в {*),^); 

(| Ч » К $ 0 . ищи 2 (г)), (а а , к, 8 С ; нашла 2 (і))). 

V. (а а , к, 8 С , нашла г (і)> {а а , к, а с , перенос (і)і> 

( а л К » е > нашла г (і)> к, 8 С , перенос (і)і) 

(а а , к, 8 е , перенос (і) р ) I =4 \ъ ь (а а , к, 8 С , перенос (і) р+1 >. 

гдѳіе^і, р=1, 2, .... /-1 
( а <п «с. перенос (і),) /с, « с , ищи 3 (/)> 

( а <п «с» перенос (і),) 8 1= ^8») .(а,,, к, 8 е , ищи 3 (/)). 

VI. Гз 5$ } >; 

( а а> А. «с пщи 3 (/)>, (а а , к, 8 С , нашла 3 (/)». 

VII. (а а , к, 8 е , нашла 3 (/)> «{*> =-> в $• (й а *, з 0 , 0> 

(а а , к, 8 С , нашла 3 (;)) 8<р=^8[^-{а л *, /, $!, 0). 

Здесь кортежи (а а , к , а с , шци 2 (і)>, <а л , А, $ с , перенос (і) р > 
и т. п. обозначают внутренние состояния строящейся 
машины О; относительно Г 3 см. замечание на стр. 442. 
Предоставляем читателю убедиться, что серия команд 58 ( », 
обладает нужным свойством. 

Напишем теперь для каждой команды машины со¬ 
ответствующую серию команд машины О. Очевидно, 
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любое внутреннее состояние, входящее в любую из этих 
серий, отлично от любого внутреннего состояния, входя¬ 
щего в любую другую серию. Поэтому, если мы объеди¬ 
ним все эти серии в один список, то никакие две команды 
этого объединенного списка не будут иметь одинаковых 
левых частей и, следовательно, этот список может рас¬ 
сматриваться как программа (отметим, что именно для 
этого нам и нужно было преобразование, проделанное 
в замечании на стр. 442). Подпрограмма 58 и состоит, 
во-первых, из объединения серий команд, соответствую¬ 
щих всем командам машины и, во-вторых, из группы 
команд вида 

(а гі , к, $ с , 0) 4 Р) =44 Р) • Ь 1+2 , 

(а а , к, з с , 0) 4 Р) =4 4 Р) • Ь 1+2 у 

написанной для всех заключительных троек (а а , к, $ с ) 
машины 50? и для р = 1, 2, ..., /. После выполнения 
команд подпрограммы 58 машина О перейдет в полное 
состояние Заі почти соответствующее заключительному 
полному состоянию 2 2 машины 50?- Внутреннее состояние 

машины 0 в полном состоянии 3, есть Ъ 1+2 . 

Подпрограмма 6 (блок-схему см. на рис. 32, б) пере¬ 
ведет полное состояние 3^ в некоторое полное состояние, 
реализующее запись кортежа (х 1} .... х ( , / (х ѵ ..., х ( )) 
относительно /-разбиения к. 

Сначала блок © (блок-схему см. на рис. 32, в) для 
каждого і = 2 + 1, і, I — 1, ...,1 обменяет местами сим¬ 
вол и самый нижний из непустых символов, записан¬ 
ных в і-х клетках /-секций. Полученное полное состоя¬ 
ние Зд машины 0 будет почти соответствовать такому 
полному состоянию 2 3 машины 50?і реализующему запись 
кортежа (х ѵ ..., х ( , і(х и ..., ж ( )> на лентах с номерами 
1, 2, ..., 1 и имеющему остальные ленты пустыми, 

в котором первые (I + 1) головок стоят на нижних па¬ 
лочках. Блок ф состоит из (^ + 1) последовательно вклю¬ 
чаемых, одинаково устроенных подблоков © 4 (/ = *+1, 
і, * — 1, ..., 1). Фиксируем і (I +1 > і > 1) и опишем 
устройство подблока Подблок (см. блок-схему на 
рис. 32, г) меняет местами символ и самый нижний 
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из непустых символов, записанных в і'-х клетках /-сек¬ 
ций. Он состоит из двух серий команд: 

I. Серия Ф и : 128 

Г 1 (Я 1 ;4 і) ;& і+1 ,с і+1 ). 

II. Серия Ф і2 : 

I, 1) 

(®і*. I, Р) I =Ф I | ($*2. I, Р + !> 

(Ф і2 , I, 0«1=4*1 І($І2> І> 1> 

(®г2> 1> 0 8 0 ^ 8 0 1 (®І2) 11’ 1) 

<$І2> II, />)&=*&!<$«. II, Р+1> 

<Ф І2 , И, 1)8 1 =ф8[ і ^Ь і , 

где р= 1, 2, .. 1—1. 

Блок Ф последовательно включает подблоки фцд, Ф,, 
Фг_і, ...,Ф 1 и проводит машину через внутренние со¬ 
стояния Ъ і+2 , с І+2 , Ь І+І , с і+1 , Ь 1 , с ( , Ъ ‘~ 1 , Ъ 2 , с 2 , Ь 1 . 

Когда машина О придет во внутреннее состояние Ъ 1 , 
головка будет считывать символ и для каждого 
/:1</</ символ 8^ будет самым нижним из непустых 
символов, записанных в і-х клетках /-секций (для 
і : I + 2 < і < / это условие было выполпено еще в полном 
состоянии Е 2 , так как в. этом полном состоянии для 
каждого і : і + 2 < і < / в і-х клетках /-секций имеется 
всего один непустой символ 

Между блоками фи© нам удобно вставить одну 
команду: 

Блок @ (блок-схему см. на рис. 32,5) должен для каждого 
і = 2, 3,...,/ перенести все непустые символы, записан¬ 
ные в і-х клетках /-секций, таким образом, чтобы все 
«отмечеппые» символы і') +) , &) 2) , ..., 8^\ у ( 0 '+ 2) , 

$ ( 0 '+ 3) , ..., 5^ оказались в одной /-секции (практически 
они окажутся в той же /-секции, в которой в полном 
состоянии Ед находится символ я^ 1 ’, так как символов, 
записанных в первых клетках /-секций, блок © не будет 
29 в. А. Успенский 
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трогать) и полученное полное состояние Н I машины С 
почти соответствовало тому же самому полному состоя¬ 
нию машины которому почти соответствует полное 
состояние Е,, (второе требование можне иначе сформули¬ 
ровать так: для каждого і все непустые символы, записан¬ 
ные в г-х клетках /-секций, должны подвергнутся одина¬ 
ковому сдвигу). Блок @ состоит из (/ — 1) последовательно 
включаемых подблоков (і = 2, 3, . . ., /). 

Опишем устройство подблока С^. Этот подблок устроен 
но-разному, в зависимости от того, превосходит или не 
превосходит число і числа 

С луча й первый: 2 / < Ы- 1. Подблок (см. 

блок-схему па рис. 32, е) сдвигает непустые символы, 
записанные в г-х клетках /-секций, таким образом, что 
символ оказывается в той же /-секции, что и 
и полное состояние машины О по-прежнему почти соот¬ 
ветствует полному состоянию 2 і3 машины ЭД?. Он состоит 
из трех серий команд: 

I. Серия © а : В 1 > Л 1 )- 

II. Серия @і 2 работает, когда символ я ( і 5> записан ниже 
символа Она имеет вид: 

і, і> 

(&2, I, р)1=*1 і <©«, I, Р+ 1) (р= 1, 2, ....,/- 1) 
<@І2» I, П, 1> 

<®«, и,р)Ъ^\(®1 2 , іі,/н-і> (р= і, 2,...,/ — і) 
(®12, И, 1)й 1=Ф®1 | (6*2, И, 1) 

<еІ 2 , и, />*„=**! і<®! 2 , іп, 1 ) 

<@І2, ІП, р)1=-ІІ I (®І2, III, Р+1 (Р = 1, 2, ...,/- 1) 

(®«, іи, />5 1 ^.ѵ 1 !(еІ2, ш, і) 

<@*2, ш.о^^^леіг.іѵ, і> 

<®«. IV, />)&=* Б «еіг, ІѴ,р + 1> (р=1, 2, ..., г-2) 
«5*2, IV, і-1>« ( і ,) =ц*Ѵ ) *с н1 ' 

<®*2, IV, і — 1 > »! =>'Г <®І2, V, 1) 
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<е«, іѵ,і--і>* 0 =»'*Л(®і2.ѵ, 1) 

(®І2, Ѵ,р)1=*1\ <еіг, V, Р + 1> (/>=,1,2.1 — 2) 

(®І2, V, * — 1> в 0 1 (@І2, I, 1> 
(ё‘2,іл>* 0 =4^ ) :<е{2,іѵ, і>, 
где ^6^1- 

III. Серия 6 і 2 работает, когда символ записан 
выше символа $і 1} - Она имеет вид: 

(6І2, I, 1) 

(®? 2 , I, р)Ъ=*Ъ\ (е? 2 , I, Р± 1) (р = 1, 2_г-2) 

(®?2, I, г_ 1 >.90) =^ 5 И). с і+ і 

<©?2, I, <®?2, и, і> 

(©?2, I, * —1> «о *о Т П, 1) 

<®?2, и, т=Пі(®?2, II, /Ч-1) (р = 1, 2.1-2) 

(®? 2 , іі. г-1>*1*>=м*Ч(®Ъ, ш, і> 

(®г ? 2, Ш, Р>^Л(®І2, ІИ, Р+1>(Р=1, 2, 1) 

ой, пі, />»і=*М(®ь, IV, 1) 

(Шг, іѵ, />н--ше?2, іѵ, р+.і> {р = 1 ,2, ...,/-і) 

(®? 2 , іѵ, />*і=**іНе? 2 , іѵ. !) 

(®?2, IV, г>* 0 =Ф* 0 і<еь; V, і> 

(Ог, V, р)&=#&:<®?2. V, р+1> р = 1, 2.1-1) 

(®?2, V, I) *!=*.«?„ 1(®Ь, VI, 1) 

<®? 2 . VI, рп=*ц .(®? 2 , VI, р+1>(р=1, 2, ..., г-1) 
(®?2,' VI, ІК^іКеГа, VI, 1) 

(®ь, ѵі, ѵіі, і> 

(®?2, VII, Р)1=>І I (®?2, VII, р -I-1> .(р = 1, 2, . . . , / - 1) 

<®Ь. ѵіі, />*о=^ 1 ) неь, Т. і>- 

<е? 2 , ш, о$ 0 =^ 0 ! (®Ь, ѵпі, і> 

№, VIII, р)і=*т®ь ѵш, Р'И)Л1, 2. г-і) 

<еь, ѵш,г>®і і )=#*о!(®і 2 , іх, і> 


29* 
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(®І2, IX, р) 5=^6 | (®Ь, ІХ,/>+1) (р = 1, 2, . . I — 1). 
<®І2, IX, I, 1), 

где 1^:3^ 

Случай второй: / + 2 < і </. 

Подблок (рис. 32,е) переносит символ в ту /-сек¬ 
цию, в которой заиисан символ Он тоже состоит 

из трех серий команд. 

I. Серия @ і1 :Г а (5 1 ; «< { >; с 1 , е\ §\ к 1 ). 

II. Серия @І 2 работает, когда символ $(*> записан 
ниже символа $('). Опа имеет вид: 

і, і) 

<®І2, I, Р)1=>1 |(®Ь, I. р + 1)(р=1,2 .1-1) 

<®І 2 , I, 1)*о=**?Ч№ь II- *> 

<®Ь, Н,р>ыи(®ь,11,р + 1>(р = 1, 2. і- 2) 

(©ь,и,*-ім 1 , =** ( і , -с і+1 
(еь, и, і-^^^^кеьлн, і) 

(@І2, II, І-1)*о=^*ОІ(®Ь, ІИ, 1> 

<©Ь, III, Р)Б=^БТ ( 6 І 2 , III, Р + 1> (Р = 1, 2, . .., г - 2) 
(еІ 2 ,ш,г-і) 4 ‘)^ 5 о | ( е! 2і і, 1 ), 
где Бе *5і- 

III. Серия 6 і 2 работает, когда символ зр записан 
выше символа Она имеет вид: 

аМ і) ^8? ) :®?2, і, і) 

<®І 2 , I. Р>Б=^Б'<@? 2 , I. Р+1> (р.= 1, 2, •.., і — 2) 

(®І 2 , 1 ,г- 1 )б'П)=^ 5 ( 1). с -1 

<®Ь, I, *—1>в 1 =^в 1 |<©*2, И, 1) 

(@? 2 , I, * — 1 > во =^®оТ<еІ 2 , II, 1 ) 

<®?2, II, р> Б Б Т <®?2, II, р+і> (р = 1, 2, 

(е?2,п,і- ік*>=*м<®Ь, іи, і) 

<©Ь, іи, р>Б=*Бі(®Ь, іи, р+і> (р = і, 2, .... / —і) 

<е?2, іи, <е?2, і, і), 

где Бе«5,- 
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Блок @ последовательно включает подблоки © 2 , © 8 , •. • 

..., и проводит машину О через внутренние состоя¬ 
ния с 2 , с 3 , с (+1 , с'+ 2 , с' +3 , с 1 , с г+1 . Когда ма¬ 

шина О придет во внутреннее состояние с г+1 , головка 
будет считывать символ «ЦЭ, все «отмеченные» символы 
з[ 2 \ з^+ 2 >, 4'+ 3 >, зф будут запи¬ 

саны в одной /-секции, и полное состояние-2' машины О 
будет почти соответствовать полному состоянию Б 3 
машины 5Щ. 

Остается «убрать отметки» и «вернуться на место». 
Тогда полное состояние Е 4 машины О будет реализовать 
запись кортежа (х г , х г , І(х 1 , ж,)) относительно 

/-разбиения и. Эту заключительную работу проделает 
блок 

°і 5 1 2) і Ѵ 2 


0(5('+ 1 )=ф4'+ 1 )|0 /+1 

У( + і4 1+2) ^4' +2) 1^*2 


^-і4 !)= ^ 5 о!^і 

®і4 ь1)=#,5 оі®2 




^- 2 4 2) = 41^-1 

^з^а 1 . 
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Построение одноленточной машины О, разреженно-вычис- 
ляюгцей функцию /, закончено. Достаточность доказана. 

2 ) Необходимость («только тогда»). Пусть функ¬ 
ция / тина —> N (/ > 0 ) разреженно-вычислима, т. е. 

вычислима с некоторым /-разрежением на некоторой 
одноленточной машине С. Пусть машина О имеет внут¬ 
ренние состояния а ѵ а 2 , ..., а а и алфавит внешней памяти 
8 = ($5, . .., б - ѵ ). Пусть начальное (для вычисле¬ 
ния значений функции /) внутреннее состоя¬ 
ние— я й# . Начнем строить многоленточную ма¬ 
шину 9}?, па которой вычислима функция /. 
Машина 9 Л будет /-ленточной. Ее алфавит 
внешней памяти будет Л’. Внутренними состоя¬ 
ниями будут, во-иервых, всевозможные нары 
вида (а гі , р), где 1<</<а, 0 <р</ —1 и, 
во-вторых, символы і/ 0 , и ѵ и 2 , ..., н ( . Началь¬ 
ным внутренним состоянием будет символ и 0 . 
Остаемся написать программу машины 5Щ (см. 
блок-схему на рис. 33 ). 

Возьмем произвольный кортеж (х л , ...,ж ( )бЛ ?( и про¬ 
извольное полное состояние 2 0 машины ЭД/ с внутренним 
состоянием н 0 , реализующее запись этого кортежа на 
лентах с номерами 1, 2, ..., I и имеющее остальные 
ленты пустыми. 

Подпрограмма 

«о ( Р ) ^ ( Р ) Ш-и, (0 (Р ~ 1» • • ■ > ^ С { 5 о> *і}) 

«((0 5 і =* (0 5 і (0 1«[ (0 

(0 5 0 ~ 7 (0 5 0 (0 ! и і -1 1 ) 

и 1 -1 1) 5 1 ^ 1) 5 1 1)1 и 1 -1 1) 

И 1-1 1 ) 5 0 1 ) 5 0 1)1 Н <-2 — 2 ) 


ІІД 

& 


К*г 0> 


в 

Рис. 33. 


м 2 (2) ^ (2) $! (2) ^ и. г (2) 

(2) я 0 (2) 5 0 (2) | м 1 (1) 
Иі(1)»і =ф (1) 5 і(1)1«і(1) 

і <«<Ѵ °>0) 
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переведет машину ЭД} в такое полное состояние 2 5 , 
реализующее запись кортежа ж,) на лептах 

с номерами 1, 2, I и имеющее остальные ленты 
пустыми, в котором внутреннее состояние есть (а а ^, 0), 

активна лента Л» 1 и первые I головок стоят на нижних 
палочках соответствующих записей. 

Для разъяснения подпрограммы 83 введем снова поня¬ 
тие соответствующего полного состояния (мы могли бы, 
разумеется, и без него выписать сразу ее команды). 
Возьмем такое полное состояние Е ) машины 0 с внут¬ 
ренним состоянием ад , реализующее запись кортежа 

(х ѵ ..., т ( ) относительно некоторого /-разбиения х ленты 
внешней памяти машины 0, что ниже /-секции разбие¬ 
ния х, в которой находится головка, нет ни одной 
палочки. Отправляясь от полного состояния Ец машина 0 
может начинать вычисление значения /(ж,, ..., х ( ). 
Если І(х ѵ ...,х ( ) определено, машина 0 , начав из 
полного состояния Е,, через какое-то число шагов оста¬ 
новится и ее заключительное полное состояние Е 2 будет 
реализовать — относительно того же /-разбиения х — запись 
кортежа {х ѵ ..., х п / (х ѵ . .., ж,.)). Фиксируем /-разбие¬ 
ние х до конца-доказательства необходимости. Все дальней¬ 
шие упоминания о первых, ..., і-х, ..., 1 -х клетках /-сек¬ 
ций относятся именно к /-разбиению х. Разумеется, сама 
программа не будет явно ссылаться на это /-разбиение. 

Рассмотрим какое-нибудь полное состояние Е машины 0 
с внутренним состоянием а й и считываемым символом $ с , 
расположенным в к-іі клетке некоторой /-секции. Полное 
состояние 2 машины мы назовем соответствующим 
полному состоянию Е, коль скоро в полном состоянии 2 
внутреннее состояние машины ВД есть ( а а , 0), активна 
лента № к и для каждого і: 1 </< / выполняется сле¬ 
дующее условие: если в /-й клетке той /-секции, в кото¬ 
рой расположен считываемый символ, записан символ $ п , 
то головка Л» і смотрит па символ в п и для любого 
р=1, 2, 3 , ... символы, записанные в р-й сверху клетке 
па ленте Л» і и в р -й снизу клетке на ленте № і (отсчет 
ведется от той клетки, на которую смотрит головка № /), 
совпадают с символами, записанными, соответственно, 
в /-и клетке р-й сверху /-секции и в і-іі клетке р-й 
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снизу 2-секции (отсчет ведется от той /-секции, в которой 
расположен считываемый символ). Другими словами, в пол¬ 
ном состоянии 2 для каждого і: 1 </</ на і-й ленте 
записано (по порядку!) содержимое і-х клеток /-секций, 
головка Л»/смотрит на символ, соответствующий символу, 
записанному в той /-секции, в которой расположен счи¬ 
тываемый символ, и номер . активной ленты совпада¬ 
ет с номером клетки, на которую смотрит головка 
машины О. 

Этим определением устанавливается взаимно-однознач¬ 
ное соответствие между множеством всех полных состоя¬ 
ний машины О и множеством некоторых полных состоя¬ 
ний машины да. 

Заметим, что полное состояние 2 г машины да, с ко¬ 
торого начнет работать подпрограмма 83 , соответствует 
взятому нами нолпому состоянию Е] машины О, с кото¬ 
рого машина О может начать вычисление значения 

/ (^і) ■ • • і Х[). 

Подпрограмма 83 переведет машину да в полное 
состояние 2 2 , соответствующее заключительному полному 
состоянию В 2 машины О (если }(х ѵ ..., х ( ) не опреде¬ 
лено, то машина О и, вследствие устройства подпро¬ 
граммы 83 , машина да будут работать бесконечно). Таким 
образом, подпрограмма 83 должна имитировать работу 
машины О в следующем смысле: если машина О пере¬ 
водит полное состояние В' в полное состояние В", то 
машина да должна переводить полное состояние 2', 
соответствующее полному состоянию Е( в полное состоя¬ 
ние 2", соответствующее полному состоянию В". 

Возьмем произвольную команду 

а а 8 с ^ 5 с* 2 (Аі* (*) 

машины О. Напишем такую серию команд 83 ,*, для 
машины да, которая любое полное состояние 2', соответ¬ 
ствующее некоторому полному состоянию В' машины О 
с внутренним состоянием а а и считываемым символом з с , 
переводит в полное состояние 2", соответствующее тому 
полному состоявию В" машины О, в которое машина О 
переводит полное состояние 5 '. Серия команд 83 ,*, пишется 
по-разному в зависимости от сдвига г ь команды (*). 
Разберем три возможных случая. 
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Если г ь =!, т. е. команда (*) имеет вид 

а а 8 с =Ф 5 0 » { . 

то серия состоит из I следующих групп: 

I. {а а , 0) (1)і' с =^(1)5 с .(1).(я й ., 0) (2) 

II. (а а , 0) (2) $ 0 =Ф (2) $ с . (2).(я й ., 0> (3) 

III. (а а , 0>(3) 5е ^(3) 5с .(3).(а <г ., 0)(4) 


г- 1 - <а„, 0>(г-1)в с =4(/-1)* с .(і-1).<а а . І 0>(/) 

(каждая из (I — 1) первых групп состоит из одной команды). 
I. (а а , 0) (/) $ 0 =$ (1) $ с (1) | (а й , 1 )(1) 

(а<і, 1)(1)з с =^{1)$- с (2)\{ а а, 2>(0 
{а ф 2)(1)з с =Ф(1)з с (3)Ца ф 3 > (*) 


(а ф 1-2)(1)8 0 =$(1) 8с (1-1)Ца й , 

(а а , г-і>(/)5 0 =4 (о$ с *(0 !(«<*•. 0) (1). 

В зависимости от номера активной ленты в полном 
состоянии 2' работает одна из групп. 

Если 2 Ь = ], т. е. команда (*) имеет вид 

йд8 е г $с« ,[ а Ф і 

то серия состоит из I следующих групп: 

I. {а ф 0){1)8 с ^(1)8 с (1)1(а ф 1)(1) 

(а Ф 1)(1)8 С =$(1)8 С {1-1 )1(а (І , 2) (1) 

(«* 2)(1)$ с =^(1)$ с (/ — 2)\(а й , 3) (1) 


(а ф 1 — 2) (1) 8 е =^(1) 8 С (2)| (а ё , I- 1> (1) 

(а ЙІ г-1>(1)* е =Ф(1)ѵ(1)Ивй'. 0>(1) 
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II. 

III. 

IV. 
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(<**» 0) (2) $ с 
{а а , 0> (3 )8 С 
{а<і, 0>(4)5 с 


■(2)8 с .(2)-(а л ., 0>(1) 
>(3)5 С . (З).(яд., 0) (2) 
> (4) 5 С . (4) •(«<»., 0.) (3) 


I- 1 - (а а , 0)(1-1)8 с -(1-1)8 С '(1-1)-(а <і ', 0}(1 — 2) 
Г («„ 0 )(1)8 с --^(1)8 с .(1).( асІ ., 0>(г— 1) 

(каждая из (/—1) последних групп состоит из одной 
команды). 

И, наконец, если 2 Ь =«, т. о. команда (*) имеет вид 

то соответствующая серия 33,*, состоит из I групп сле¬ 
дующего вида: 

I. (а а , 0>(1)* е =Ф(1)*.(1).< а<1 ., 0) (1) 

II. (а а , 0) (2) 8 С =Ф (2)$ с . (2) •(я (і ., 0) (2) 

III. (я ( „ 0)(3)« с =^(3)« с . (3)*(я<,., 0) (3)- 


1-1. (а й , 0) (/ — 1) 5 С =Ф (/ — 1) 8 С » (I — 1)*(ой., 0)(г-1) 
I. {а й , 0 ){1)8 с ^{1)8 с .(1)'{а л ., 0){1) 

(каждая из I групп состоит из одной команды). Предо¬ 
ставляем читателю убедиті.ся, что серия команд 33,*, 
обладает нужным свойством. 

Напишем теперь для каждой команды машины О 
соответствующую серию команд машины ВД. Подпро¬ 
грамма 33 состоит из объединения всех этих серий команд. 
Легко видеть, что левые части любых двух команд такого 
объединения различны, т. е. такое объединение действи¬ 
тельно можно взять в качестве подпрограммы. 

После выполнения команд подпрограммы 33 діашина ЭД? 
перейдет п полное состояние Е 2 , соответствующее заклю¬ 
чительному полному сост 0 ннию Е 2 машины О. Так как 
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полное состояние Н 2 машины О реализует кортеж 
(ж,, ..., ж ( , I (х ѵ . .., ж,)) относительно /-разбиения и, 
а полное состояние 2 2 машины соответствует полному 
состоянию 3 2 , полное состояние 2 2 реализует на лентах 
с номерами 1 , 2 , ..., I, 1 + 1 кортеж 

(Жр •'') X ^ / (ж^, * - *, *^/)) 

и имеет остальные ленты пустыми. 

Построение многоленточной машины, вычисляющей 
функцию /, закончено. Необходимость, а вместе с ней 
и теорема 8 , доказаны. 

Теорема 9. Функция / типа —> Л' тогда и только 
тогда вычислима по Тьюрингу , когда она разрежённо-вы¬ 
числима. 

Доказательство. 1) Необходимость («только 
тогда»). Пусть функция / типа Л’ ( —вычислима ио 
Тьюрингу на одноленточной машине О с внутренними 
состояниями а 1 , а. 2 , . .., а а и алфавитом внешней памяти 
Л’ = {і’і, ..., А‘ ѵ } . Пусть ец, —начальное (для вычисления 
зпачений функции / на машине О) внутреннее состояние. 
Докажем, что функция / вычислима на некоторой {і + 1)- 
ленточной машине ЭДЬ Из теоремы 8 будет следовать 
тогда, что она разреженно-вычислима. Нужная (/ + 1)- 
ленточная машина ЗЛ строится очень просто. Ее вну¬ 
тренними состояниями будут, во-нервых, внутренние со¬ 
стояния машины О и, во-вторых, символы Ь 0 , Ь 1 , с 2 , с а , 
с 4 , . . . , С ( , Ёі, §2, § 3 , ...» Ац ^ 2 » А 31 С і) (* = 2, 3,4, ... 

..., /-1; / = 1, 2,3,4),с„-(/ = 1, 2, 3),^ 1; (/ = 1, 2, 3, 4,5), 

(/ = 2, 3, 4, ..., /). Алфавитом ее внешней памяти оста¬ 
нется 5. Роль начального внутреннего состояния будет 
играть символ Ь 0 . 

При і > 1 программа (блок-схему см. на рис. 34,а) 
состоит из четырех подпрограмм. Подпрограмма 31 

Мі)Н(і)Кі)іМі) 

М2) И (1)1(1) Г М1) 
МЗ)Н(4)|(1ПМ1) 


МО І=*(1)!(1КМ1) 
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М*+1)П=*(1)І(1)ІМ1) 

*о(1) □ =^(1) □ (1>1 *і(1) 

^1 (1) □ (1) □ (1) I с 2 (2) 

переведет произвольное полное состояние Х 0 машины 5Ш 
с внутренним состоянием Ь 0 , реализующее па лептах 



"3 

а) 6) 6) г) 


, Рис. 34. 

с номерами 1, 2, ..., і запись кортежа (х ѵ х 2 , х ( ) 

и имеющее ленту № (< + 1) пустой, в такое полное со¬ 
стояние Хі с внутренним состоянием с 2 , активной лен¬ 
той Л» 2 и считываемым на ленте 2 символом « 1? 
в котором все (I +1) лент сохраняют тот же вид, что 
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и в полном состоянии Е 0 , все головки, кроме первой, 
находятся на тех же местах, что и в полном состоя¬ 
нии Ец, а головка Лі» 1 находится над записью числа х г 
в третьей пустой клетке. 

Подпрограмма 83 (блок-схему см. па рис. 34,6) состоит 
из (I — 1) последовательно включаемых блоков: 83 2 ,83 3 , ..., 
..., ЗЗ^, 83,. Блоки 33 2 , 83 3 , ..., ЗЗ,..! устроены одина¬ 
ково. Для і: 2 < д <«- 1 блок 83; имеет вид: 

С г (О И (01 (01 <4 (О 

с і (*)□=*(*) □ (0Т С «(0 

<41 (О I (!) I (1) Т с г2 (О 

<42 (») | =* (І) | (0 ! <41 (О 

С|і(»Ш=*(0Ш0іс 18 (1) 

с із (1) □ (1) □ (1) і С і4 (1) 

Сі4(1)П^(1)П(1)|С і+1 ( г - + 1). 

Блок 83, устроен чуть-чуть по-другому. Он имеет вид: 

с < (О I =К01 (О 1 с ( (О 

с 4 (0П=*(0Ш0 Т с *1 (о 

С (1 (0 | ^ (1) | (1) 1 с і 2 (О 

Си (01 =*(*)! (01 см (О 

см (0 □ (0 □ (01 с,з (1) 

с.8 (1) □=*(!)□ (1)1 «<*„ (1). 

Блок 83, (г = 2, 3, ..., і— 1, I) переписывает на ленту 
Л» 1 запись числа ж,. Когда блок 83, закончит свою ра¬ 
боту, машина Ш будет находиться в таком полном со¬ 
стоянии Е 2 с внутренним состоянием а іо , активной лен¬ 
той № 1 и считываемым па ленте № 1 символом 
в котором на ленте Л» 1 снизу вверх через две пустые 
клетки будут расположены записи чисел х ѵ ж 2 , ж 3 , ... 
..., х ( _ ѵ ж,, все остальные ленты будут в том же виде, 
в котором они находились вчюлпом состоянии Е а , и пер¬ 
вые I головок будут смотреть па палочки.. 

Подпрограмма К состоит, во-первых, из команд ма¬ 
шины О и, во-вторых, из группы команд вида 

а а (1) 5 і ^ (1) 5 і (1 )*&і (1)» 
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написанной для всех таких а й , что тройка {а л , 1 , 5 ^ 
является для машины О заключительной. Полное со¬ 
стояние 2 2 подпрограмма 6 переведет (если і{х г , ..., ж ( ) 
определено) в такое полное состояние 2 3 с внутренним 
состоянием активной лентой Л: 1 и считываемым на 
ленте № 1 символом в котором на ленте № 1 снизу 
вверх через две пустые клетки будут расположены записи 
чисел х ѵ . .., х ( , /(ж,, х ( ), все остальные клетки 

ленты Л“ 1 будут пустыми, головка Л» 1 будет смотреть 
на палочку, а ленты и головки с номерами 2, 3, ..., 

..., I, 1-\-і будут в том же виде и положении, в кото¬ 
ром они находились в полном состоянии 2 2 (если 
/(а^, ..., ж,) не определено, то, вследствие устройства 
подпрограммы (5, машина ЭДІ} будет работать бесконечно). 

Подпрограмма ф (блок-схему см. на рис. 34,в) со¬ 
стоит из (г->- 1 )' последовательно включаемых блоков. 
Блок Ф 4 

еі(і)И(і)!(Ше,(і) 

$і(1) □=*(!)□ (і)!еп(і) 

ЙГ» (1) □ (1) □ (1) і ЙГі« (1) 

? 13 (і)а=^(і)п(і)и«(і) • . 

«гіз(і)И(і)І(і)Ггі4(і) 

? 1 4 ( 1 ) И ( 1 ) 1 ( 1 ) 1^14(1) 

?,4 ( 1 ) П=^ (!)□(!)! ?»( 1 ) 

йб(і)а=^(і)с(і)іл(і) 

переведет головку Л« 1 на нижнюю палочку записи 
числа ж 2 . Блоки ф 2 , ф 3 , ..., ф, устроены одинаково. 
Для і: 2 <і<< блок ф { имеет вид: 

^(і)И(і)п(і);?і(і) 
е 4 ( 1 )П=»( 1 )П( 1 )|й,( 1 ) 
?іі( 1 )П^( 1 )С( 1 ) І5 1 + і(1) 

Блок Ф { (г = 2, 3, ...,/) уничтожает на ленте Л» 1 за¬ 
пись числа х- х и переводит головку Л° 1 на нижнюю па¬ 
лочку записи числа х иі , если і < I, или числа /(ж г ..., ж ( ), 
если і = I. Когда блок ф ( закончит свою работу, головка 
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Л"° 1 будет смотреть - на нижнюю палочку записи числа 
І(х ѵ . .., х ( ). Блок $, +1 

л,(н-і)п-(«+і)|(«-гі)и І+ і(і) 

// (+1 (1) □-(!)□ (И-1)1 М1) 

А. (!)□-(!) □(!):/*.(!) 

А.(1)И(1)|(1)-А,(1) 

перепишет на ленту Лі (/+1) запись числа } (х ѵ ...,х,) 
и уничтожит эту запись на ленте л° 1. Когда блок ф (+1 
(а с ним и подпрограмма 2)) закончит работу, маши¬ 
на придет в полное состояние, реализующее на лен¬ 
тах с номерами 1, 2, ..., I , /-;-1 запись кортежа 

(•*-!> • • • і Я?;, / (^-іі • • • і %;))• 

Для случая 1 = 1 программа (блок-схему см. на 
рис. 34,г) получается из предыдущей программы сле¬ 
дующим образом: подпрограмма $1 состоит из двух 
команд: 

М 1 )!^ 1 )! (1)‘«сг 0 (1) 

М2)П=*(1)|(1).а І0 (1); 

подпрограмма 83 отсутствует; подпрограмма 6 имеет тот 
же вид, что и при />1; от подпрограммы 2) остаются 
два блока: ф 2 , Ф (+1 (остальные блоки отсутствуют). 

Необходимость доказана. 

2) Достаточность («тогда») будет доказана нами, 
для простоты, лишь для 1 = 1. Пусть функция / типа 
Л г — >/Ѵ вычислима с /-разрежением на одноленточпой 
машине Пусть внутренними состояниями машины 
будут а п ..., а а , алфавитом внешней памяти будет 
<$ = {$!, ..., 5 Ѵ |, начальным (для вычисления с /-разре¬ 
жением) внутренним состоянием будет а<і а . Построим 
одноленточную машину 0 2 , на которой будет вычислима 
по Тьюрингу функция /. 

Алфавитом внешней памяти машины 0 2 останется 
алфавит 8. 

Внутренние состояния машины С 2 мы выпишем пока 
лишь частично. Остальные ее внутренние состояния оп¬ 
ределятся после написания программы: это будут те 
(И только те!) символы и кортежи символов (чаще — 
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кортежи), которые будут фигурировать в программе в ка¬ 
честве внутренних состояний. 

На данном этапе в число внутренних состояний ма¬ 
шины 0 2 мы включим, во-первых, все внутренние состоя¬ 
ния машины 0! и, во-вторых, символы Ь 0 , Ъ ѵ с х , с 2 , й ѵ 
<4, е 1 , е 2 , Н 0 . Символ Ь 0 будет играть роль начального 
(для вычисления по Тьюрингу) внут¬ 



реннего состояния. 

Начнем составлять программу ма¬ 
шины 0 2 (блок-схему см. на рис. 35). 
Одновременно мы будем доказывать, что 
составляемая программа приводит стро¬ 
ящуюся машину к нужному результату. 

Возьмем произвольное число х и про¬ 
извольное полное состояние Н 0 машины 
0 2 с внутренним состоянием Ь 0 , реали¬ 
зующее запись кортежа (х). 
Подпрограмма 91: 

ІоНІІ^О 

&„□=*□ I <91, і, о> 

<91, I, 0>|=»Ш<Я, I, 1) 

. <91, I, 1)1 =фЦ(Я. I, 1> 

(Я, I, />)□=*□! (91, I, Р+ 1) 

(Р= 1, 2, ..., 1-1 , I) 

(91, I, М-1>П^||(9І, И, 1) 

(91, II, ?>□=>□ І <91, II, р+1) 

(Р = 1, 2, ..., /-1) 

<91, II, *Ш=ФШ<И, ПІ, 0) 

<9і, ш, опт*, іп, о> 

<91, III, 0) □ □ I <91, I, 0) 

<91, I, М-1)ИЦ <91, I, 2) 

<91, II, />|=»|К«, И- 1) 

<91, I, 0)П--^П |<9І, IV, 0) 


<91, IV, 0) □ =Ф □ | <91, IV, 0) 
(91, IV, 0)|=^|-й йо 


приведет машину 0 2 в полное состояние Н 1 с внутрен¬ 
ним состоянием а йо , реализующее запись кортежа (х) 
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относительно некоторого /-разбиения и ленты внешней 
памяти (говоря образно, разрядит запись числа х в I раз), 
т. е. в такое полное состояние, с которого машина О, 
может начинать вычисление с /-разрежением значения 
1{х). Фиксируем /-разбиение х до конца доказательства. 

Подпрограмма 23 состоит, во-первых, из команд ма¬ 
шины 0і и, во-вторых, из группы команд вида 

а а 8 і 

написанной для всех таких а а , что тройка {(а гі , 1, $і) 
является для машины 0! заключительной. Эта подпро¬ 
грамма, если / ( х) определено, -переведет машину 0 2 
в некоторое полное состояние Н 2 с внутренним состоя¬ 
нием Ь ѵ реализующее пару (х, /(х)) относительно /-раз¬ 
биениях. Если / (х) не определено, то вследствие свойств 
машины 0! машина 0 2 будет работать бесконечно. 
Подпрограмма 6 

• і, і> 

<<М, />+!>(/>=!, 2, ...,/-1; Е€{п,|}) 

<®, і, />И!№ і, і) 

<®, і, *ш=*п!<®. и, 0) 

<®, и, о>иі!<®, ш, і) 

(®, III, р>п=*пТ<®, іи, р+і> (/> = і, 2, ..., /-1) 

(®, ш, />Иі№ ш, і)і 
( 6 , ш, />□=>□! (®, іѵ, і) 

<е, іѵ, /»ш=*сш®, іѵ, р+і> ( Р = і, 2 ./-1) 

(®, іѵ, /ж к 

(®, и, о)п=»ш<®, ѵ, і) 

<®, ѵ, и®, ѵ, Ж) (р = і, 2, .... /-1) 

(®, V, /)|=Ф|*с 1 
(®, V, /> □ =* □ \с, 

приведет головку машины 0 2 к самой верхней ^палочке,, 
записанной на ленте, сама* же лента сохранит тот же 
впд, который она имела в полном состоянии 3 2 . Если 
верхняя палочка, записанная на ленте, находится во 
второй клетке некоторой /-секции /-разбиения х (т. е. 
принадлежит к 2-реализации записи числа /(х) относи- 

Ѵ 4 30 В. А. Успенский 
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тельно к), то внутреннее состояние машины 0 2 после 
выполнения подпрограммы 15 будет с г (обозначим соот¬ 
ветствующее полное состояние машины 0 2 через Е'). 
Если же зта верхняя палочка находится в первой клетке 
некоторой 2-секции 2-разбиения к (т. е. принадлежит 
к 1-реализации записи числа х относительно к), то вну¬ 
треннее состояние машины 0 2 после выполнения подпро¬ 
граммы 15 будет с 2 (обозначим соответствующее полное 
состояние через Н 2 ). 

Подпрограммы и © 2 имеют одинаковое строение. 
Подпрограммы @ 1 и @ 2 тоже одинаково устроены. Выпи¬ 
шем сначала команды этих подпрограмм, а потом объяс¬ 
ним их действие. 

Подпрограмма Ф 4 (і = 1, 2) имеет вид: 

I, 1) 

<® 4 , I, I, Р + 1> (Р= 1, 2, ..., 2-1) 

<®і, I- О И ІИ®!. Ь 1) 

(® і( і, />п - пКФі, іі, і) 

<® 4 , И, /?>II, р \Л) (р= 1, 2, ..., 2-1) 
(®і, п, 2>ИП!<®і, III. 1) 

<® 4 , III, III, р+1> (р=1, 2, ..., 2-1) 

(® { , III, 2>НІГ<® { , іи, 1) 

(®і, III, 2)П=*Ш<® 4 , IV, 0) 

<®і, IV, 0>П=4 ]<$ { , V, 0) 

<®і, ѵ, о>п-- ш<® 4 , і, 1) 

<®і, IV, 0>иіі<®і, IV, 0) 

(®і, V, 0) I ! I <® 4 , V, 0) 

(®і, II, 2>П^П|(®і, VI, 0> . 

(®і, VI, ОШ^ПИФі, VI, 0) 

(® 4 , VI, 0>И|.о! 4 , 

• где (□, |]- 

Подпрограмма (* = 1, 2) имеет вид: 

41- пи®*, і, і) 

<®І, I, Р>П=*СИ®і. I, р+1) (Р=1, 2, ..., 2-1) 
<®„ і, і, і) 
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(@ 4 , і, /,>□=*□!•<«*, и, о> 

(@і, И, 0>П=^|і(@ І , III, 0> 

(©і, III, 0)П=ФП|(@„ IV, 1) 

(@ 4 , іѵ, /»>□=»□!(© 4 , IV, Р+ 1> (р = 1, 2, /-1) 

(©і, іѵ, />ИІ!(@і, іѵ, і> 

<@ 4 , іѵ, О □!<©», ѵ, і> 

<©*, ѵ, ?ш=*ш<е 4 , ѵ, р+і> (р=і, 2, .... /-1) 

<©», V, />ипие 4 . м> 

(«і, и, о>|=мн©«. и, о> 

<е 4 , іи, о>иі|<е 4 , ш, 0) 

<@і, V, /> □ =* □ ] е { . 

Если машина 0 2 придет в полное состояние Ед 
с внутренним состоянием с ѵ то работать будут подпро- 
граммы < ® 1 и @ 1 . Сначала подпрограмма Ф 2 , не трогая 
палочек на первых клетках /-секций, перенесет все па¬ 
лочки, записанные на вторых клетках /-секций, наверх 
и запишет их подряд выше той клетки, где в полном 
состоянии 3' находилась самая верхняя из записанных 
на ленте палочек. Обозначим через З4 то полное состоя¬ 
ние, в котором находится машина после выполнения под¬ 
программы 2) 1 . Говоря образно, Ф 2 , переводя машину из 
полного состояния Ед в полное состояние 3*, «сожмет 
/(ж) вверх». Потом подпрограмма © 1 , не трогая собран¬ 
ных вверху /(ж) + 1 палочек (записи числа /(ж)), «сожмет 
число х . вниз», а именно она перенесет все палочки, 
стоящие на первых клетках /-секций, вниз и запишет их 
подряд ниже той клетки, где в полном состоянии ЕІ нахо¬ 
дилась самая нижняя из записанных на ленте палочек. 
После последовательного применения подпрограмм ф, 
и @5 машипа придет в некоторое полное состояние Е 5 
(с внутренним состоянием е^, в котором на ленте будут 
находиться (снизу вверх) записи чисел х и /(ж), разде¬ 
ленные, но крайней мере, двумя пустыми клетками. При 
этом головка будет смотреть на верхнюю палочку записи ж. 

Если машипа 0 2 придет в полное состояние Ед 
с внутренним состоянием с 2 , то работать будут подпро¬ 
граммы 0 2 и 6 2 . Сначала подпрограмма ф 2 «сожмет ж 
вверх», потом подпрограмма @2 «сожмет /(ж) вниз». Когда 

30* 
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машина 0 2 придет в полное состояние 3" с внутренним 
состоянием е 2 , на ленте внизу будут записаны подряд 
/(х) + 1 палочка, вверху — х 1 палочка, причем головка 
будет смотреть на верхнюю палочку записи і(х). Рас¬ 
стояние между нижней палочкой записи х и верхней 
палочкой записи / ( х ) будет опять не меньше двух пустых 
клеток. 

Подпрограмма ^ 

е і I 11 (?Ѵі> I. 0) 

<&, і, о>|=ии&, и, і> 

(Гу і, і, <)>□=»□ К&, Ш, і> 

<3і, II, 1 >|=фП|(Гуі, н, 2) 

(&, и, 2> П □ I <3і* II, 2) 

<&, II, 2>|=фЦ<5і, IV, 1) 

(ГУі, IV, 1 >П=фПІШ 1 , IV, 2) 

(ГУі IV, 2> □=»□*<&, V, 0) 

<3і, ѵ, 0>п=>|і<Эі, V, 1) 

■ ѵ, і>□=*□!<&. V, і> 

(Гу 1( ѵ, І>| =ИК&, ѴІ - °> 

<3і, ѵі, о>|=^||( 5 і, ѵп, і> • 

(т, VI, 0 Ю=фСЖ&, ѵііі > !> 

(ІУх, VII, 1> I =» □ т <^1, VII, 2) 

(ГУі, VII, 2> □=>□№, ѵіі, 2> 

<&, VII, 2>|=ф| и&, ѵ, о> 

(Гу х , VIII, 1>|=фП Т<«гі, IX, 1) 

(Гг, IX, і> □=*□!<&, IX, 1) 

<3і, іх, і>|=ф|1(Зі« х, 0) 

(Зі> X, 0)П=ф|-/г о 

(ГУі, III, 1>ИПТ(Зі, XI, 1) 

(Гуі, XI, 1>П=фППЗі, XI, 1) 

(Гух, XI, 1 >|=фіі<Зі, XII, 1) 



4 ] 


ФУНКЦИИ, ВЫЧИСЛИМЫЕ НА МАШИНАХ/ 


469 


(Зі, XII, ХИ, 2) 

(Зі- XII, 2> □=*□№• XIII, 0) 

(Зі, XIII, 0 >П=ф|.А 0 

будет работать, если машина 0 2 придет в полное состоя¬ 
ние Е' с внутренним состоянием е 1 . Она «поднимет» 
запись х вверх и приведет машину 0 2 в полное состояние, 
реализующее на ленте внешнеё памяти пару (ж, /(ж)). 
Подпрограмма Зг 

е 2 І=ИІ(Зг> И 0) 

(3*. і. о>і=ф|НЭ.. и, і> 

(Зг, I, <)>□=»□ 1(9,, Ш, 1) 

(Зг, И. !>!=>□ ИЗ.. И, 2) 

(5., И, 2)□=»□!<&, и, 2) 

(Зг, II, 2>|=ф||(і 5„ іѵ, і> 

(Зг, IV, 1>|=ИНЗг, IV, 1) 

(Зг, IV, 1>П=>ПНЗ„ іѵ, 2) 

(3,. IV, 2) □ => □ і (3 2 , V, 1) 

<3.. V, 1Ш=ИИЗ.. VI, 1) 

(з.. ѵ, і>і=ииз«, ѵ, 1 ) 

<3.. ѵі, 1>ЫИЗ«. ѵі, 1) 

<3*. ѵі, 1) □ =** □ 1 (3 2 , VI, 2) 

(3 2 , VI, 2) □=>□](Зг, ѵі, 2) 

(Зг, VI, 2 )Ніиз 2 , VI, 3) 

<3.. VI, з>|=»|!<3.. VI, з> 

■(3., ѵі, з>п=*ш(3«, ѵі, 4) 

<3.. ѵі, 4>П=»Ш<3., VI, 4) 

(3., VI, 4>|=йИЗг. 1, 0) 

(3 2 , III, 1) I =Ф □ Т <3«, VII, 1> 

<з«, ѵіі, 1>а=»ш<з., ѵіі, і> 

(Зг> ѴІІ, 1) I =И і (Зг> ѴІІ, 2) 

1 /г 30 В. А. Успенский 
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VII, 2>|=»|Ш«. VII, 2) 

<3„ VII, 2) □ =ф □ | (5 2) VII, 3) 

<&>> VII, 3) □=$□?<&*, VII, 4) 

(5г> VII, 4)П=^> і */г 0 
<5.. VII, 4>|=ФІИЭ„ VII, 4) 

будет работать, если машина 0 2 придет в нолное со¬ 
стояние Е-1 с внутренним состоянием е 2 . Опа «перенесет» 
запись / (х) через запись х и приведет машину С 2 
в полное состояние, реализующее на ленте внешней 
памяти пару (х, І{х)). 

Построение одноленточной машипы 0 2 , вычисляющей 
но Тьюрингу функцию /, закопчено. Достаточность, 
а вместе с пей и теорема 9 доказаны. 

Из теорем б, 7, 8 и 9 вытекает 

Теорема 10*). Функция / типа N , —*■N тогда 
и только тогда частично-рекурсивна, когда она вычислима 
по Тьюрингу. 


5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 3 И 4 

Лемма 1. Всякая последовательность символов, 
которая может бытъ напечатана на выходной ленте 
некоторой погтоянно-печатающей машины типа II, 
есть либо конечная, либо примитивно-рекурсивная после¬ 
довательность . 

Доказательство. Полное состояние машипы 
типа II есть четверка вида 

(а а , в с , А, В). (1) 

Назовем номером полного состояния (1) число 
т — 2 й -3 е -5 й -7°, 

где и и у—номера слов А т В. Для дальнейшего заме¬ 
тим, что 

й — ехр 0 т. (2) 

*) Другое доказательство этой известной теоремы можно 
найти, например, в §§ 68 и 69 книги С. К. Клипи [1952]. 
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Возьмем произвольную постояпно-печатающую машину 
тина II. Таблица печати этой машины каждому внут¬ 
реннему состоянию, а следовательно, и каждому полно¬ 
му состоянию соноставляет некоторый печатаемый сим¬ 
вол. В силу (2) и леммы 3 из п.З, примененной к таб¬ 
лице печати взятой машины, существует такая прими¬ 
тивно-рекурсивная функция ф ш , которая номеру т про¬ 
извольного полного состояния взятой машины соотносит 
номер ф(т) символа, печатаемого машиной на выходной 
ленте в полном состоянии с номером т. 

Легко видеть, что для машин типа II имеет место 
аналог леммы 1 из н. 3*). 

Возьмем примитивно-рекурсивную функцию т (2> , суще¬ 
ствующую для нашей машины в силу этого аналога. 
Пусть машина, начав с полного состояния с номером /н 0 , 
печатает бесконечную последовательность. Тогда прими¬ 
тивно-рекурсивная функция ф ш : 

ф(і) = ф(т(ш 0 , і)) 

дает по і номер символа, печатаемого машиной на г-м 
такте. Лемма доказана. 

Лемма 2. Если из примитивно-рекурсивной после¬ 
довательности символов выброситъ фиксированный символ 
и сдвинуть оставшиеся символы, получится либо конеч¬ 
ная, либо обще-рекурсивная последовательность. 

Доказательство. Пусть бесконечная последова¬ 
тельность 

біо, е^, . • •, б{ п , ... (3) 

есть примитивно-рекурсивная последовательность симво¬ 
лов из алфавита {е 1 , ..., ер). Следовательно,, функция ф: 
Ф (п) — і п примитивно-рекурсивна. Выбросим из после¬ 
довательности (3) некоторый фиксированный символ е й . 
Пусть при этом получится бесконечная последовательность 

• • ■ * ... (4) 

*) Более того, доказательство — с соответствующими упроще¬ 
ниями— сохраняется дословно.'‘Можно, кроме того, заметив, что 
машины типа II отличаются от одноленточных машин только на¬ 
личием алфавита, таблицы и ленты печати, не влияющих на изме¬ 
нение полных состояний, и изменив немного определение номера 
полного состояния (#» = 2 й -3 1 -5 с -7 и -11°), считать, что нужное нам 
утверждение есть просто частный случай леммы 1 из и. 3. 


30* 
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Требуется доказать, что функция ф: ф(/і) = / п обще-ре¬ 
курсивна. Легко видеть, что 

Ф (я) = ф ((|*«) [(№) [ф {к) ф Л] = п) & (ф (*) Ф Щ. 

к<1 

Из теорем 16 из § 7, 20 из § 7, 17 из § 7 и 21 из § 7 
и того, что функция ф всюду определена, еледует ее 
обще-рекурсивность. 

Доказательство теоремы 3. Пусть беско¬ 
нечная последовательность 

• • •» т • ■ • ( 5 ) 

символов из алфавита {е 1} ..., ер} печатается на ленте 
(вообще говоря, не постоянно-печатающей) машины 
тина II. Добавим к алфавиту печати символ ер+і и за¬ 
полним им все пустые места в таблице печати. Получит¬ 
ся постоянно-печатающая машина, которая напечатает 
примитивно-рекурсивную (по лемме 1) последовательность 
(символов из алфавита {е 17 ..., ер, ер+і}). Последователь¬ 
ность (5) можно получить из этой новой последователь¬ 
ности, выбросив из последней символ ер + і и сдвинув 
оставшиеся символы. По лемме 2 последовательность (5) 
обще-рекурсивна. 

Доказательство теоремы 4. Любая конечная 
последовательность символов может быть напечатана 
даже машиной типа I (см. теорему 2), тем более, как 
это показано на стр. 411, она может быть напечатана 
машиной типа II. Пусть бесконечная последовательность 

^1о* ^1» * • • » п» • • • (в) 

есть обще-рекурсивная последовательность символов из 
алфавита {е 1Э ..., ер}. По определению функция ф: 
ф (п) — і п обще-рекурсивна. По теореме 10 функция ф 
вычислима по Тьюрингу на некоторой одноленточной 
машине с внутренними состояниями а^...., а а 

и алфавитом внешней памяти . ^ = {$ 15 ..., $ ѵ ). Пусть 
— начальное (для вычисления значений функции ф 
по Тьюрингу) внутреннее состояние. Внутренними со¬ 
стояниями искомой машины іО а типа II будут, во-первых, 
внутренние состояния одноленточной машины и, 
зо-вторых, символы Ь 0 , Ь и й а , Ь 3 , й 4 , й 6 , с х , с а , с 3 , ... 

• •.» і-р+2» . •., ^р, Л а , Алфавитом внешней 
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памяти машины 0 2 останется алфавит «5 1 , алфавитом 
печати будет алфавит {е 1 , ..е р }. Таблицей печати маши¬ 
ны О а будет таблица 

8і 1 8* 1 8* | • •• | 8» 

еі | е 2 | е 3 | | е р 

(в остальных внутренних состояниях строящаяся маши¬ 
на і0 2 ничего не будет печатать). 

Остается написать программу машины іО а . Програм¬ 
ма машины О а (блок-схему см. на рис. 36) будет состоять 
из четырех подпрограмм: 91, 83, © и ф. 



(к * 1 і,,-. , і п , . ) 

Рис. 36. 

Подпрограмма Щ состоит из одной команды: 

О =# |* а <*0‘ 

Подпрограмма 83 состоит, во-первых, из команд маши¬ 
ны Оц записанных в сокращенном виде *), и, во-вторых, 
из группы команд 

*) См. подстрочное примечание*) на стр. 440; поскольку со¬ 
кращенная форма записи команд одноленточных машин совпадает 
с принятой пами формой записи команд машин типа ІІ, команды 
машины Оц записанные сокращенно, можно рассматривать как 
команды вѳкоторой машины типа II. 
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написанных для всех таких а й , что тройка 
является для машины заключительной. 
Подпрограмма К имеет вид 

ЬЛ^>\\К 

□ =Ф □ | Ь 2 
^2 П П I ^3 
^3 I =Ф I I ^4 

б 4 п^п! 6 в 

ъ 5 □ =Ф □ 1 Сі 

ь 3 □ =» □ 1 ь 3 

І4І=*ІІ&4 

Г 1 I =Ф 1 Т С 2 

С 2 I =Ф і і Сз 

с 3 I =И 1 с 4 

с э I =ф IТ с р+і 

С Р+1 I I І С Р+2 

С 3 □ =Ф □ I ёі 

с 4 □ =» □ и 2 

с 6 □ =Ф П I §з 

і 

с р+1 □ =ф □ |#р-1 
Ср+2 □ =Ф □ 1 ё'р- 

И, наконец, подпрограмма ф имеет вид 

ёі I =Ф □ I Лі 
, ? 2 1=-ФП]Л 
8в ! =ф □ I К 

ё'р-і I =ф □! К 

ёГр I □ І^і 

Лі I =» □ 1 Л, 
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□ =Ф □ і ^2 
^2 П =Ф СП I к 3 

^3 I =Ф | ѵ ^3 

П =ф|* а <Ѵ 

Пусть начальным полным состоянием будет такое 
полное состояние, в котором внутреннее состояние есть Ь 0 
и на ленте внешней памяти ничего не написано. Под¬ 
программа ЭД напишет на ленте внешней памяти запись 
числа 0 (одну палочку) и приведет машину во внутрен¬ 
нее состояние а,і 0 (т. е. в то самое внутреннее состоя¬ 
ние, с которого на машине О! начинается вычисление 
но Тьюрингу значений функции ф). Потом подпрограм¬ 
ма 58 вычислит ф(0) и приведет машину $Э 2 в полное 
состояние с внутренним состоянием Ь ѵ реализующее на 
ленте внешней памяти пару (0, ф(0)). Затем подпро¬ 
грамма 1$ подсчитает палочки записи числа ф (0) = і 0 
н приведет машину >0 2 в полное состояние с внутрен¬ 
ним состоянием §д 0 . На этом такте машина в первый 
раз напечатает на выходной ленте некоторый символ, 
а именно символ е* 0 . Потом подпрограмма ® уничтожит 
запись числа ф (0), переделает запись числа 0 в запись 
числа 1 (прибавит одну палочку) и переведет машину 
в полное состояние с внутренним состоянием а^ 0 . В дей¬ 
ствие снова вступит подпрограмма 58. Машина вычислит 
ф(1) и придет в полное состояние с внутренним состоя¬ 
нием Ъ ѵ реализующее на ленте внешней памяти пару 
(1, ф (1)). Затем подпрограмма 6 подсчитает палочки 
записи числа ф(1) = і 1 и приведет машину в полное 
состояние с внутренним состоянием На этом такте 
машина во второй раз напечатает на выходной ленте 
некоторый символ, а именно символ е^. Затем запись 
числа ф (1) уничтожится, а запись числа 1 перейдет 
в запись числа 2 (подпрограмма Ф); машина вычислит 
число ф (2) = і 2 (подпрограмма 58), подсчитает палочки его 
записи (подпрограмма К) и напечатает на выходной ленте е* 2 
и т. д. Машина 0 2 будет работать бесконечно, печатая 
на выходной ленте нужную последовательность (6). 
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361; сегментный н. в. д. ч. 362; 
десятичный н. в. д. ч. 362; 
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Пересчет 117 

Пересчитывать множество 
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Представляющая функция 46 
Применять оператор р к функции 
83 

Примитивная рекурсия 48, 
50 

Примитивно-рекурсивно 48, 50; 
н.-р. замкнутый класс 91, 94; 

п.-р. сводиться 295; п.-р. 

эквивалентные нумерации 296 
Примитивно-рекурсивный: п.-р. 
множество 99, 103; п.-р. опи¬ 
сание 97; п.-р. отображение 
103, 126, 127; п.-р. нредикат 
106; н.-р. последовательность 
символов 413, 470; н.-р. соот¬ 
ветствие 105, 119, “123, 125, 
128, 133, 135, 296; п.-р. функ¬ 
ция 92, 97, 98 

Принадлежать к примитивно¬ 
рекурсивно замкнутому клас¬ 
су фувкций (о мвожестве, о 
предикате) 99, 106 
Программа 411, 419 
Продолжение 254 
Проекция 29 

Прообраз (полный прообраз) 
39 

Простейшая: п. дизъюнкция 72; 

п. импликация 72; п. конъ¬ 
юнкция 71 

Простейшее распространение: п. 

р. оператора 327; п. р. опера¬ 
ции 331 

Простое множество 287, 394 

Пространство 27 

Прямая, параллельная і-й оси 27 


Прямой пересчет 117 
Пустой: п. кортеж 25; п. объект 
191, 192; п. символ 408; п. 
слово 409 

Разнозначная функция 187 
Разрежённо-вычислимая функ¬ 
ция 440, 443, 459 
Разрешимое множество 20, 149, 
180, 293, 394 

Распространение оператора 
326 

Рациональпозначная частично- 
рекурсиввая (і?-чястично-ре- 
курсивпая) функция 344 
Реализовать; р. запись числа 
(о многоленточных машинах) 
426; р. запись кортежа на 
дапных лентах (о многолен¬ 
точных машинах) 426; р. за¬ 
пись кортежа (об однолен¬ 
точных машинах) 438; р. за¬ 
пись кортежа относительно 
/-разбиения (об одноленточных 
машинах) 439 

Регулярная подстановка 32 
Регулятор сходимости 337 
Резольвента 395 
Рекурсивное множество 144 1 
Рекурсивно-перечислимое мно¬ 
жество: р.-п. м. в IV 8 136, 137, 
143, 146, 147, 148, 172, 173, 
174, 184, 186 и 187, 187 

и 188, 188, 197; р.-п. м. 

объектов к-го ранга 197—198; 
.-п. м. нар <а, Ь>? [/Ѵ^° р , Л^» 9 ] 
99; р.-п. м. в занумерованном 
множестве 297 

Рекурсивно-перечислимый пре¬ 
дикат: р.-п. п. в /V 8 149, 182; 

р. -п. п. на [/Ѵ с ° р , /Ѵ<» 9 ] 

199 

Свободный: с. переменная 55, 56; 

с. вхождение 56 
Сводить (о функции) 295 
Сводиться (о нумерациях) 364 
Связанный: с. переменная 55, 

56; с. вхождение 56 
Сегмевтно вычислимое действи¬ 
тельное число 354 
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Сегментно задавать действитель¬ 
ное число 339 

Сегментный: с. нумерация 361; 
с. помер 362; с. обозначение 
362 

Сильная теорема о нормальной 
форме 251 

Симметрическая разность 381 
Слабая теорема о нормальной 
форме 168 

Слабо вычислимое в смысле 
Кантора действительное число 
348 

Следования функция 32 
Слово 19, 408 

Соответствующая вычислимая 
нумерация 299, 305 
Сопряженная функция 344 
Сохранять: с. вычислимость 326; 

с. перечислимость 331 
Строго ограниченные кванторы 
79 

Существенно зависеть от аргу¬ 
мента 30 

Считываемый символ 409, 418 
Считывающая и записывающая 
головка 408, 417 

Таблица печати 404, 411 
Такт 402 

Творческое множество 389, 
394 

Тезис Чёрча 157 
Тело мпожсств 99 
Теорема: Т. о графике 161; Т. 
о неотделимости 283; Т. о нор¬ 
мальной форме 153 и 168, 
248 и 251; Т. о подстановке 
35; Т. об упиформизации 
279 

Тип: функция т. X У 29; опе¬ 
ратор т. <8!,..., «й> -* г 325; 
операция т. <8,,..., -* г 331; 

машина т. I 401; машина т. 
II 407 

Точка 27; т. минимума функции 
292 

Тьюринга машина 419 

Упиверсальпая (дважды) пара 
множеств 272 


Универсальная функция 203, 
204, 249; у. ф. нумерации 299 
Универсальное множество 265, 
266, 267, 272; у. м. нумерации 
304 


Униформизоваться 278 
Униформное множество 27 
Управляющая таблица 402, 410 
Урезанная разность 51 


Фиктивный аргумент 30 
Фундаментальная последова¬ 
тельность 337 

Функция 39; ф. большого раз¬ 
маха 43; ф. выбора аргумента 
31; ф. следования 32 


Характеристическая функция: х. 
ф. действительного числа 339; 
х. ф. множества 21, 45; х. ф. 
предиката 69 


Цилиндр 27 


Частичное отображение 38—39 
Частично-рекурсивно: ч.-р. зам¬ 
кнутый класс 155; ч.-р. сво¬ 
диться 295; ч.-р. эквивалент¬ 
ные нумерации 296, 297 
Частично-рекурсивный: ' ч.-р. 
множество 173; ч.-р. описание 
156; ч.-р. отображение 168, 
169; ч.-р. функция 154, 155, 
156, 157, 159, 161, 297, 427 и 
434, 470 
Число 26 

Эквивалентные: э.» нумерации 
364; э. пары 340; э. последо¬ 
вательности чисел 337, 340; 
э. последовательности сегмен¬ 
тов 339; э. сечения 338 
Экспонента 115 

Эффективно-неотделимые мно¬ 
жества 396 

Эффективно порождаемое мно¬ 
жество 21 

Эффективный порождающий про¬ 
цесс 21 
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і - я ось: см. прямая, параллель¬ 
ная і-6 оси 
і-я экспонента 115 
к - го ранга объект 191 
/-ленточная машина 417 
/-разбиение 439 

/-разрежение: см. вычислимая 
с /-разрежением функция 
/-секции 439 

т-роализовать запись числа 
относительно /-разбиении 
(об однолеточных машинах) 
439 


0 -ично вычислимое действитель¬ 
ное число 359 

д-ично задавать действительное 
число 341 

д-ичный: д. нумерация 362; 
д. номер 362; д. обозначение 
362 

Л-частично-рекурсивная функ¬ 
ция 344 

«-мерное множество 27 

8 -местная высказывательная 
форма 56 

8 -местная функция 29 



УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


А. ТИПОВЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

В указателе применяется следующая символика: 
і, к, п, г, « (с нижними индексами или без)—произвольные на¬ 
туральные числа 

А, В, Е, К, Ь, М, X, У (с нижними индексами или без) —произ¬ 
вольные множества 

/ (с нижним индексом или без) — произвольная функция 
ф —произвольное частичное отображение 

91, 83 (с нижними индексами или без) — произвол ные высказыва- 
тельиые формы 
Р —произвольный предикат 

т—произвольная вычислимая нумерация множества рациональных 
чисел 

о—произвольная алгебраическая подстановка 

I. Высказыватсльные формы и предикаты 

81 ~ 83 76 


(91) 66; 

,Д“ 66 

91 57, 58; 

Р 69 

91 & 83 57, 58 


91 V 83 57, 58 


91 83 57, 59 


(Ѵ*)8І 59; 

(Ѵ*€М) 81 61 

(Эя) 91 60; 

(3*ем)9Г 64 

(V*) 81 78; 

(Ѵ®)8( 79 

ж<г 

х<г 

(3*)91 78; 

(Зх) 91 79 

СС<2 

Х<2 

Т 68 


Х Р 69 


(И'З'і) В (#1» • • • і а?д) 84 


(ря ( ) Р (ж х .я 8 ) 84; 

(рхі)Р(х,, .. 

*»<* 

*(<* 
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0»'*Ч).Р(*і .» 8 ) 85; 

ж і<* 

(ѵг і )Р(аг 1 , .... х 3 ) 86 ; 

% [х е М I 91} 38 
А? 3 25; 

ІИ“ 25 


(ц'» 1 )Р(» 1( х 3 ) 86 

» 4 <2 ' 

(ѴЖ;)^*! . х в) 86 

II. Множества 
М'ы 331 


[Мг, М 2 ), [Мг, М„ .... М 3 ] 26; 
НМ) 38; 

п рі, . і/ 28 ; 

а(і) 138; 

Л 281, 395 
1*^1 1 •••» *^з) 25; 

[а, Ъ) 288, 338 
[а] (а—кортеж) 289 
| і | 197 

Лу, р 200 

ЛЛ^ 381 

К[К Ѵ К 2 /М и М ш \ 395 


А/іХІЧ 2 26 
Г 1 (АГ) 39 

н Рі . ,і а ( а —кортеж) 28 
а (а) (а—кортеж) 138 

Л 25, 191, 192, 409 


2> [Д 1? Е,] 397 


III. Функции 


/ (3 > 30; 
уіі 31 
АГ —» У 29 
О, 40; 

Хь 45; 

( 1 1 (*і» •••> ^е) 

/ я 3 )=| : 

' Іп(х\, *^в)^п 

а [«] ( а ~ нумерация) 299, 304 
(*і, ..., $&>—>/• 325, 331 

к [ , б] .хМ, х^ 44, 45 

119 

і„ і 2 126, 193, 196 
е 1 ^ 193, 196; 

фі8+і> 237; 

I я 343; 
г'* 343 


/(*і. •••. * 8 ) 30 

42 
2^ 46 


е [0] 194 
У' 3 * 1 ' 252 
X я 343, 346 
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В. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


I. Истинностные значения и предикаты 

« 61; 
м<°> 60; 

01 ѵ 67, П6 
Ргіт 116 


л 61 
л<°> 66 


II. Множества 

N 25; ТѴ 00 * 192 

Л(в § 12) 336 
Й (в § 12) 359 
Я (в § 12) 336 


(II. Функции и операторы 


асШ 51, 96 
(Іез 416 
(ИГ 51, 96; 

— 51 

сііѵ 96, 114 
схр115, 117; 

Гак 96 

Ш 429 
тах 96 
тіп 96 

охр; (а) 115, 117 

р(1 95, 96 
роі 95 
ргіга 116; 
рго(1 52, 95 
з§ 46, 96 

Рп 115, 116 

з§ 46, 96 

іит 30, 52, 94, 105 


Г' к я) 31, 93 
кф 32, 93 

[*] 8, 51 

108 

П*’ 108 
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П 141 
О 143; 
Р 141; 


IV. Множества множеств 

О і8 ’ 318 
Р‘ 8 > 265 
М <8 > 330 


V. Множества функций 


Ш 92; 

Мы 203 

О 157; 

0< 8 > 249 

Ч 155; 

ч^' 8 > 249 

Ф 91; 

фы 91 


С. ЛОКАЛЬНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


I. В § 4 

ЯК 100 
і 8 , і 4 127 

II. В п. 3 § 11 

«М 322; 

0' 8+ 1) 322 

■*М 329; 

Л ,8+1 > 329 


III. В § 12 

Зит 346 

38 352; 

38* 365 

А(Ш* 365 


Бі* 366 

ШГ* 365 

РгосІ* 365 


іо, т, 361 


IV. В п. 4 § 12 
V. В § 14 


1) Символы алфавита внешней памятв 

или □ 403 
8 1 или | 425 
« с 418 

с ѵ 
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указатель обозначений 


2) Сдвига 

і х или | 410 
я 2 или | 410 
г 3 или • 410 

3) Команды 

я* =4я ; - 403 

а й 5 с 8 с* г ь а й* ^ ^ 

аа (к) З с (А) * с , (0 2 о я й * (/) 419 

4) Стандартные подпрограммы поис 

Г а (^; * с ; я», 6») 442 
Г 2 №; 8 С ; я 0 , 6і, 6*, 6*) 442 
Гз№; ш е , а«, 6») 443 



